Chapitre 2

Résolution d’un systéme d’équations

non linéaires

Un probléme mathématique qu’on rencontre assez souvent est la résolution d’un systéme

d’équations non linéaires c’est-a-dire :

p
fl(x17x2,x3, xn) =0

fo(xy, 29,23, ...,) =0 @)

\ folz1, 9, 23, ...wp) = 0

Les fonctions fi, fa, ..., f, sont supposées continues par rapport a I’ensemble des variables
x1, T, ..., T, et partiellement dérivables jusqu’a 'ordre désiré.

Le systéeme 2.1s’écrit sous forme abrégée

F(X)=0 (2.2)

avec I’ = (f17f27 7fn) et X = (.%'1,332, "'7$n)
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Chapitre 2. Résolution d’'un systéme d’équations non linéaires

2.1 Meéthode de Newton-Raphson

Dans le cas d’une équation f(x) = 0, l'algorithme de Newton-Raphson est obtenu a partir

du developpement
0= Flaper) = £y) + F(2) @per — ) +
Dans le cas du systéme d’équations F'(X) = 0 écrivons de méme :
0=F(XC) = f(XP) 4 J(XP)(XE+) — X@)) ¢

Si le jacobien .J, déterminant de la matrice J(X®)), est différent de 0. nous obtenons

I’algorithme de Newton

(X)) X)L X

of2 of2 Ofs
XeH) = X0 — J-1(XP) f(XP) avec J(X) = 811(X) 69:2(X) C axnl(X)

RACUR O ONENE ~CoN

Algorithme

Pour approcher la solution d’un syséme nonlinear F'(X) = 0,étant donné une une approxi-
mation initiale X :

entrée n le nombre des équations et inconnues; approximation initiale X = (z, x,)" ,
TOL tolerance; N le nombre maximum d’iterations .

Sortie solution approchée x = (x1,...,z,)'ou une message que le nombre maximum des

itérations est dépassé.

1. poser k = 1.
2. Tant que (k < N) faire étapes 3 — 7.
3. Calculer F(X) et J(X), on J(X) = (3L(X)) for 1 <i,j < n.

oxj

4. Reésoudre le systéme linéaire n x n; J(X)Y = —F(X).
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Chapitre 2. Résolution d’'un systéme d’équations non linéaires

5. poser X = X +Y.

6. Si ||Y|| < TOL Alors écrire (X); (The procedure was successful.)
STOP.

7. poser k =k + 1.

8. Sortie (‘ le nombre maximum des itérations est dépassé’);

STOP
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Chapitre 2. Résolution d’'un systéme d’équations non linéaires

Remarques

1. Du point de vue pratique, I’agorithme sera utilisé sous la forme : J(X®))(AX®)) =
— f(X®). La résolution de ce systéme linéaire peut alors se faire sans utiliser
la matrice inverse J~1(X®) et elle fournit les corrections AX©® AX® _  dou
les points XM = X©O 4 AX©O X@ = XO 4 AX®D par exemple la résolu-

> +y*—1=0

tion du systéme utilisera l'algoritme de Newton sous la forme :
zy+x—1=0

20, A7, + 2y, Ay, = — (22 +y2 — 1)

(yn + 1Az, + 2,Ay, = —(20yn + x, — 1)
2. L’algorithme est d’ordre 2

2.2 Meéthode du point fixe

On s’interesse toujours a la résolution du syséme 2.1 qui peut se mettre sous la forme
22 cad F(X) =0, avec F' = (f1, fay--, [n) une fonction continue sur G C E,, .
L’objectif est de faire la résolution a I’aide d’une suite. Pour cela, on I’écrit sous une forme
équivalente F(X) = X et l'on introduit une suite récurrente X1 = F(X™) 4 partir
d’un point quelconque X© de G.

Supposons que F' est définie différentiable sur G, vérifiant |F(X) — F(Y)| < ¢|| X = Y|

( contractante) et en outre que toutes les valeurs F'(X) appartient a G
1. Démontrer que s'il existe ¢ vérifiant [|J (F (X))|| < ¢ <1 VX € G, alors (X™)
converge quelque soit le choix de X© et que sa limite est la racine unique de F (X) =
X sur G.
2. Démontrer linégalité : ||a — X H < (%) HX(l) - X© H , a est la racine, que signi-
fie cette inégalité.(vérifier que (X (")) est une suite de cauchy dans FE,,, en utilisant

le théoréme de de Lagrange), donc convergente

3. Expliquer géométriquement cette méthode pour n = 2.
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4. Ecrire I’algorithme correspondant.
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Chapitre 2. Résolution d’'un systéme d’équations non linéaires

Exercices

Exercice 1

ye* —2 =0
On considére le systéme non-linéaire
y+a2—4=0
1. Faire une itération de la méthode de Newton en partant de 'approximation initiale
(an yO) = (07 1)
2. Est-il possible de prendre 'approximation initiale (zg,yo) = (1,2)?

3. Déterminer et identifier graphiquement la position des approximations initiales (o, yo)

pour lesquelles la méthode de Newton ne fonctionne pas.

Exercice 2

Resoudre par la méthode du point fixe le systéme, en partant de (zg, o) = (3,5, 2, 2)
gi(z,y) =222 —ay —5r+1=0
go(z,y) =z +3lgz —y* =0
pour pouvoir appliquer la méthode du point fixe, mettons le systéme sous la forme
v =T = ()
=Va +3lgz = fo(z,y)
( a( :1:+5 L /TF3Tog)
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