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Série N°3

Exercice 01.

Soit {X (t), ¢ > 0} un processus a accroissements indépendants a espace de valeurs E discret. Montrer
que {X (t), t > 0} est un processus de Markov.

Exercice 02.

Supposons q’un point fait une promenade aléatoire sur la droite et qu’il ne peut s’arréter qu’aux points
de coordonnés 1,2,3,... m.

En plus on suppose que de ’état i ne peut se déplacer qu’a ’état 141 ou a I’'état i — 1 avec les probabilités

piiv1 = P(Xpp1=i+1[Xp=1)=p,
Diji—1 = P(Xk;+1:Z—1|Xk:Z):q:1_p
sit#1eti#m.
Pour i =1 ou i = m on a les états absorbants
P = P(Xk+1:1 |Xk:1):1,
Pmom = P(Xk+1:m|Xk:m):1
Dans ce cas déterminer l'espace des état ansi que la matrice de transition de cette chaine de Markov.
Exercice 03.

1) Soit pg) la probabilité de transition d’un systéme de ’état ¢ a I’état j pour k pas. Dans ce cas nous
pouvons écrire

o = Y P(Xp=j|Xo=1)P(Xo=1),
=1
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Montrer que

PO~ |pf

= P*

)

2) La loi de répartition d’un processus de Markov discret homogene {X (¢), ¢t € N} est déterminée par
le vecteur 7 des probabilités initiales et par la matrice stochastique P.

Est-ce-que ce processus est déterminée par m et P(2),

Exercice 04.

Soit {X (t), t € N} une chaine homogeéne de Markov a 2 états, dont la matrice stochastique est

p| P Pz _ l—a a
D21 P22 b 1—-0|°
0<a<letO0<b<].
1) Montrer que si 0 < a + b < 2, alors
n_ 1 b a nll a —a
P a—i—b{”b a ‘+(1a b) b b ‘}




2) Trouver
lim P™.

n—oo

3) Supposons que le vecteur des probabilités initiales
7= (m,m)" = (0.7, 0.3)",

et que la matrice stochastique
0.2 0.8
P-| 03 o7
Trouver P (Xg=1,X1 =2,X2 =1) et lim P™.
n—oo
Exercice 05.
La durée de vie d’'un produit a une fonction de répartition F' (t) = 1 —e~* ¢ > 0. La durée de réparation
a une fonction de répartition G (t) =1 — e~ t > 0.
Notons 0 I’état de fonctionnement, 1 I’état de réparation. Au moment ¢ = 0 le produit est dans I’état 0.
Soit X (t), t > 0, ’état du produit au moment ¢.
1) Ecrire les équations directes de Kolmogorov.
2) Trouver les probabilités

p;, = P(X(t) =4) pouri=0,1.
3) Montrer que

[0
li ) = 7
Aim po (t) P
[0
li ) = .
Aim py (2) P

Exercice 06.

Soit {X (t), t > 0} un processus de naissance, c’est un processus de Markov avec I'espace d’états F =
{0,1,2,...}, tel que X (0) = 0 et les intensités Ap; =0 (j <kouj>k+1).

1) Ecrire les équations de Kolmogorov.

2) Trouver la relation de recurrence entre p, (t) = P (X (t) =n) et p,—1(t).

Exercice 07.

Soit {X (¢),t € N} une chaine homogeéne de Markov dont la matrice stoshastique et le vecteur de proba-
bilités initiales

O wl=

1
P= ,etmr=1| 0
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Notons A (t) = {X (¢t) =1}, t € N. Trouver P(A) ,ou A = tglA (t).



