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Exercice 01.
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Exercice 02.

1) L’espace d’états est £ = {1,2,...,m}.

2) On dit que l'on a une chaine de Markov a espace d’états finis F, contenant deux états absorbants {1}
et {m} et tous les autres états transitoires. Dans ce cas la matrice de transitions est d’ordre m et est donnée
par la formule

100 0 . . 00O
qg 0 p O . . 0O
0 g 0Op . . 00
0O 00 . . q 0D
000 . . 001

Exercice 03.
1) Pour k = 1 cette affirmation est triviale, puisque la matrice P = P elle-méme est stochastique.
Supposons que affirmation est déja prouvée pour le cas k — 1 (k > 2). Dans ce cas
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alors
PO — [[p|| = P p = ppU-b — p2p-2 -~ P,

2) Supposons que V’espace d’états E = {1,2}. Dans ce cas

o (1 0 . (10 (01
P_(O 1),51P—<0 1>etP—<1 0).

P? est la méme pour deux P differentes. Mais si 7 = (1/3,2/3)7,

7@ = 7Tp@p = (1/3,2/3)( é (1) ) =(1/3,2/3), si P = ( (1)

= O

et

01

7@ =7Tp@p = (1/3,2/3)( Lo ) =(2/3,1/3), si P = ( (1] é )

La probabilité a étre dans I’état 1 apres trois pas est égale a 1/3 pour le premier cas et a 2/3 pour le
deuxiéme. On a obtenu deux chaines de Markov différentes, ayant les mémes P?.
Exercice 04.

On peut, par exemple démontrer cette formule par récurrence. Soit n = 1. Dans ce cas on a

il I |

En supposant que la formule soit vraie, on en tire que
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Et donc la formule est vraie pour tout n € N.
2)Si0<a+b<2, alors
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Sia+b=0,dans ce cas P =I5 et P" =1I,. Si a+ b =2, dans ce cas

1
P=]1 5

d’ou on tire que lim P, n’existe pas.
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Exercice 05.
Les intensités de transition sont
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La matrice des intensités infinitésimales est
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Les équations directes de Kolmogorov sont

Pyo(t) = Pool(t)Aoo + Po1(t) Ao,
P(;l(t) = POO(t))\()l + POl(t))\ll



ou

Poo(t) = —Poo(t)a+ Por(t)B,
Pii(t) = Pool(t)a — Poi(t)B-
avec les conditions initiales Pyy(0) = 1, Py1(0) = 0.
L’équation caractéristique
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ou A(A+ a+ f) = 0. Les valeurs propres sont donc Ay = 0, A2 = —(a + ). Notons V' = ( vl Vs )T et

U= ( UL Ug )T, les vecteurs propres correspondant a A1 et A
—a f U1 _ 0
a - Vg o 0 )’
—a f U _ U
(& 5) () - (i)

a T
d’ou vy = gvl, us = uy. Donc V = ( 1 - ) et U = ( 1 -1 )T. La solution générale du systéme
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D’aprés les conditions initiales 1 = Cy + Cy, 0 = Clg — C5. Donc

d’équations est

B
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Exercice 06.
1) La matrice des intensités de transition est
X o 0 0 . .0
0 =X X\ 0 .. 0
0 0 =X A . .0
0 —Am Am

Les équations de Kolmogorov sont

Py(t) = =XoPo(t), Po(0) =1,

Pq{n(t) = )\m—le—l(t) - )\mpm(t)7pm(0) = O,m > 1.

En intégrant la premiére équation on a Py(t) = e~ *f. En résolvant I’équation linéaire homogéne

Pr(t) = =Am P (t)



on a P, (t) = C(t)e !, Par la méthode de variation des constantes on a

t
Ct) = Amr / Po 1 (z)eM 7 d
0

et .
P,(t) = e’A"'Lt/\m_l/ Pm_l(x)e)"""”dx.
0

Exercice 07. Comme py; = p3; =0, on a
PA)=P{X;=1}=P{Xo=1,X1=1,..,X; =1}
pour V¢t € N, d’ou

P(A)) = P{X, = 1} = P{Xo = 1}P{Xy = 1| X0 = 1}--P{X, = 1[X, 1 = 1} = 5

Comme {A;}, t € N est une suite décroissante d’événements A, on en tire que



