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Exercice 01.
Quels que soient n 2 N; 0 � t1 < t2 < ::: < tn et i1; :::; in 2 E on a

PfXtn = injXtn�1 = in�1; :::; Xt1 = i1g =
PfXtn �Xtn�1 = in � in�1; ::::; Xt1 �Xt0 = i1 � i0g

P
�
Xtn�1 �Xtn�2 = in�1 � in�2; :::; Xt1 �Xt0 = i1 � i0

	 ;

PfXtn �Xtn�1 = in � in�1g =
PfXtn �Xtn�1 = in � in�1; Xtn�1 = in�1g

PfXtn�1 = in�1g

=
PfXtn = in; Xtn�1 = in�1g

PfXtn�1 = in�1g
= PfXtn = in

��Xtn�1 = in�1 g
Exercice 02.
1) L�espace d�états est E = f1; 2; :::;mg.
2) On dit que l�on a une chaine de Markov a espace d�états �nis E, contenant deux états absorbants f1g

et fmg et tous les autres états transitoires. Dans ce cas la matrice de transitions est d�ordre m et est donnée
par la formule 0BBBBBB@

1 0 0 0 : : 0 0
q 0 p 0 : : 0 0
0 q 0 p : : 0 0
: : : : : : : :
0 0 0 : : q 0 p
0 0 0 : : 0 0 1

1CCCCCCA
Exercice 03.
1) Pour k = 1 cette a¢ rmation est triviale, puisque la matrice P = P (1) elle-même est stochastique.

Supposons que l�a¢ rmation est déja prouvée pour le cas k � 1 (k � 2). Dans ce cas

p
(k)
ij = PfXk+u = jjXu = ig;

=
PfXk+u = j;Xu = ig

PfXu = ig
;

=

mP
r=1

PfXk+u = j;Xu+1 = r;Xu = ig

PfXu = ig
;

=
1

PfXu = ig

mX
r=1

PfXk+u = j jXu+1 = r;Xu = igPfXu+1 = r;Xu = ig;

=
1

PfXu = ig

mX
r=1

PfXk+u = j jXu+1 = rgPfXu+1 = r jXu = igP fXu = ig ;

=
mX
r=1

PfXk+u = j jXu+1 = rgPfXu+1 = r jXu = ig;

mX
r=1

p
(k�1)
rj pir =

mX
r=1

pirp
(k�1)
rj ;
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alors
P (k) =

p(k)ij  = P (k�1)P = PP (k�1) = P 2P (k�2) = :::: = P k:
2) Supposons que l�espace d�états E = f1; 2g. Dans ce cas

P 2 =

�
1 0
0 1

�
; si P =

�
1 0
0 1

�
et P =

�
0 1
1 0

�
:

P 2 est la même pour deux P di¤erentes. Mais si � = (1=3; 2=3)T ,

�(3) = �TP (2)P = (1=3; 2=3)

�
1 0
0 1

�
= (1=3; 2=3); si P =

�
1 0
0 1

�
;

et

�(3) = �TP (2)P = (1=3; 2=3)

�
0 1
1 0

�
= (2=3; 1=3); si P =

�
0 1
1 0

�
:

La probabilité a être dans l�état 1 après trois pas est égale a 1=3 pour le premier cas et a 2=3 pour le
deuxième. On a obtenu deux chaines de Markov di¤érentes, ayant les mêmes P 2.
Exercice 04.
On peut, par exemple démontrer cette formule par récurrence. Soit n = 1. Dans ce cas on a

1

a+ b

� b a
b a

+ (1� a� b) a �a
�b b

� =  1� a a
b 1� b

 :
En supposant que la formule soit vraie, on en tire que

Pn+1 = PnP;

=
1

a+ b

� b a
b a

+ (1� a� b)n  a �a
�b b

� 1� a a
b 1� b

 ;
=

1

a+ b

� b a
b a

+ (1� a� b)n+1  a �a
�b b

� :
Et donc la formule est vraie pour tout n 2 N:
2) Si 0 < a+ b < 2, alors

lim
n!1

Pn =
1

a+ b

 b a
b a

 :
Si a+ b = 0, dans ce cas P = I2 et Pn = I2: Si a+ b = 2, dans ce cas

P =

 0 1
1 0

 ; Pn = 0:5� 1 1
1 1

+ (�1)n  1 �1
�1 1

� ;
d�ou on tire que lim

n!1
Pn n�existe pas.

Exercice 05.
Les intensités de transition sont

�01 = lim
h!0

p01 (h)

h
= lim

h!0

1� e��h
h

= �;

�10 = lim
h!0

p10 (h)

h
= lim

h!0

1� e��h
h

= �:

La matrice des intensités in�nitésimales est�
�00 �01
�10 �11

�
=

�
�� �
� ��

�
;

Les équations directes de Kolmogorov sont

P 000(t) = P00(t)�00 + P01(t)�10;

P 001(t) = P00(t)�01 + P01(t)�11:
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ou

P 000(t) = �P00(t)�+ P01(t)�;
P 001(t) = P00(t)�� P01(t)�:

avec les conditions initiales P00(0) = 1, P01(0) = 0:
L�équation caractéristique ���� ��� � �

� �� � �

���� = 0;
ou �(� + � + �) = 0: Les valeurs propres sont donc �1 = 0; �2 = �(� + �): Notons V =

�
v1 v2

�T
et

U =
�
u1 u2

�T
, les vecteurs propres correspondant a �1 et �2�

�� �
� ��

��
v1
v2

�
=

�
0
0

�
;�

�� �
� ��

��
u1
u2

�
= � (�+ �)

�
u1
u2

�
;

d�ou v2 =
�

�
v1, u2 = u1: Donc V =

�
1

�

�

�T
et U =

�
1 �1

�T
: La solution générale du système

d�équations est �
P00(t)
P01(t)

�
= C1

 
1
�

�

!
+ C2

�
�1
1

�
e�(�+�)t:

D�après les conditions initiales 1 = C1 + C2; 0 = C1
�

�
� C2: Donc

C1 =
�

�+ �
; C2 =

�

�+ �
:

Et

P00(t) =
�

�+ �
+

�

�+ �
e�(�+�)t;

P01(t) =
�

�+ �
� �

�+ �
e�(�+�)t:

Exercice 06.
1) La matrice des intensités de transition est0BBBBBBBBBB@

��0 �0 0 0 : : 0
0 ��1 �1 0 : : 0
0 0 ��2 �2 : : 0
: : : : : : :
: : : : : : :
0 : : ��m �m : :
: : : : : : :
: : : : : : :

1CCCCCCCCCCA
Les équations de Kolmogorov sont

P 00(t) = ��0P0(t); P0(0) = 1;

P 0m(t) = �m�1Pm�1(t)� �mPm(t); Pm(0) = 0;m � 1:

En intégrant la première équation on a P0(t) = e��0t: En résolvant l�équation linéaire homogène

P 0m(t) = ��mPm(t)
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on a Pm(t) = C(t)e��mt: Par la méthode de variation des constantes on a

C(t) = �m�1

Z t

0

Pm�1(x)e
�mxdx

et

Pm(t) = e
��mt�m�1

Z t

0

Pm�1(x)e
�mxdx:

Exercice 07. Comme p21 = p31 = 0, on a

P (At) = PfXt = 1g = PfX0 = 1; X1 = 1; :::; Xt = 1g

pour 8t 2 N, d�ou

P (At) = PfXt = 1g = PfX0 = 1gPfX1 = 1jX0 = 1g���PfXt = 1jXt�1 = 1g =
1

3t
:

Comme fAtg; t 2 N est une suite décroissante d�événements At, on en tire que

P (A) = lim
t!1

1

3t
= 0:
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