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Chapitre 1

Les lois classiques

1.1 Les lois discréts

1.1.1 La loi de Bernoulli

Définition 1 Une variable aléatoire X est dit suit la loi de Bernoulli, si la
variable aléatoire X modilise une seule fois ’expériance aléatoire o deux issues

possibles..

Modilisation d’une loi de Bernoulli

Etape 01 : Soient €2 événement des tous les résultats possibles, A événement
de €2, et X une variable aléatoire qui représente les résultats d’une expériance.

Etape 02 :On note par 01 (un) pour la variable aléatoire X si A est réalise
(la réussite de A).

On note par 0 (zéro) pour la variable aléatoire X si A n’est pas réalise (L’echec
de A).

Etape 03 : La probabilité de réussite ’événement A c’est

avec p+q = 1.
Conclusion La variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli B (p) .
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Exemple 2 On lance une piéce de money une seule fois, on note par A I’événe-

ment { obtenir une face} . Déterminer la loi de probabilité pour cette experiance.

Solution 3 Ftape 01 : Soient () événement des tous les résultats possibles
Q = { Pille, Face} .

A événement de €
A = { obtenir une face} .

X wune variable aléatoire qui représente les résultats d’une expeériance.

Etape 02 :On note par 01 (un) pour la variable aléatoire X si A est réalise
(la réussite de A).

On note par 0 (zéro) pour la variable aléatoire X si A n’est pas réalise (L’echec
de A).

Etape 03 : La probabilité de réussite I’événement A c’est

Nombre des cas convenables

PA)=P(X=1)=

_ A1

T2

Nombre des cas possibles

La probabilité de l’echec l’événement A c’est

— Nombre des cas convenables

Nombre des cas possibles

avecp+q=3+3=1.
Conclusion La variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli B (%)
Parameétres caractéristiques

1/ La loi de probabilité pour la variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli

B (p) est donné par
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2/ Espérance pour la variable aléatoire X est donné par

E(X) :ikP(X:k)

=1P(X=1)+0P(X=0)
=1p+ 0qg = p.

3/ Moment d’ordre deux pour la variable aléatoire X est donné par

E(X?) = 22:/@213()( = k)

=1°P(X =1)+0*P(X =0)
= 1’p+0%¢ = p.

4/ Variance pour la variable aléatoire X est donné par

Var (X) = E (X?) — E*(X)

_ilﬁp(x_k)— (ikP(X_k;)>
=p—-p)?=p-p) =pg

Exemple 4 Reprenons l’exaemple précédent, alors

1/ La loi de probabilité pour la variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli

B (%) est donné par

P(X=0)=

3"

{Pw=>=;

2/ Espérance pour la variable aléatoire X est donné par

E(X) :ikP(X:k)

i=1
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3/ Moment d’ordre deux pour la variable aléatoire X est donné par

E(X?) = ik@P(X = k)

=1’P(X =1)+0*°P (X =0)
1 1 1

=124+ 0%> = .
;P05 =5

4/ Variance pour la variable aléatoire X est donné par

Var (X) = E (X?) — E*(X)

N
DN | —
~_
I
] =
I

=3
'

1.1.2 La loi Binomiale

Définition 5 La loi binomiale modilise a compter le nombre de succés dans lex-

periance de Bernoulli avec plusieurs fois de répétitions.

Modilisation d’une loi de Binomial

Etape 01 : Soient €2 événement des tous les résultats possibles, A événement
de €2, et X; une variable aléatoire qui représente les résultats d’une expériance
de Bernoulli, avec i € {1,2,3,....n}.

Etape 02 :On note par 01 (un) pour la variable aléatoire X; si A est réalise
(la réussite de A).

On note par 0 (zéro) pour la variable aléatoire X; si A n’est pas réalise
(L’echec de A).

Etape 03 : La probabilité de réussite I’événement A c’est

avec p+q = 1.
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Etape 04 : On note par S la somme des résultats obtenues par I’experiance
de Bernoulli durant n fois de répétitions, d’ott S représente le nombre de succes
pour I'événement A dans n répititions d’experiances de Bernoullialors pour dé-
terminer la loi de probabilité pour la variable aléatoire S, et on veut calculer la

probabilité pour que ce nombre égal a k, on a

n!

1y vk k n—k ko_
P(S_k) _Cnp (1_p) , avec Cn - k! (77,—/{})'7
etnl=nn—-1)(n—2)..2 x 1,

et ke {1,2,3,...n}.
Conclusion La variable aléatoire S suit la loi de binomiale B (n,p) .

Exemple 6 Reprenons Uezperiance de Bernoulli (une seule fois avec deux is-
sues), mais on fait la répétition 10 fois de méme experiance. On veut calculer la

probabilité d’obtenir 04 faces parmi 10 répititions.

Solution 7 FEtape 01 : Soient ) événement des tous les résultats possibles, A
événement = { obtenir une face} de ), et X; une variable aléatoire qui représente
les résultats d’une expériance de Bernoulli, avec i € {1,2,3,...,10} .

Etape 02 : On note par 01 (un) pour la variable aléatoire X; si A est réalise
(la réussite de face).

On note par 0 (zéro) pour la variable aléatoire X; si A n’est pas réalise
(L’echec de face).

FEtape 03 : La probabilité de réussite [’événement A c’est

P ({ obtenir une face}) = P(X; =1) = %

La probabilité de l’echec I’événement A c’est
. _ 1
P ( obtenir une pille) = P (X; =0) = 5
avecp+q = 1.
FEtape 04 : On note par S la somme des résultats obtenues par l’experiance de

Bernoulli durant 10 fois de répétitions, alors pour déterminer la loi de probabilité

pour la variable aléatoire S, on veut calculer la probabilité pour que le nombre de
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succes des faces parmie 10 fois de répétitions c’est comme suite

1\ 1\ 104
P(S=4)=CY, (§> <1 - 5) , avec

ot 10! C10x(9) x (8) x .. x4x3x2x1
074110 —4) 416!
:10><9><8><...5:210.
6!
Alors
1\ /1\°
P(S=4)=210( = —
s==20(3) (3)
=0, 205.

Vous pouvez obtenir la méme résultat en application logiciel trés connue c’est EX-
CEL, on tape sur la bande f, la phrase suivante LOL. BINOMIALE(4 ;10 ;0,5 ;FAUX)
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et puis Ok on obtient directement la valeur 0,20507813.

6+

Conclusion : La variable aléatoire S suit la lot de binomiale B (10, 5) .
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Définition 8 Soient X,Y et Z trois variables aléatoires indépandantes, alors

E(X+Y)=E(X)+E(Y),
E(X+Y+2)=EX)+EY)+E(Z),

E(ZX) Y B (X)),
Var (;( +Y) = ‘;ar (X)+Var(Y),
Var(X+Y +2Z)=Var(X)+Var(Y)+ Var (Z2),

Var (i XZ»> = i Var (X;),

Parameétres caractéristiques

1/ La loi de probabilité pour la variable aléatoire S suit la loi de binomiale

B (n,p) est donné par
P(S=k)=CrpF(1—p)"".

2/ Espérance pour la variable aléatoire S suit la loi de binomiale B (n,p) est

donné par
E(S)=F (in) = zn:E(XZ)
i=1 i=1
= Zp =np.
i=1

3/ Variance pour la variable aléatoire S suit la loi de binomiale B (n,p) est

donné par
Var (S)=Var (Z X,) = Z Var (X;)
i=1 i=1
= pg=npq.
i=1

1.1.3 La loi Géométrique

Définition 9 La loi géométrique modilisent le temps d’attent du premier succés

dans [’experiance de Bernoulli.
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Modilisation de la loi géométrique

Etape 01 : Soient €2 évéenement des tous les résultats possibles, A événement
de €2, et X; une variable aléatoire qui représente les résultats d’une expériance
de Bernoulli, avec i € {1,2,3,....n}.

Etape 02 :On note par 01 (un) pour la variable aléatoire X; si A est réalise
(la réussite de A).

On note par 0 (zéro) pour la variable aléatoire X; si A n’est pas réalise
(L’echec de A).

Etape 03 : La probabilité de réussite I’événement A dans la i experiance
c’est

PA)=P(X;=1)=p

La probabilité de I’echec ’événement A c’est

avec p+q = 1.

Etape 04 : On note par 1" le premier temps pour avoir le succés de 1'éve-
nement A par I'experiance de Bernoulli durant n fois de répétitions, on pose
que

P (T = k) = P (le premier temps pour avoir le succeés de I’événement A)
= P (Dans la ler experiance on a l'echec d’événement A
Dans la 2eme experiance on a ’echec d’événement A

Dans la 3eme experiance on a ’echec d’événement A

Dans la k™" experiance on a le succeés d’événement A)

:P(A_1 et Ay etAs etA, et.... et Ak)

=P (A N A NA; NA N...NAy)

P (A ) x P (A ) % P (A ) x P (A2) %o x P(AL)
=P(X1=0)xP(Xo=0)xP(X3=0)xP(Xy4=0)... x P(Xy=1)
=qXqgXqgXxXq.XDp

=px gt

Conclusion La variable aléatoire T suit la loi de gémétrqiue G (p) .
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Exemple 10 On lance une piéce de money 20 fois avec la loi de Berboulli.

Quelle est la probabilité d’avoir la premiére face dans le cinquiéme experiance ?.

Solution 11 Ftape 01 : Soient §) événement des tous les résultats possibles, A
évéenement { Obtenir une face}de ), et X; une variable aléatoire qui représente
les résultats d’une expériance de Bernoulli, avec i € {1,2,3,...,20} .

Etape 02 :On note par 01 (un) pour la variable aléatoire X; si A est réalise
(la réussite de face).

On note par 0 (zéro) pour la variable aléatoire X; si A n’est pas réalise
(L’echec de face).

FEtape 03 : La probabilité de réussite [’événement A dans la i experiance
c’est

P ({ Obtenir une face}) =P (X;=1)==-=0p

La probabilité de l’echec I’événement A c’est
P ({ Obtenir une pille}) = P(X; =0) = % =q

avec p +q = 1.

FEtape 04 : On note par T le premier temps pour avoir le premier succés
de l’événement A par l’experiance de Bernoulli durant 20 fois de répétitions, on
pose que
P (T =5) = P (le premier temps pour avoir le succés de premier face)

= P (Dans la 1er experiance on a l’echec d’événement A
Dans la 2eme experiance on a l’echec d’événement A
Dans la 3eme experiance on a l’echec d’événement A
Dans la 4Jeme experiance on a l’echec d’événement A
Dans la 5™ experiance on a le succés d’événement A)
=P (A1 et Ay etAs etA, et As )
P(A N A, NA; NA; NA;5)
_P(Al)xP(A_Q) x P (A3 ) x P(Ay) x P(45)
=P(X;1=0)xP(Xy=0)xP(X3=0)xP(Xy=0)x P(X5=1)
=X qgXqgxXqgxp

1/1\* /1y’
= == (2] =(=] =0,031.
it =30) () -

Conclusion La variable aléatoire T suit la loi de gémétrqive G (%) .
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1.2 Les lois continiues

Définition 12 On dit qu’une variable aléatoire X est continue si elle peut prendre

seulement des valeurs réelle (dans R).

Définition 13 On dit qu’une variable aléatoirev X admet une densité de pro-
babilité f ssi

1/

f =0 pour tout x € R.
2/
/f(x) dx = 1.
R

Définition 14 FEspérance d’une variable aléatoire continue donnant par

E(X):/Rmf(x)dx.

Définition 15 Moment d’ordre deux d’une variable aléatoire continue donnant

par

E(X?) = /az2f (x) dz.
R
Définition 16 La variance d’une variable aléatoire continue donnant par

Var (X) = E (X?) — E* (X)

:/Rfo(a:)dx— </Rxf(x)dx>2.

1.2.1 La loi exponentielle

Définition 17 On dit qu’une variable aléatoire continue est suit la loi exponen-

tielle de paramétre a« € R "Exp («)” ssi sa densité de probabilité donnée par

ae T, st x> 0,
0 st x < 0.
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Parameétres caractéristiques

1/ Densité de probabilité, on montre que f est bien une densité de probabilité

/Rf(x)dx:/_iof(:c)dx—k O+Oof(:v)da:

:/ Odw—l—/ ae” “dx

—00 0
+oo +o00

= / ae” “Cdr = a/ e “dx
0 0

—ax |+oo

— _efoz(#»oo) o (_efOzO)
=0+ =1.

Alors
f(z)dx =1.

R
2/ Espérance d’une variable aléatoire continue qui suit la loi exponentielle

Ezxp (), donnant par
E(X)= /Ra:f(x)dx
0 +o0
:/ xf(x)dx—i—/o xf (z)dx

“+o0o “+o0o
:/ rae “dxr = a/ xe *dx.
0 0
On effectuer I'intégration par partie, on pose
u=ux alors u' =1

v =¢e"* alors v = —e~

—
/ !
/uv :uv—/uv

axr

Alors
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Alors

3/ Le moment d’ordre deux d’une variable aléatoire continue qui suit la loi

exponentielle Exp (o), donnant par
E(X?) = /fo(x) dx
R
0 +o0
:/ x2f(x)dac+/ 22 f () dx
0

—00

“+o0o +oo
—/ r2ae " dr = a/ z2e % dx.
0 0

On effectuer I'intégration par partie, on pos

u =22 alors v’ = 2z

vV =" alors v = —e **
—
Alors
/uv':uv—/u'v
1 oo
=2 |+°° — 2x X e “dx
—o 0 —a
2 oo 2 [t
=0- — e “dr = — ze “dx
—Q Jy @ Jo
2 1 2
a \ a? Io%:
Alors

o0 2
E(XQ)—/Rﬁf(:E)dx—a/O er’“‘”dx:axg
2
a?

4/ La variance d’une variable aléatoire continue qui suit la loi exponentielle
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Exp (), donnant par

Exemple 18 La durée de vie d’un matériel électronique suit une loi exponen-
tielle de paramétre o = 2—10 (l'unité de temps est 'année). Quelle est la probabilité
qu’il fonctionne encore 5 ans aprés sa fabrication ?.

Calculer la durré de vie moyen pour le matériel électronique.

Solution 19 On note par X la variable aléatoire qui représent la durrée de vie

pour cette matériel électronique, alors il est clair que X suit la lov exponentielle

; 1
de paramétre o = 55

Pour cela il suffit de calculer la probabolité suivant, avec f c’est la densité de

probabilité pour la loi exponentielle

+o0
P(X >5)=P(X € [5,+]) = f(z)dx
5
fee ] 1 [t
= / —e 20%dr = — e 20%dx
5 20 20 /5
+oo 0o
= l —iei%x = i20 (—621036>+
20 % 5 20 5

= e (e hO) = gt =t = 0,778

Vous pouvez obtenir la méme résultat en application logiciel trés connue c’est EX-
CEL, on tape sur la bande f, la phrase suivante "=1-LOL. EXPONENTIELLE(5 ;0,05 ;VRAI)"
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et puis Ok on obtient directement la valeur 0,778800783.

ft I @ @ i @ﬂ ﬁ i i :?? ',@Déﬁnirunnom* E}:Rtptiml
. . . i Utlisrdansaformul "CgRepeml
egrerune Somme Uit Financr logigue Tede Datest Recherhet  Mathoet  Plusde  Gestionnaie
fondion ' automatigue~ récemment v v hewe reférence” trgonomete foncions | denoms B Cerdatdlo o ri)v Suppim
Biithegue defonctions Noms defns
A BT 0 E L F 6 kL
1| 077880078
L
ERLGLERE
4
3 | O NA078L3
i
u
i
3
t
il

2/ La durré de vie moyen, il suffit de calculer son espérance

+OO 1 1 1 +OO L
E(X)) = / xf (x)de = / r—e 20°dr = — re 20%dx
1 /1)
= = (T) = 20 ans
20 \ 55

Alors la durée de vie c’est 20 ans.

Exemple 20 Considérons le cas d’une variable X de loi uniforme sur Uinter-

valle [0,1]. Sa densité fx est constante sur l'intervalle [0, 1] et vaut zéro ailleurs,
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comme suite

1 sixe[0,1],
0 stz ¢ [0,1]

1/ On peut vérifier facilement que la fonction fx ainsi définie est densitié de

probabilité, en effet
0 1 +o00
/fX (x) dx:/ fx (x) d.r—l—/ fx (x)de + fx (x)dx
R —00 0 1
1 1
:/0 fX(m)dx:/ ldv=z]j =1-0=1.

0

Alors
/ fx (z)dz = 1.
R

2/ Espérance d’une variable aléatoire continue qui suit la loi uniforme U (0,1) ,

donnant par
E(X):/Rxf(x)dx
_/0 xf(;c)dx—|—/Olmf(x)dx+/l+ooxf(x)dx

—00

' ' L o 2 2
:/0 xf(:r)d:c:/o xlda:zéx E 25(1 —0%)

Alors
1

E(X):/R:Uf(x)dazzﬁ.

3/ Le moment d’ordre deux d’une variable aléatoire continue qui suit la loi uni-

forme U (0,1), donnant par
H = [ 22f(2)dx
B = [ @)
0 1 +o0
:/ x2f(x)dx+/ x2f(x)dx+/ 2f (z) da
0 1

—0o0

1 1 1 1
:/ x2f(:1:)dx:/ *ldx = —xﬂé =_ (1 - 0%
0 0 3 3
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4/ La variance d’une variable aléatoire continue qui suit la loi uniforme U (0,1) ,

donnant par

Var (X)=E (X?) — E*(X)
1 /1)°
()
11 1
T3 4 12

1.2.2 La loi de Gauss (La loi normale)

Définition 21 Soient m € R et 0 € Ry, la loi normale de paramétre (m, o) est

la loi de densité

1 -3

(=")
f(z)= e o , pour tout x € R.

_a 2T

On dit que X suit la loi N (m, o).

normale

0.25
1

0.20
1

X))

0.05
1

0.00
1

4.png
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Parameétres caractiriqtiques

1/ f>0.
2/

3/ Esperance

4/ Variance
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