
Chapitre 3

Transformation de Lapla
e

3.1 Introdu
tion

La transformée de Lapla
e (TL) est une te
hnique très employée en asservissement pour transfor-

mer une fon
tion dépend du temps en une fon
tion dépend d'une variable 
omplexe. Elle permet de

transformer des équations di�érentielles d'ordre quel
onque dans le domaine du temps en des équations

algébriques de même ordre dans le domaine 
omplexe.

3.2 Dé�nition

Soit f(t) une fon
tion de la variable réelle t dé�nie pour t > 0, nulle pour t < 0. On appelle

transformation de Lapla
e de f(t) la fon
tion :

F (S) =

∫
∞

0

f(t) · e−St dt (3.1)

S : variable 
omplexe (S = σ + ω).

Exemple : f(t) = e−2t

La transformée de Lapla
e est :

L[e−2t] =
∫
∞

0
e−2t · e−St dt =

∫
∞

0
e−(S+2)t dt ⇒ L[e−2t] =

−1

S + 2
e−(S+2)t

∣
∣
∣
∣

∞

0

don
 L[f(t)] = 1

S + 2
.

3.3 Propriétés de la transformation de Lapla
e

1. Si L[f(t)] = F (S) alors

L[kf(t)] = k F (S) (k : 
onstante) (3.2)
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CHAPITRE 3. TRANSFORMATION DE LAPLACE

Exemple :

f(t) = e−2t
, sa
hant que F (S) =

1

S + 2

L
[
3e−2t

]
=

3

S + 2
= 3F (S)

2.

L [f1(t) + f2(t)] = L[f1(t)] + L[f2(t)] (3.3)

Exemple :

L
[
e−2t + e−t

]
=
∫
∞

0
(e−2t + e−t) · e−St dt =

∫
∞

0
e−2t · e−St dt +

∫
∞

0
e−t · e−St dt =

1

S + 2
+

1

S + 1
= L

[
e−2t

]
+ L [e−t]

3.

L
[
df

dt

]

= S F (S)− f(0) (3.4)

Exemple

f(t) = e−2t ⇒ L
[
d e−2t

dt

]

= S
1

S + 2
− 1 = −2

1

S + 2
= L

[
−2 e−2t

]

En général,

L
[
dnf

dtn

]

= Sn F (S)−
n−1∑

i=0

Sn−1−i d
if(0)

dti
(3.5)

4.

L
[∫ t

0

f(t)dt

]

=
F (S)

S
(3.6)

Exemple

L
[∫ t

0
e−2t

]

=
1

S

1

S + 2
=

1

S(S + 2)

5. le 
as général, on aura :

L
[∫ t

0

∫

. . .

∫

f(t)dt . . . dτ

]

=
F (S)

Sn
(3.7)

6. La valeur initiale f(0) de la fon
tion f(t) dont L[f(t)] = F (S) est :

f(0) = lim
t→0

f(t) = lim
S→∞

S F (S); t > 0 (3.8)

Exemple

f(t) = e−2t

f(0) = lim
t→0

e−2t = lim
S→∞

S

(
1

S + 2

)

= 1

7. La valeur �nale f(∞) de la fon
tion f(t) est :

f(∞) = lim
t→∞

f(t) = lim
S→0

S F (S) (3.9)

Exemple

f(t) = e−2t



3.4. L'INVERSION DE LA TRANSFORMÉE DE LAPLACE

f(∞ = lim
t→∞

e−2t = lim
S→0

S

(
1

S + 2

)

= 0

8. L
[

f(
t

a
)

]

= a F (a · S)
Exemple

Etant donné L [e−t] =
1

S + 1
, a =

1

2

L
[

f(
t

a
)

]

= L
[
e−2t

]
=

1

2






1
1

2
S + 1






9. Transformée de Lapla
e de la fon
tion é
helon unité :

L [u(t)] =
1

S
(3.10)

10. Transformée de Lapla
e de la fon
tion impulsion de Dira
 :

L [δ(t)] = 1 (3.11)

11. Transformée de Lapla
e de la fon
tion pente unité :

L [r(t)] =
1

S2
(3.12)

12.

L
[
e−at

]
=

1

S + a
(3.13)

13.

L [sin t] =
1

S2 + 1
; L [sinωt] =

ω

S2 + ω2
(3.14)

14.

L [cos t] =
S

S2 + 1
; L [cosωt] =

S

S2 + ω2
(3.15)

15.

L
[
e−at sinωt

]
=

ω

(S + a)2 + ω2
(3.16)

16.

L
[
e−at cosωt

]
=

S + a

(S + a)2 + ω2
(3.17)

3.4 L'inversion de la transformée de Lapla
e

Soit donnée la transformée F (S), le passage de 
ette fon
tion à la fon
tion f(t) 
'est l'inversion de

transformation de Lapla
e, on la note : L−1F (S), telle que :

L−1 [F (S)] = f(t) (3.18)
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3.5 Appli
ation de la T.L. à la résolution des équations di�é-

rentielles linéaires à 
oe�
ients 
onstants

L'appli
ation de la la T.L. à la résolution des équations di�érentielles linéaires à 
oe�
ients


onstants est de la plus grande importan
e des problèmes portant sur les systèmes de 
ommande

linéaires.

Considérons les équations à 
oe�
ients 
onstants de la forme :

n∑

i=0

ai
diy

dti
=

m∑

i=0

bi
dix

dti
; an = 1, m ≤ n (3.19)

x : signal d'entrée, y : signal de sortie.

Les 
onditions aux limites sont : xk
0 =

dkx

dtk

∣
∣
∣
∣
t=0

, yk0 =
dky

dtk

∣
∣
∣
∣
t=0

. La transformée de Lapla
e de l'équa-

tion 3.19 est :

n∑

i=0

[

ai

(

SiY (S)−
i−1∑

k=0

Si−1−kyk0

)]

=
m∑

i=0

[

bi

(

SiX(S)−
i−1∑

k=0

Si−1−kxk
0

)]

qui peut s'é
rire

Y (S) =

[∑m
i=0 biS

i

∑n
i=0 aiS

i

]

X(S)−
∑m

i=0

∑i−1
k=0 biS

i−1−kxk
0 −

∑n
i=0

∑i−1
k=0 aiS

i−1−kyk0
∑n

i=0 aiS
i

On peut déduire :

y(t) = L−1

[∑m
i=0 biS

i

∑n
i=0 aiS

i
X(S)−

∑m
i=0

∑i−1
k=0 biS

i−1−kxk
0

∑n
i=0 aiS

i

]

︸ ︷︷ ︸

Réponse for
ée

+L−1

[∑n
i=0

∑i−1
k=0 aiS

i−1−kyk0
∑n

i=0 aiS
i

]

︸ ︷︷ ︸

Réponse libre

(3.20)

3.6 Dé
omposition de la transformée de Lapla
e en éléments

simples

les transformées de Lapla
e des équations di�érentielles sont souvent représentées sous forme de

quotient de deux polyn�mes en S. La dé
omposition de 
e quotient en éléments simples nous permet

de trouver rapidement la transformation inverse de Lapla
e.

Soit : F (s) =
∑m

i=0 biS
i/
∑n

i=0 aiS
i an = 1; n ≥ m

Le polyn�me

∑n
i=0 aiS

i
possède n ra
ines, les ra
ines peuvent être uniques ou multiples.

� Si le polyn�me possède n1 ra
ines égalent à P1,

� Si le polyn�me possède n2 ra
ines égalent à P2,

.

.

.
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� Si le polyn�me possède nr ra
ines égalent à Pr,

Alors :

n∑

i=0

aiS
i =

r∏

i=1

(S − Pi)
ni ;

r∑

i=0

ni = n (3.21)

Exemple 3.6.1 S2 + 3S + 2 = (S + 1)(S + 2)

n1 = 1 −→ P1 = −1

n2 = 1 −→ P2 = −2






r = 2 et

∑
ni = 2 = n

Exemple 3.6.2 S3 − 5S2 + 8S − 4 = (S − 2)2(S − 1)

n1 = 2 −→ P1 = 2

n2 = 1 −→ P2 = 1






r = 2 et

∑
ni = 3 = n

Nous pouvons mettre

F (s) =

m∑

i=0

biS
i/

r∏

i=1

(S − Pi)
ni

(3.22)

Le développement en éléments simples est :

F (S) = bn +

r∑

i=1

ni∑

k=1

Cik

(S − Pi)k
(3.23)

où

Cik =
1

(ni − k)!

dni−k

dSni−k
[(S − Pi)

ni · F (S)]S=Pi
(3.24)

Les 
oe�
ients Cik, i = 1, r sont les résidus de F (S) en Pi

� Si il n'existe pas des ra
ines multiples :

F (S) = bn +

n∑

i=1

Ci1

S − Pi
; Ci1 = (S − Pi) · F (S)|S=Pi

(3.25)

Exemple 3.6.3

F (S) =
2S + 1

S2 − 4S + 3

on peut é
rire F (S) =
2S + 1

(S − 1)(S − 3)

ou sous la forme F (S) =
C11

S − 1
+

C21

S − 3
ave


C11 = (S − 1) · F (S)|S=1 =
−3

2

C21 = (S − 3) · F (S)|S=3 =
7

2

on peut é
rire �nalement :

F (S) =
−3

2

(
1

S − 1

)

+
7

2

(
1

S − 3

)
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Exemple 3.6.4

F (S) =
1

(S + 1)2(S + 2)

n1 = 2 −→ P1 = −1

n2 = 1 −→ P2 = −2






r = 2 et

∑
ni = 3 = n

on peut é
rire F (S) = b3 +
C11

S + 1
+

C12

(S + 1)2
+

C21

S + 2
; b3 = 0

ave
 :

C11 =
1

(2− 1)!

d2−1

dS2−1

[
(S + 1)2 · F (S)

]

S=−1
=

−1

(S + 2)2

∣
∣
∣
∣
S=−1

= −1

C12 =
1

(2− 2)!

d2−2

dS2−2

[
(S + 1)2 · F (S)

]

S=−1
=

1

S + 2

∣
∣
∣
∣
S=−1

= 1

C21 =
1

(1− 1)!

d1−1

dS1−1

[
(S + 2)1 · F (S)

]

S=−2
=

1

(S + 1)2

∣
∣
∣
∣
S=−2

= 1

don
 : F (S) =
−1

S + 1
+

1

(S + 1)2
+

1

S + 2

3.7 Détermination des inverses par utilisation du développe-

ment en éléments simples

L−1

[
m∑

i=0

biS
i/

n∑

i=0

aiS
i

]

= L−1

[

bn +
r∑

i=1

ni∑

k=1

Cik

(S − Pi)k

]

(3.26)

= bnδ(t) +

r∑

i=1

ni∑

k=1

Cik

(k − 1)!
t(k − 1) ePit

(3.27)

Exemple 3.7.1 F (S) =
S2 + 2S + 2

(S + 1)(S + 2)

L−1[F (S)] = L−1[1 +
1

S + 1
− 2

S + 2
] = L−1[1] + L−1[

1

S + 1
]− L−1[

2

S + 2
]

⇒ f(t) = δ(t) + e−t − 2 e−2t

Exemple 3.7.2

d3y

dt3
+ 3

d2y

dt2
− dy

dt
+ 6 y =

d2x

dt2
− x

ave
 : y(0) =
dy

dt

∣
∣
∣
∣
t=0

= 0;
d2y

dt2

∣
∣
∣
∣
t=0

= 1

� Trouvez Y (S)

S3Y (S)−S2y(0)−Sy′(0)−y′′(0)+3
[
S2Y (S)− Sy(0)− y′(0)

]
− [SY (S)− y(0)]+6Y (S) = S3X(S)−

Sx(0)− x′(0)−X(S)

Y (S)
[
S3 + 3S2 − S + 6

]
− 1 = (S2 − 1)X(S)

Y (S) =
S2 − 1

S3 + 3S2 − S + 6
X(S) +

1

S3 + 3S2 − S + 6
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ÉLÉMENTS SIMPLES

Exemple 3.7.3 F (S) =
−1

S + 1
+

1

(S + 1)2
+

1

S + 2

L−1[F (S)] = L−1

[ −1

S + 1

]

+ L−1

[
1

(S + 1)2

]

+ L−1

[
1

S + 2

]

f(t) = −e−t + t e−t+ e−2t

Exer
i
es

Exer
i
e 3.7.1 Cal
uler les fon
tions des transformées de Lapla
e suivantes

� F (S) =
5

S2 + 4
+

20S

S2 + 9

� F (S) =
7

S2 + 10S + 41

� F (S) =
S + 3

S2 + 2S + 10

� F (S) =
4S + 4

S2 − 7S + 12

� F (S) = S2+7S+10
S3+7S2+15S+9

Exer
i
e 3.7.2 1) Trouvez la transformée de Lapla
e de :

� f(t) = e−t+ cos t

� L
[
d3f(t)

dt3

]

� f(t) = 2 sin(ωt− 30)

2) Trouvez la valeur �nale et initiale (f(∞) et f(0) de f(t) = e−t+ cos t

Exer
i
e 3.7.3 Si f(t) a pour transformée F (S), trouvez alors la transformée F ′(S)

Exer
i
e 3.7.4 Si f(t) → F (S), 
al
ulez la transformée F (t− t0)

Exer
i
e 3.7.5 Résolution l'équation di�érentielle suivante, en utilisant la méthode de La Lapla
e.

y′′ + 9y′ + 20y = 1

y(0) = 1 ; y′(0) = 5

Exer
i
e 3.7.6 Re
her
her en dé
omposant en éléments simples les transformées des fon
tions sui-

vantes :
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