Chapitre 3

Transformation de Laplace

3.1 Introduction

La transformée de Laplace (TL) est une technique trés employée en asservissement pour transfor-

mer une fonction dépend du temps en une fonction dépend d’une variable complexe. Elle permet de

transformer des équations différentielles d’ordre quelconque dans le domaine du temps en des équations

algébriques de méme ordre dans le domaine complexe.

3.2 Deéfinition

Soit f(t) une fonction de la variable réelle ¢ définie pour ¢ > 0, nulle pour ¢ < 0. On appelle

transformation de Laplace de f(t) la fonction :

F(S) = /OOO f(t)-e St dt

S : variable complexe (S = o + jw).
Exemple : f(t) = e 2

La transformée de Laplace est :

oo oo 71 o
Ll = [FTe 2 e Stdt = [[Te 5D dt = Lle=] = S13 e (5+2)t
. 0
dOnC K[f(t)] = S—H

3.3 Propriétés de la transformation de Laplace

1. Si L[f(t)] = F(S) alors
LEf(t)] =k F(S) (k:constante)

21

(3.2)
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Exemple :
f(t) = e % | sachant que F(S) = SL—i—Q
L[3e7] = 5%2 = 3F(S)
LIUf1(t) + f2(8)] = LIAH )] + L[ f2(t)]
Exemple :

L [6—216 + e—t] — J"Ooo(e—Qt 4 e—t) . e—St dt = fooo 6_215 X e—St dt + fooo e—t . e—St dt =

r 5 _
S+1 —ﬁ[e t]+£[e t]
ar|
L {E] =S F(S) - f(0)
Exemple
_ de 2 1 1 -~
) =e 2@5[ - } =S 1= 2t = £[-2e7]
En général,
dnf _Qn = n—l—idif(o)
E[W}_S F(S)—;S —
' F(S)
L t)ydt | = ——
[ s | =5
Exemple

t oy _l 1 _ 1
E[foe }_SS+2_S(S+2)

. le cas général, on aura :
t
z[/ /.../f(t)dt...dT] EiC)
0 Sm

. La valeur initiale f(0) de la fonction f(t) dont L[f(t)] = F(S) est :

£(0) =lim f(¢) = Sh—>H;oSF(S); t>0

t—0

Exemple
flt)y=e?

1
i =2t 1 _
1(0) *tlf%e *slimoos <S+2) 1
. La valeur finale f(oc0) de la fonction f(t) est :

f(oo) = lim f(t) = lim S F(S)

t—o0 S—0

Exemple

Jt) = e

(3.4)

(3.8)




3.4. L’INVERSION DE LA TRANSFORMEE DE LAPLACE

floo = 1im62tlim5< L )0

t—o0 S—0 S+2

8 [f(é)] —aF(a-S)

Exemple

Etant donné L [e™!] = a=

clr] e =
1
“ 2 55+ 1
9. Transformée de Laplace de la fonction échelon unité :
Llu(t)] == (3.10)
10. Transformée de Laplace de la fonction impulsion de Dirac :
L) =1 (3.11)

11. Transformée de Laplace de la fonction pente unité :

LIr®)] =< (3.12)

12.
Lle "] = Sia (3.13)

13.
L[sint] = S21+ o Llsiner] = iwz (3.14)

14.
L]cost] = SQi— 5 L[coswt] = 2 iw2 (3.15)

15.
Lle " sinwt] = (S‘Jr;dw (3.16)

16.
L[e " coswt| = (Sfaﬁ (3.17)

3.4 L’inversion de la transformée de Laplace

Soit donnée la transformée F'(S), le passage de cette fonction a la fonction f(t) c’est I'inversion de

transformation de Laplace, on la note : L71F(S), telle que :

LTHF(S)] = f(t) (3.18)
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3.5 Application de la T.L. & la résolution des équations diffé-
rentielles linéaires a coefficients constants

L’application de la la T.L. & la résolution des équations différentielles linéaires & coefficients
constants est de la plus grande importance des problémes portant sur les systémes de commande

linéaires.

Considérons les équations a coefficients constants de la forme :

i :Zbidti; an, =1, m<n (3.19)
i=0 i=0
x : signal d’entrée, y : signal de sortie.
.. .. k dbx k dky . 9
Les conditions aux limites sont : zj = T Yo = pny . La transformée de Laplace de 1’équa-
t=0 t=0

tion 3.19 est :

3

, lai (SiY(S) —~ i Si—l—ky{;ﬂ => lbi <SiX(S) — i Si—l—kx’gﬂ
=0 k=0 i k=0

m
=0

qui peut s’écrire

v () = [ im0 5]y gy Eito o b Fab — Filo Micp i8S Hyh
Z?:o a; S Z?:O a;S*
On peut déduire :

m b St mosNi—ly gicl—k gk n i1 Gk
o)=L [%m) icoTiooh8 |y por | Da T8 | (ga9)
i=0 @id" i=0 @iO" i—g @i0"

Réponse forcée Réponse libre

3.6 Décomposition de la transformée de Laplace en éléments
simples

les transformées de Laplace des équations différentielles sont souvent représentées sous forme de
quotient de deux polyndmes en S. La décomposition de ce quotient en éléments simples nous permet
de trouver rapidement la transformation inverse de Laplace.
Soit : Fi(s) =31 b;SY/ >0 qaiST an=1; n>m
Le polynome Z?:o a;S" posséde n racines, les racines peuvent étre uniques ou multiples.

— Si le polynome posséde n; racines égalent a P,

— Si le polyndéme posséde ns racines égalent & P,
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— Si le polyndéme posséde n,. racines égalent & P,.,

Alors :
dais' =[S -P)"; Y ni=n (3.21)
=0 i=1 i=0
Exemple 3.6.1 5% +35+2=(S+1)(S+2)
ny = 1 — P1 =-1
r=2ety n,=2=n
ng=1— P2 = -2

Exemple 3.6.2 5% —552+85 —4=(5—2)%(5—1)

7’1,1:24)]31:2
r=2ety n,=3=n
n2=1—>P2:1

Nous pouvons mettre
F(s)=> b:S/[](S - P)™ (3.22)
i=0 i=1
Le développement en éléments simples est :

K Uz

F(S) =+ 33 (307’;),6 (3.23)
i=1 k=1 ¢
ou -
Ci, = ! d (S —Pi)" - F(S)]g—p, (3.24)

(ni — k)l dSni—F
Les coefficients Cjx, ¢ = 1, r sont les résidus de F(S) en P;

— Si il n’existe pas des racines multiples :

F(S)=but Y o Ca= (5= P) F(S)lsp, (3:25)
i=1 !
Exemple 3.6.3
25+1
F(S)=
(%) 52 —45+3
on peut écrire F(S) = %
ou sous la forme F(S) = 5 ill + Scilg
avec
-3
Cii=(S—=1) - F(9)|[s=1 = 9
7
Cor = (S —3) - F(9)|s=3 = 9

on peut écrire finalement :

o) -7 (551) +1(553)
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Exemple 3.6.4

F(S) = (S+1)2(S+2)

ny = 2 — P1 =-1
r=2et>n,=3=n
Nng = 1 — P2 =-2
L. C 012 021
on peut écrire F(S) = b3 + S11 + EESIE + S+2; by =0
avec :
1 a1 -1
= S 2. F = =-1
“u (2—1)! ds2—1 (4D PS5y (S+2)2|e__,
Cp= L 7 [(S+1)2- F(S)] - =1
T2 2) d9?2 S==1" S+2|g__,
Oy =Lt 4 [(S+2)t F(9)] S =1
AT dst S==2 0 (SH+ 12,
donc : F(S) = 1 + L + !

S+1 " (S+1)2 S+2

3.7 Détermination des inverses par utilisation du développe-

ment en éléments simples

ZbiSi/ZaiSi -1 b, + (326)
i=0 i=0 i=1 k= 1
)+ Z t(k; 1)t (3.27)
i=1 k= 1
5% 428 +2
E le 3.7.1 F(§) = ————
xempre &) =5+
1 2 1 2
-1 F _ —1 1 . —_ —1
LTS = £ [+S+1 S+2] Lo+ L [S-l—l] [S+2]
= f(t)=06()+et—2e2
d3y d’y dy d2x
E 1 2 — —-— - — — —
xemple 3.7. ¥E +3 72 th +6y = e T
dy d=y
avec : y(0) = — =0; —
dt|,_, dt2 o

— Trouvez Y (S)

S3Y (S) = S%y(0) — Sy'(0) —y"(0)+3 [S*Y(S) — Sy(0) — ¢'(0)] = [SY(S) — y(0)] +6Y (S) = S X(S) —
Sz(0) — 2/ (0) — X (S)

Y(S)[S®+352-5+6] —1=(5*-1)X(5)
51 X(S) + !
S34382 - 5+6 S34382 - 5+6

Y (S) =




3.7. DETERMINATION DES INVERSES PAR UTILISATION DU DEVELOPPEMENT EN
ELEMENTS SIMPLES

s S SR
S+l (S+1)2 0 S+2

-] [
ft)=—e"t+tet+e 2

Exemple 3.7.3 F(S5)

Exercices

Exercice 3.7.1 Calculer les fonctions des transformées de Laplace suivantes

7
~ PO = gos o
)= 5 110
F<5>:$§im
- F(S) = st

Exercice 3.7.2 1) Trouvez la transformée de Laplace de :

- f(t) =e t+cost
A0
e

dt3
- f(t) =2 sin(wt — 30)

2) Trouvez la valeur finale et initiale (f(o0) et f(0) de f(t) = e~ t + cost

Exercice 3.7.3 Si f(t) a pour transformée F'(.S), trouvez alors la transformeée F’(.S)
Exercice 3.7.4 Si f(t) — F(S), calculez la transformée F(t — to)

Exercice 3.7.5 Résolution ’équation différentielle suivante, en utilisant la méthode de La Laplace.
y' 4+ 9y +20y =1
y(0)=1;9(0) =5

Exercice 3.7.6 Rechercher en décomposant en éléments simples les transformées des fonctions sui-

vantes :
RELIN R i,

A,

no.anr
T
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