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2.1 Matrice stochastique

2.2 Chaines homogénes de Markov a espace d’états

finis
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Chapitre 3

Processus de Markov a temps

continu et a espace d’états discret

Soit {X(t),t € T}, T = [0, +00[, un processus aléatoire sur (Q, F, P) et (F;)ier

sa filtration canonique.

Définition 1 On dit que le processus est de Markov si, pour tout n, pour toute fonc-

tion bornée F définie sur R"™, pour tous t; < ty <---< t,
EF (Xostys KXoty Xowt) | Fo] = E[F (Xorty, Xty s Xope,) | Xo] -
Ceci implique en particulier que pour toute fonction f borélienne bornée
BIf(X)IF] = BIf(X)IX,], ¥t > 5.

Définition 2 Le processus est dit de Markov fort si la propriété précédente est vraie

pour tout couple de temps d’arrét finis T, S avec T > S.

Soit X (t) = X(w,t) : Q@ — E C N,t € T,i.e. X; = X(t) est une variable aléatoire
discrete pour tout t € 7.

Essayons une autre définition.
Définition 3 {X(t),t € T} est un processus de Markov, si

P{X(tk) == ZMX(tk,l) - Z'kfl, ,X(tl) - 21} == P{X(tk) == Zk’X(tkfl) == Z-kfl}, (1)



pour toutes collections t1,....,t, : 0 < &1 < ty < ... < G, t; € T et iy,09,...,%,
i, € BE(j=1,2,....k ke N¥).

Remarque 1 La propriété markovienne (1) est toujours vérifiée si X (t) est un pro-

cessus @ accroissements indépendants.

Notons
pl-j(s,t) = P{X(t) = j|X(s) =i}, s <t,

la probabilité de transition de ¢ en j. Dans ce cas pour tous s et ¢, 0 < s <t

'P(S, t) = [pij(sa t)]kxk

représente la matrice stochastique du processus {X(t),t € T}. Il est clair que les

éléments de la matrice stochastique P(s, t) vérifie I’équation de Chapman-Kolmogorov
pij(s,t) = Zpik(s,u)pkj(u,t), 0<s<u<t.
keE
Si pour tous i et j
pij(s,t) = pij(t —s), s <t,

nous disons que {X; <t € 7} est un processus homogene.

3.1 Equations directes et inverses de Kolmogorov

Soit {X;,t € T} un processus de Markov homogene. Dans ce cas ’équation de

Chapman-Kolmogorov peut étre présentée sous la forme
pij(s+1) = pir(s)prs (t) (2)
ke
ou P(s+t) = P(s)P(t). Supposons que les probabilités p;;(t) sont différentiables en
0 et
pij(h) = Xijh +o(h), (i # j) si h — 0.
Alors la limite

opih)
Az]—}lLli% h JZ%j' (3)



caractérise la vitesse de changement de p;;(h) en 0 et est appelé le taux de transition
de I’état ¢ a I’état ;.
De I'égalité

sz‘j(h) =1

pu(h) 1 —§pij(h)
. 17 - . 17]
Vo = I PR = i = =)y, @

0 h—0 —
i#]

Notons A = [Aij] mxm la matrice des taux de transition. Les égalités (3) et (4)

on tire

peuvent étre écrite s sous la forme matricielle

fim 2 = Im 5 (5)

h—0

En utilisant I’équation de Chapman-Kolmogorov (2) et I’égalité (5) on a

limP(t + h) — P(t) _ limP(t)P (h) — P(t)7
h—0 h h—0 h
L P(h) — I,
= JmP )=
= P(t)A.
d’ou I'équation directe de Kolmogorov
P'(t) = P(t)A. (6)

De méme
P(t+h) — P(t)

lim = lim

h=0 h h=0 h ’
- o)
= AP(t)
d’ou I’ "equation inverse de Kolmogorov
P'(t) = AP(1) (7)

Il faut remarquer que




Remarque 2 Sous forme explicite les équations (6) et (7) sont

m

pit) = > pi(t) g,

k=1
ps(t) = ) Aipri (1)
k=1

Dans le cas d'un espace d’états dénombrable les équations directes et inverses de

Kolomogorov sont vérifiées si la suite (3) converge uniformément.



Chapitre 4
Le mouvement brownien

Définition 4 On appelle mouvement brownien un processus stochastique a valeurs
réelles, (By),~q, qui est un processus & accroissements indépendants et stationnaires

dont les trajectoires sont continues. Ce qui signifie que

1) Continuité : P — p.s. la fonction s — B, (w) est une fonction continue.

2) Indépendance des accroissement : si s < t, B; — By est indépendant de la tribu
Fs =0 (B, r <) est de loi gaussienne centré de variance t — s.

3) Stationnarité des accroissements : si s < t, la loi de By — By est identique a
celle de B;_y — By = B;i_.

La filtration naturelle est F; = 0{Bs, s < t}. On lui ajoute de facon implicite les

négligeables. On peut montrer qu’elle vérifie alors les conditions habituelles.

Définition 5 Un mouvement brownien est dit standard si : By =0 P—p.s, E(B;) =

0, et B(B?) =t.

Dans la suite st on parlera de mouvement brownien sans précision, il s’agira d’un

movement brownien standard.

Proposition 1 Soit (B:),5, est un movement brownien standard, alors By est un
processus gaussien, i.e. pour tout n et tous 0 < tg <t; <ty <...<tn, (By,...,By,)

est un vecteur gaussien.



Théoréme 1 B est mouvement brownien standard si et seulement st B est un pro-

cessus gaussien continu centré de fonction de covariance

Cov (B, B;) =t A s =min (t,s).

4.1 Promenade aléatoire

Soit, sur un espace de probabilité (€2, F) P) une famille de variables aléatoires de

Bernoulli indépendantes équidistribuées

On associe a cette famille la suite (S,,,n > 0) définie par

So=0,5, =Y X,
i=1

On dit que la suite S, est une promenade aléatoire. On a E(S,) = 0, Var(S,) = n.

Remarquons que la suite (.S, — S, m > n) est indépendante de (Sp, S1, ..., Sp) et
que S,, — S, a la méme loi que S,,_,.

On procede alors a une double renormalisation. Soit N fixé, on définit une famille
de variables aléatoires indexées par les réels de la forme Ny, k € N, par

1
U k= \/_NSk’

On a
k

E [U%] =0et Var [U%] =N

Les propriétés d’indépendance et de stationarité de la promenade aléatoire restent
vérifiées, soit, si k > k', U 5 U, est indépendante de (U%; p < k'), de plus si
N
kE>FK Ur —Ur ala méme loi que Uy_y .
N N N
On définit un processus a temps continu (Uy, ¢ > 0) a partir de U L en imposant a
la fonction ¢ — U, d’étre affine entre % et % Pour cela, N étant fixé, on remarque

k(t) k(t)+1
T§t<Tetonpose

UtN:UZ—N<t—%> <U%—U%),

que pour tout ¢ € R, il existe k(t) € N unique tel que
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ouk=Fk(t).Pourt =1ona U} = \%NS ~- Le théoréme central-limite implique alors
que U converge en loi vers une variable aléatoire gaussienne centrée réduite.

On montre alors que le processus UV converge (au sens de la convergence en

. . . . loi log

loi) vers un mouvement Brownien B. En particulier UY = B, et (UfY,...,UY) =

(By,, ..., By, ) pour tout k-uple (ti, ..., tg).

4.2 Propriété de Martingale
Définition 6 Un processus (M;),qest dit martingale si

i) Pour tout t > 0, M, est Fs—mesurable.
ii) Pour tout t > 0, M, est intégrable i.e B (|M]) < oo.
i) Yt > s > 0, B (M |Fs) = M, P —p.s.

On définit de maniére similaire une sous-martingale si (iii) remplacé par
E (M |Fs) > Ms P —p.s.

Et sur-martingale si (i) est remplacé par
E (M;|Fs) < Mg P —p.s.

Proposition 2 Le mouvement brownien standard (B;,t > 0) est une martingale par

rapport a la filtration naturelle FP = (B,,0 < s < t).

Proposition 3 Soit (B,),.,un mouvement brownien. Les processus suivants sont des

martingales par rapport (EB )

i) M, = B? — .
ZZ) Nt = exXp (Bt — %) .

Définition 7 Le processus X; = a + B; est un Brownien issu de a. On dit que X
est un Brownien généralisé ou un MB de drift  si X; = x + ut + 0By ou B est un
mouvement Brownien. La variable X; est une variable gaussienne d’espérance x + ut

et de variance o*t.
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Les v.a. (X¢,,, — X¢,,to < t1... < t,,) sont indépendantes.

Proposition 4 Le processus B est un processus gaussien, sa loi est caractérisée par

son espérance nulle et sa covariance Cov(By, Bs) = s At.

Preuve. Le caractére gaussien résulte de

Z a; By, = Z bi(Bti+1 - Bti)
i=0 1=0

avec a; = b; — bi11,1 < n—1, a, = b,. La covariance est égale & F(B;B;) car le

processus est centré. Si s <t

E(B,B,) = E((B; — By)Bs + B3) = E(B, — B,)E(B,) + E(B]) = 5.

On peut généraliser : Le processus (X; = x + ut + 0By, t > 0) est un processus

gaussien d’espérance x+ ut et de covariance E[(X; — E(X;))(Xs— E(X,))] = 0?(sAt).

4.3 Propriété de Markov

La propriété de Markov du mouvement Brownien est utilisée sous la forme : pour
tout s, le processus (W;,t > 0) défini par Wy = B, — B, est un mouvement Brownien

indépendant de F.
Théoréme 2 Pour f borélienne bornée, E(f(B,)|F:) = E(f(B.)|o(B;)) pour u > t.

Preuve. On fait apparaitre les accroissements et on utilise les propriétés de ’espé-

rance conditionnelle
E(f(Bu)|Fi) = E(f(By — By + By)|Fy) = ®(u —t, By),

avec

®(u—t,x) = E(f(By — Bi +x)) = E(f(Y + )

ouY ala méme loi que B, — By, soit une loi N'(0,u — t). Par les mémes arguments,
E(f(Bu)|o(By) = ®(u—t,5;). =



12

Proposition 5 (Propriété de Markov forte) Soit T' un temps d’arrét d valeurs
finies. On a alors E(f(Brss)|Fr) = E(f(Brys)|o(Br)). En particulier, pour tout
temps d’arrét fini T, le processus (Wi, t > 0) défini par Wy = Byyr — Br est un

mouvement Brownien indépendant de Fr.

4.4 Reépartitions finidimensionnelles d’un proces-

sus brownien

Il suit que quelque soient n € N* et les moments t1,...,t, (0 =ty < t; < ty <
... < ty), les variables aléatoires U; = B(t1) — B(ty), Uy = B(ty) — B(t1), ..., Uy, =
B(t,) — B(t,_1) sont indépendantes et

U2

e e (e )

pour tout x € R, d’ou on tire que le vecteur U = (Uy, ..., U,)? suit une loi normale
N,.(0,, D), tel que

P{U; <z} =

[t —ty O . o 0o |
0 th—1
b 0 0 ty—to
0
i 0 . . .. tn—tnfl_

et donc la densité de U est

n 2

=11 oo (35255

j=1 J
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Notons B = (B(t1), B(ts), ..., B(t,)). Il est clair que B = AU, ou

100 . .0
0
001
A:
10
0 . . .0 1]

puisque B(t1) = Uy, B(ty) = Uy + Us, ..., B(t,) = Uy + ... + Uy, la densité de B est

- 1 (w; —w;_1)?
fB (w) = exp | —7—"5 |, wo=
jl_[l V2m(t; —ti_1) 2(t; —tj-1)
Il suit que le processus standard de Wiener est un processus gaussien homogeéne

a accroissements indépendants avec



