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Travaux Dirigés n° 2

Exercice 1 :
Indiquer parmi ces opérateurs ceux qui obeissent a la regle de linéaireté

1) Af=f",2) Bf:%, 3) Cf = %,4) Df =% 5) éf:jfdv

Exercice 2:
Les opérateurs Ta (translation de a) et P (parité) tel que :'T'af(x) =f(x+a), PfX) =f(-X) , démontrer :

A

D T.PT, =P.2) TPT,%PT, =1, 3) (1+F)? =2 +P), 4) [T, . PI=P(T," - T,).

Exercice 3 :
1. Soient A, B et C trois opérateurs linéaires, vérifier les relations suivantes :

1[AB+C]=[AB]+[AC], 2)[ABC]=[ABIC+B[AC]
2. Soient les opérateursA , B obéissent la relation de commutation suivante : [A, B] =1, démontrer :

A A

AB? =B?A + 2B, en déduire[A,B"].

3. Démontrer la relation suivante grace a la condition d’adjonction :
(AB, +A,B,)" =(B," A, +B," A,")

Exercice 4 :

Soit ’opérateur Pk = -ihai avec k=1,2,3.
Xk

e Calculer le commutateur [P, , X, ]

e Calculer le commutateur [P, , X1

Exercice 5 :

Sur I’espace vectoriel des fonctions de carré intégrable, a valeurs complexes f(x) de la variable réelle X,
on définit un produit scalaire : (1, g)= [ +(x)g(x)dx

1. Calculer I’opérateur adjoint de I’opérateur X. Cet operateur est-il hermitien ?
2. Calculer I’opérateur adjoint de d/dX. L’opérateur id/dx est-il hermitien ?

3. Montrer que I’opérateur laplacien est hermitien



Exercice 6 :
1- Soit un opérateur linéaire A ayant un vecteur propre ‘‘|w}’’ et une valeur propre ‘‘a’’.

Soit un deuxiéme opérateur linéaire B tel que[A, B] = B+ 2BA2.

e Montrer que (B |w}) est vecteur propre de I’opérateur A et déterminer sa valeur.
2- SoientA, B et C trois opérateurs. Exprimer le commutateur du produitA.Bet C en fonction des

commutateurs [A,C] et [B,C]

Exercice 7 :

—-2-1-1
) Soitlamatrice A= | -2 —1 1 ]
-1 -1 3

1) Donner le format de A

2) Donner la valeur de chacun des éléments ais, a3, ass et as.
3) La matrice A est-elle inversible ?

4) Si A est inversible, déterminer ’inverse de A : At

5) Déterminer les valeurs propres de la matrice

. : ~ (5 -3
I1) Soit la matrice : B=
6 -4

e Déterminer les vecteurs propres associés aux valeurs propres de la matrice

Exercice 8 :
. : : ~ d : inwx
Ecrire la matrice représentative de I’opérateur A = i’ sur la base des fonctions € , w=27/T.
X

n: nombre entier compris entre -2 et +2.



Corrigé Type de Travaux Dirigés n° 2

Exercice 1 :
f(x) et g(x) deux fonctions et A opérateur, On definit la regle de linéaireté comme :

Ale.f () + B.90)). el Af () + BAg(0))
1) Af=f"
ona Ae.f(x)+ B9 alAf (x))+ AlAg(x)

Ale. T (%) + B.9(x)) = Alof (x))+ A(B.9(x)
(.t () +(B9()) =a". 1 (x)+8".9"(x)

5 1
2) Bf =—
) f

ona Be.f(x)+ B9 a(B.f())+ BB.9()
B.(c. T (x) + 8.9(x)) = B.(ef (X)) + B.(8.9(X))

i) L) (e 760 o)
= + == —— |+ = —
af(x)) (p9(x)) \a f(x)) (f 9(x)

- é.(é. F())+ %.(é.g(x))i a(B.f (x))+ .(B.g(x))= B opérateurnon lingaire

3) Cf = 2
ona Ca.f () +A90)) Gt (x)+ £C.9()

Ca.f (x)+ .9(x)) = Cof (x))+C(B.9(X))
=(@.f Q) +(B.9(0) =a®.f(x)? + B%.9(X)°
= az.(é. f (x))+ ﬂ"-.(é.g(x));t a.(é. f (x))+ ﬂ.(é.g(x)): C opérateur non linéaire

4) Df =%

dx

ona D.a.f(x)+B.9(x) a(D.f (x))+ A(D.9(x)

a.(Af (x))+ ﬂ.(A.g(x)) — Aopérateur linéaireet(a” = «, B~ = B), car (a, B sont des constantesréelles



D.(e. f (x) + 8.9(x)) = D.(f (x))+ D(B.9(X))

d d d d
= (@ F00)+ - (B900) = F(0+ 909
= a.(lﬁ.f (x))+ ﬂ.(lﬁ.g(x)): D opérateur linéaire

5) Gf =jfdv

ona G a.f(x)+B.9)) (6. )+ BE.a(x)

G.(a.f (x)+ B.9(x))=Gof (x)+G(B.9(x)
= [a.f (). dx+ [ B.9(x).dx = @] F(x).dx+ B[ g(x).dx
= a.(é.f (x))+ ,B.(é.g(x)): G opérateur linéaire

Exercice 2 :
Les opérateurs Ta (translation de a) et P (parité) tel que :'i'af(x) =f(x+a), PfX) = f(-X) , je démontre :

1) T,PT, =P

=T, f(-x—a)= f(-x—a+a)= f(-x) = Pf(x)

T.PT2PT =(T BT, )T PT, )= P
P2f(x) = Pf(-x) = f(x)= If(x)= P2 =1
=T,PT,°PT, =1

3) (1+P)2 =2(i +P)

(I+P)*=1?+P? + 2.I.P

4) [T,,Pl= ﬁ(fa‘l -T,)-
[T,,P]=T, P-PT,

A AA

A partir de la question1,ona: T,PT, =P =T,.P =

I

m_|’| 0>
Il
0>
>

= [T,,P]=P.T,-P.T, = P(T,*-T,)



Exercice 3 :
1. Soient A, B et C trois opérateurs linéaires, je verifie les relations suivantes :

1) [AB+C]=[AB]+[AC]

[AB+C]=A(B+CHB+C)A=AB+AC-BA-CA
[AB+C] = AB-BA+AC-CA=[AB]+[AC]

AAAAAA

AAAAAAAAAAAA

[ABC] = ABCBAC+BACBCA=(ABBA)C+B(AC-CA)=[ABIC+BIAC]
— [A,BC] =[A,B]C+ B[A,C]

2. Soient les opérateurs A, B obgissent la relation de commutation suivante : [A, B] =1, je démontre :

A A

AB? =B2A + 2B, en déduire[A, B"].

AB? =B?A +2B = AB?-B2A=[AB?] =2B
etona:[A,B?] =[A,B].B+ B[A,B]

= [AB].B+ B[AB] =2B=1.B+B.1=2B

— AB?-B?A =2B

Ona:

Je déduire :[A,B"]

Pourn=1= [A,B] =1

Pourn=2=[AB?] =28

Pourn =3= [AB%] = [A,B?].B+ B*[AB] = 2.B.B+ B21=3.B?

Pourn= [AB"] =nB"*

4. Démontrer la relation suivante grace a la condition d’adjonction :

Définition de la relation d’adjonction : (AB+A,B,)=(B,"A"+B,"A")



[o JAB+AB,).v)dv=[|AB+A,B,) .0 |rwd

D'autre part, en développant :

jcp [AB+A,8,).w]|av = J’cp [(AiB)Y’]dv+J.<D [&,8,).%]av
_qu |A.@. sv@'dqus [A B,y = [( )}(B y'alf)d+j[(A* )}(éz.yfsv).a

- [(Bl.* A o) } PPt I[(BJ.A{.Q’)) } P.d= | [(Bl.*Af +B,"A).0f } Py.d
enEcomparant, onaura dOI:C . E

| [(A1é1+ A,B, )ﬂ@*]svsv.dz j[(é;,&; +B," A ).cb)* } Py d
E E
etenidentifiant, il vient :

(A1é1+ Az é2 )= (é1+ A1++ BA2+ A2+)

Exercice 4 :

Soit I’opérateur Pk = -ihai avec k=1,2,3.
Xk

e Je calcule le commutateur [P, , X, ].

[P, &, 1f(x,) = P, &, f(x, ) — &Py F(X,)

s 0 - (%)
PR, Tt ) = i (%, f(x,))= |h.(f(xk)+xk. - J

k k

P f(x )= -lh(xk oM, )j

k

=B, % f(x, )= % P f(x, ) = m( f(x, )+ kk.a';(xk )j n ih.()‘(k.ag(xk )j — -inf(x, )
X X

k k

:[ﬁk,ﬁk]:ih:ﬁ
|

e Calculer le commutateur [P, X; 1.



[P, %, 1f(x) = P, %, f(x) - X,.P, f(x)

A LD,
P, X, () = -i 0 (%, )

¢ P ) = -inl 2. 2

%P f(x) = |h.£xj.an(f(x))]

= B,, %, f(x)— %,.P, f(x) = -ih%(ﬁj f(x))+ ih.(kj.£(f(x))J

A, | 0o . . 0 .
= [Pk1 Xk ] = ‘|h(a.xj —Xj.aj = -Ihé‘kj

d,; “indice de Kroneker
| @{Iorsquek = jjona:s; =1
J

lorsquek = j;ona:o,; =0.

Exercice 5 :
On définit un produit scalaire :(f, g)= [ f-(x)g(x)ix
1. Je calcule I’opérateur adjoint de I’opérateur X :

(100X 9(9) = (x" T (]9 (x))

L’opérateur adjoint X* de I’opérateur x est donc égale a x.

Soit x*=x, I’opérateur X est hermitien

2. Je calculer I’opérateur adjoint de d/dx.

On applique la relation : _[ f *(X)-(A-g (X))dxi _[ (A+ f (X))* g(x)dx
Intégrons par parties : IU/U-dX = [U-U] - J- uv'.dx

d .
Posons : U’ =&(9(X))et0 =f (x)

d

Donc: U=g(x)eto’ Z&(f*(x))



= [ £ 0MAg0o)dx=[ £( (ix.g(x)j.dx

~[F00 9] - [ (F0) g(x0x
L'intégrale qui donne le produit scalaire( f(x)| g(x)) étant convergente,

[f *(x).g(x)]iw, tend vers zéroquand X — +oo, le termeintégré estdonc nul, et:

_ j (f () g(x)dx= J(——f(x)) g(x)dx= [ (A" ()] g(xax

= A" :—i
dx

3. L’opérateur id/dx est-il hermitien ?

(B - (3] -2 )

L'opérateurid/dxest hermitien

4. Montrer que 1’opérateur laplacien est hermitien
0? 0% 0°
AlX,Y,2)= + +
(xy.2) [ax2 oy’® azz]
. 0? 0* 0
Onpose:A=A?+B?+C* =—; - -
oX~ oy° oz
A =(Re) +(B2) +(c2)
n v 0
A=l o= O ()=o)
OX OX OX
De la meme maniére,on trouve
R R ~\ O
8- g =25 (B) =2
oy oy oy
R R o\ 02
O RN (L)
oy oy 0z
finalementon trouve:
R Ve (aNe (AN O 0> 0% .
A+=(A2) +(Bz) +(C2) = 2+ 2+ 2 =A
ox® oy° oz

— L'opérateur A(x, y, z) est hermitien,car A* = A

Exercice 6 :
1- Soit un opérateur linéaire A ayant un vecteur propre *‘|w)>’ et une valeur propre

(X3 ’7



Soit un deuxiéme opérateur linéaire B tel que[A, B] = B+ 2BA2.

e Je montrer que (B |w)) est vecteur propre de I’opérateur A et je détermine sa valeur.
Ona:A¥)=al¥)
ona: A,B]: B+ 2AB2
etona [ ] ¥) = (A B)‘P) (B.A)‘P) =(
(i? E )+(B+

BA|¥

)=

(AB)w)=(BAw )(B) ﬁA w))= B(A|W))+ (B w) + 28 AA| w))
= AB)w))=B(a] )+ (B¥) + 2BAa]¥))= (a+ )(B]¥))+ (22BA ¥))
= AB]¥))=(a.+1 (Bw) 2aBa|w))=(a.+ 18| ¥))+ (222 B| ¥))

= AB|¥))=(2a” +a + 18| ¥))=2'(B]¥))

d'ou:a’ :(2a +a.+1),

(I:%|‘P>)estun vecteur propre de I'opérateur A, avec la valeur propre (2a2 +a.+l),

2- SoientA, B et C trois opérateurs. Exprimer le commutateur du produitA .Bet C en fonction des

commutateurs [A,C] et [B,C]

= [AB.¢l=Alg.¢|+[Ac¢]8
Exercice 7 :
R —2-1—-1
Soit la matrice A= | —2 —1 1]
-1 -1 3

1. leformatde A est: (3x3)

2. lavaleur de chacun des éléments ai4, a3, ass et as -

a4 = pas existeé, axz=1, azz=3 et az=-1

3. Lamatrice A est inversible, il faut dét(A)=0

dét(A)=(-6+1)-0-3(-2-0)=-5+6=1=0, donc A est inversible.
4. Détermination I'inverse de A

+t

Ona: f—l_i=% avec: |4] £ 0



A+: afl afZ a/23
a'31 a32 a33
Par exemple:
1 -3 2 1
I _ _ _ . I _ _ —
al,=—2 1 |=—(1+6)=-7,a,=-{03 |=—(6-0)=-6
-5 -6 -2 -5 3 -6
3 3 1 .| -6 3 -7
= A" = = A" =
-6 -7 -2 -2 1 -2
-5 3 -6
-6 3 -7
-2 1 -2 -5 3 -6 1 0
L, AT -6 3 -7 . 1
At=——= = etA A==
A 1 -2 1 -2 0

5) Déterminer les valeurs propres de la matrice

. ) ~ (5 -3
5. Soit la matrice : B =
6 -4

e Les valeurs propres de A sont les scalaires vérifiant :

| 5-4 =3

detA-A)=0 & .~
=—-(5-A)4+ )+ 18
:.ri.j—.r!—j

=d+1)1=-2)=0
d'ou les valeurs propres : A1=-1 et 1,=2
e les vecteurs propres associés :
En posant X; et Xz les vecteurs propres associés respectivement a 21= -1 et 22 = 2, nous avons :
e Pour:ii=-1

10

OOO



6 =3\(x
— 1 —
(A+1,)X, _(}@(h _3)( ,,])—{}

Le systéme est équivalenta: 6x' —3x" =0
. 1
Choix d'un vecteur propre : X, = (2)

e Pour:i,=2

3 -3\ X
- 2 3 5 = 2 —
(A-21)X> =0 & (f} _f}) (1 ) 0
Le systéme est équivalenta: 3x' —3x" =0

Choix d'un vecteur propre :

. . 1 1 .
Comme le déterminant ‘2 1‘ + 0, la famille (X,,X,) est une base de R

Exercice 8 :

. . , . , ~ d . inwx
Ecrire la matrice représentative de I’opérateur A = i sur la base des fonctions € , w=2n/T.
X

n: nombre entier compris entre -2 et +2.

La matrice sera de dimension (5x5)

e SiMm=n:
T
einwx ieimwx imWIei(n_m)WX.dX
B dx B 5 0
Amn o <einwx eimwx> a T o

e Sim=n:

- T
inw .
=——|dx=inw
Am =]

D’ou la matrice :

11



-2iw 0 00O

O -iw0O0DO
(iJ:OOOOO
dx )

O 00 iw O

0O 00 0 2iw

La matrice est diagonale, ce qui est normale, car construite sur la base de ces fonctions propres. Les
¢léments diagonaux, valeurs propres de 1’opérateur sont imaginaires.
11 suffit de les multiplier par 1 pour obtenir des nombres réels et de constater que 1’opérateur est un

opérateur hermitique (valeurs propres réelles et fonctions propres orthogonales).

12



