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Résumé

Il existe tres peu de problémes pour lesquels ’équation de Schrodinger peut étre résolue avec exactitude.
Cette équation ne peut étre résolue exactement pour un atome ou une molécule plus complexe qu'un atome
d’hydrogene, dit systéme a deux corps. Par exemple, il n’existe pas de solution analytique a 1’équation de
Schrédinger décrivant ’atome d’hélium ayant deux électrons seulement, dit systéme a trois corps. Pour
cet atome, 1’équation de Schrodinger est extrémement compliquée du point de vue mathématique. Par
conséquent, des méthodes d’approximation sont nécessaires pour résoudre ce type de problemes, n’ayant
pas de solutions explicites ou analytiques. Les deux méthodes d’approximation les plus couramment uti-
lisées, sont les méthodes des variations et des perturbations. Ces deux méthodes d’approximation, sont des
techniques de résolution tres puissantes. Nous présenterons les équations de base de la méthode variationnelle
et de la méthode des perturbations, puis nous les appliquerons a divers problemes simples relevant de la
Chimie Quantique.

Mots clés

Méthodes d’approximation, méthode des variations, méthode de Ritz et méthode des perturbations.

Au sujet de la théorie quantique, Niels Bohr disait :
7 Anyone who is not shocked by quantum theory has not understood it ”

Cf. Niels Bohr (1885 / 1962 - Nobel prize 1922)
Danish Physicist and Philosopher.
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I. Introduction

S elon la méthode variationnelle, des fonctions d’essai (trial wavefunctions en anglais) sont pos-
tulées afin d’estimer notamment 1’énergie de 1’état fondamental du systeme quantique étudié
(atome, molécule, agrégat moléculaire ... etc). La fonction d’essai aura un ou plusieurs parametres
ajustables, qui seront utilisés pour I'optimisation. Cette théorie stipule que I’énergie calculée a partir
d’une fonction d’essai est systématiquement supérieure ou égale a la véritable énergie fondamentale
du systeme. En effet, 1’égalité se produit uniquement lorsque la fonction d’essai est la véritable
fonction d’onde de I’état fondamental. D’un autre coté, 'idée derriere la méthode des perturbations
est que le systéeme en question est perturbé ou légerement modifié par rapport a un systeme de
référence ou la solution (fonctions et valeurs propres) est connue. Selon cette méthode, 'hamiltonien
du systéme quantique est décomposé en deux contributions. Pour la premiere contribution, la solution
est connue, a partir par exemple de problemes précédemment résolus. La deuxiéeme contribution
exprime la perturbation du systéme quantique par rapport au probleme connu. Les fonctions d’onde
du terme non perturbatif pour lequel la solution est connue, sont utilisées comme point de départ,
puis modifiées pour approximer la vraie fonction d’onde de I'équation de Schrodinger. Toutefois, des
rappels portant sur quelques notions élémentaires sont disponibles en annexe . Dans ce qui suit,
nous présenterons le cadre théorique et le formalisme mathématique de la méthode des variations
ainsi que celle des perturbations. Des exercices d’application sont donnés a la fin de chaque section.

II. Méthode variationnelle

Selon cette méthode la valeur attendue de I’hamiltonien, calculée par le biais d’une fonction d’essai
1, est toujours supérieure ou égale a ’énergie fondamentale. Mathématiquement cela se traduit par
I’écriture :

Vo, (Yol Hlta) > Eo (1)

a) Preuve: développons la fonction d’essai 1, sur la base des fonctions propres {y,} de

I'opérateur hamiltonien.

j=1n

ﬂwa = Ea¢a avec ¢a = Z Cj Py (2)
J

_<77Z)a|7'l|¢a> <Z CJSOJ’ |jz::1€](pj>

j=1

°T () [ Z
Dol e
j=1 j=1
¢, étant une fonction propre de #, alors 7:lgpj = F;p; cela implique également :

> ¢ ¢ Ej(eiles)
B, = == ij=1n

Y Y e (piles)

i=1j=1

Posons :

bij = {pilp;) = ' (3)

Avec 0;; est le symbole de Kronecker. I1 en découle :
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Y. G Ejd;

i=1j=1

DD ey

i=1j=1

E, =

L’opérateur H étant hermitien donc ses fonctions propres sont orthogonales. Les termes de la
somme sont non nuls uniquement si ¢ = j = d;; = 1. Par conséquent :

Y G B Y Gl E;
=1 =1

E, =" _J
" 2
> el
j=1 j=1
1
Rappelons que P; = |¢;|* étant la probabilité d’obtenir 1’état quantique j. Ainsi la somme des
probabilités de tous les états quantiques possibles vaut 1. Il en résulte :
2
Eo =3 lciI” E; (4)
j=1

Retranchons, pour les termes de cette derniere équation, ’énergie de 'état fondamental Fy. Cela
donne :

Eo—Eo= |>_|¢I* E;| — Eo
j=1
Le deuxieme terme de cette équation est systématiquement positif. Cela implique :

E,.—E,>0=FE, > E, (5)

L’égalité £, = Ej est vérifiée uniquement si ¢, = 1y. Avec 1)y est la fonction propre exacte de
I’état fondamental du systéeme quantique étudié. Le principe variationnel stipule que nous pouvons
calculer une limite supérieure a Ej en utilisant n’importe quelle fonction d’essai. Plus v, est proche de
Yo, plus E, sera également proche de Ey. La fonction d’essai dépendra d'un ou plusieurs parametres
ajustables arbitraires (aq, ag, ... etc.), appelés parametres variationnels. L’énergie calculée dépendra
également de ces parameétres variationnels.

Exercice ® = R
Estimer I'énergie variationnelle de I’état fondamental de ’atome d’hydrogene en utilisant la fonction
d’essai gaussienne suivante :

—Qar
wa =€ (6>
Le calcul doit étre mené avec le systeme des unités atomiques et en se servant de la partie radiale
du Laplacien exprimé en coordonnées sphériques. On donne :

19,0
A =2 |2l (7)
r2 Or or
1. Un opérateur @ est dit hermitien (ou hermitique ou auto-adjoint) s’il est égal & son opérateur adjoint Ot vérifiant ainsi :
<cp1|@\<p2> = <@Tap1\<p2> = <¢1|@T|¢2>*. En imposant a Popérateur hamiltonien d’étre hermitien, on garantit que ses valeurs
propres, que 'on interpréte comme les énergies du systéme, sont réelles. En outre, une base orthonormée de vecteurs propres
associée a ces énergies pouvant étre déterminée, du fait de I’hermiticité de ’hamiltonien, cela signifie qu’il est toujours possible
d’obtenir les états stationnaires de I’équation de Schrodinger. Si la condition de ’hermiticité de ’hamiltonien n’est pas satisfaite
alors cela pourrait mener & des résultats non physiques, comme par exemple des énergies complexes.
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+oo B 1-3-5-7---(2n—1) [x]"?
2n Ba? _ _
/0 x*"e dr = on i Bn [5] (8)
et,
+o0 !
2nt1 —Ba? 1. n 9
/0 x e x 5 gt 9)
Unités atomiques,
1 melel*
1Ry = o W; l;l = 2 Har — unité de I’énergie
le|? 2
h=m.=le|=1= —=1= =1/2
m el 47reg 2m, /

b) Solution: Ecrivons d’abord 'hamiltonien de 'atome d’hydrogene soit :
H="10+iy+Un

En appliquant 'approximation de Born-Oppenheimer, nous figeons le mouvement du noyau par
rapport a celui de I'électron. Ceci se traduit par 'annulation de I’énergie cinétique du noyau.

h? N N 1 Zle? 1 Zlel?
A? in=0 , Un=— -
om, " N ’ N dey |7 — ZK| Ameg T

En se servant des unités atomiques, I’hamiltonien du systéme prend la forme :

A2 1 118[28]1

h=—

H=-—"r_"=_ r e avec Z =1

2 212 0r r
Notons que la fonction d’essai 1, n’est pas forcément normalisée. Nous avons :

(ValHlta)  Afa)
(Valta) B B(a)

Ala —/r /90 VEH [1hs] dv  avec  dv = r? sin 6 dr df de

E, =

+o0 N 2
= A@) = [ v T2d7‘/ singdd [ do =1 x I

I I
L = [—cosf]g x [¢]y" = = [-1 — 1] x 27 = 4«
Calculons désormais I, soit :
1 +00 €—O¢T2
L =—- e { —ar? [404 6041"2} — }rzdr
2 Jo r

En appliquant les intégrales et @D il vient :

s =2 35 -

Il nous reste a calculer le dénominateur,
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B(a) =47 /OO

_ 2
T26 Zar dT— {
0

Finalement, ’énergie variationnelle est déterminée selon :

A
o G, PP T I
B(a)
= E,=V21a—-2"?\/a [Ryd| (10)
Calculons maintenant le point stationnaire de la fonction E,, nous obtenons :
dE, 23/2
= =0&V2m— =0
do (o = ) i 2 \/ag
= ! (11)
ap = —
R
Injectons dans il vient :
92— 23/2
E, = \/_7 = —0.802 [Ryd] x 13.60 ~ —11.00 [eV] (12)
VT
Ainsi, la fonction d’essai s’écrira :
Yoy =€ =T (13)
) , . , . 13.60
Par ailleurs, ’énergie exacte de 1’état fondamental de 'atome d’hydrogene vaut E,, = — [eV].

2
Pour n =1 = E,, = —13.60 [eV]. En comparant cette valeur a celle obtenue pour E,, = —11.00 [eV],
soit :

’EO — an‘
—— ~ 13
Ey %

Cette incertitude est raisonnable tenant compte des erreurs d’arrondi et le fait que l'orbitale
atomique de 'atome d’hydrogene s’écrit plutot pour sa partie radiale : ¥(r) >~ e™".

Exercice ® = (3
Nous souhaitons estimer, par la méthode des variations, I’énergie de I’état fondamental de ’atome
d’hélium. On prendra comme une fonction d’essai :

¢a _ LO(?)/Q e T
s

On négligera 'interaction électron-électron. Le calcul doit étre conduit en unité atomique.

Exercice @ = ()

1) Estimer par la méthode des variations, 1’énergie de ’état fondamental de I'oscillateur harmo-
nique. On prendra comme une fonction d’essai :

wa =e 7 (14>
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Avec « est le parameétre variationnel. Comparer le résultat obtenu avec 1’énergie exacte Ey =
hv

5

2) Refaire le méme calcul en prenant 'énergie potentielle V(x) = cz*. Commenter.

A. Méthode variationnelle linéaire

Cette méthode est plus générale, elle porte également le nom de "méthode de Ritz”. Elle est basé¢e
sur un choix particulier de fonctions d’essai v, construites a partir d’un développement linéaire des
fonctions propres {¢;},_, , soit :

b= Z Cj P; (15)

Les coefficients de la combinaison linéaire ¢; étant inconnus. Les coefficients variationnels {cy, c2, - -+ , ¢, }

sont ceux minimisant la valeur moyenne de ’hamiltonien.

c) Premiére approche: Afin d’illustrer cette procédure, nous considérons le cas ou :

b =11+ 0 (16)

Ensuite nous effectuerons une généralisation pour une combinaison a n fonctions propres. Nous
avons :

i (D1H]4)

([v)

P <01 o1+ capa|Hler o1 + e 902> Alcy, c)

(c101 + c2 paler 1 + o 02) N B(cy,¢2)

Afer, ) = <Cl 901|7:l\01 901> + <01 901\7:”02 902> + <C2 902’7:”01 901> + <02 <P2|7'2|02 902>

=i <801|7:l\901> +cic <901|7:[|902> oo <902|7:l’¢1> +6 <902|7:l\902>
= A(cy, ) = C% 7:[11 +2c10 7:[12 + C% 7'222
L’opérateur H est hermitique (ou hermitien) alors 7:[12 = 7:[21 . Calculons désormais le dénominateur
B(cy, c), de fagon analogue nous obtenons :
B(ei, ¢2) = ¢f {pilpr) +crca (prlz) +eacr {p2lpr) + ¢ (palp2)
Bley, ) = ¢} On +2c16,015 + 3 O
Il en découle,

C% Hit +2cicoHig + C% Hao

E=21" ~ -
i 011 +2¢1 62013+ 3Oy

Qu’on écrira sous la forme :

E [C% @11 + 2 C1 Co @12 + C% @22} = [C% 7:[11 + 2 C1 Co ?‘212 + Cg 7:[22} (18>
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OF 0
Minimisons cette derniére expression, soit —(c¢; = et )) = 0. Nous commencerons par dériver ([18))
’ dc;~ 7 7
J

par rapport au premier coefficient 01E| :

361 [C% @11 4+ 2¢1 ¢ @12 + cg @22} +F {2 1 @11 +2¢ @12} = [2 c ’}-Atn + 29 7—112}
7
= E [2 Cc1 @11 +2cy @12} = [2 C1 7:[11 + 2co 7‘212}

:>2017:[11+2027:[12—E [261@114—262@12} =0

= |:7:[11 — E@H] + o [7:[12 — E@m} =0 (19)

De fagon analogue avec le deuxieme coefficient ¢y, on obtient :

C1 [7:[21 — E@21:| + Co [7:[22 — E(,A)szl =0 (20)
A partir des équations algébriques et , nous obtenons le systéme matriciel suivant :

7:[11—E@11 7:[12—E(§12 1\ 0

~ S - -] x = (21)

Hor — EOa Hoy — E Oy C2 0
La solution triviale est donnée par ¢; = 0 et ¢ = 0. Cette solution n’est pas intéressante

physiquement. Ce systeme d’équations admet une solution, autre que la solution triviale, si et
seulement si le déterminant :

7':[11 — ﬁ?(?n 7':[12 — f?(’:)u —0 (22)
Hor — E Oy Hog — E Oy
Le calcul de ce déterminant donne :
(7‘211 — E@H) X (7:[22 — E@QQ) — (7‘212 — E@lg) X (7:[21 — E@Ql) =0 (23)

La base {p1, @2} étant orthonormée, ainsi @12 = @21 =0 et @11 = @22 = 1. De plus l'opérateur
hamiltonien est hermitien = H,, = Hs; et apres réarrangement nous obtenons :

E2 — (7:[22 + 7:[11)E~' + 7:[11 7:[22 — 7:[%2 =0 (24)

Il en résulte un polyndme de second degré en E. La résolution de ce polynoéme donnera deux racines
E, et E,. Nous choisirons ensuite la racine ayant la valeur la plus faible (basse énergie). La substitution
de cette racine dans le systeme matriciel donnera un systeme de deux équations algébriques.
La résolution de ces dernieres conduit a la détermination des coefficients de la combinaison ¢; et ¢y
permettant donc la minimisation de ’énergie du systéme quantique. La généralisation du déterminant

ci-dessus (Eq. (22))) est immédiate :
Hy — EOy| =0 (25)
C’est le déterminant séculaire. C'est un systeme d’équations de degré n en E menant & n valeurs

propres de I’énergie. Soulignons finalement que ’accroissement du nombre de parametres ajustables
améliore le résultat, mais risque d’accroitre également la complexité du probleme.

. . e 0 0
2. En toute rigueur une fois qu’on a dérivé nous devons absolument remplacer ¢; par c(1 ) et ¢y par c; ) (ce sont les valeurs

optimales des coefficients de la combinaison, au sens de la minimisation de 1’énergie). Afin de ne pas alourdir davantage les
écritures mathématiques, nous avons gardé la méme notation des coefficients.
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d) Deuxiéme approche **: dans cette approche, la fonction d’essai est toujours une combinai-
son linéaire de fonctions connues (par exemple les orbitales atomiques). Ces fonctions sont normalisées.

)= Z Cj Pj
j=1
et,
1 si 1=y
0ij = (pile;) = (26)
0 si i#7

La condition de normalisation (¢;|¢;) = 1 impose que la modification d'un coefficient engendre
simultanément une modification des n — 1 autres coefficients de la combinaison afin de maintenir la
norme constante. En effet, pour n = 2 il vient :

[* = (Pla) = est (27)
= WQ = (c1 1 + 2 palcr o1 + 2 02) = & (pilr) + e (pilp2) + caer (paler) + G (p1]er)
= PP =+ 2+ 2¢1 6501 = cst

Toute variation de ¢; entraine mécaniquement celle de ¢y et inversement. Le Lagrangien du systeme,
sous la contrainte de normalisation s’écrit :

£ = (FIAIG) - X [(915) — 1] )

contrainte

Avec A est le multiplicateur de Lagrange. Ce coefficient mesure le poids de la contrainte imposée.

L= (U[AW) =\ (PlF) + A
\aljla/
énergie

Ainsi, le multiplicateur A doit avoir nécessairement les dimensions d’une énergie. Notons :

A=¢
L= (PIH) & (Jld) +¢

n n n n
L= ccHy =YY cic;Oy+¢
=1

j=1 i=1j

Il
—

La minimisation du Lagrangien donne :

ac A .
:Cki:jz::lcj}lij_g

(1=
R
>
<
I
]

Il
—

J
n A A
:>Z Cj [Hij—sOij} =0
Jj=1
Nous retrouvons ainsi le déterminant séculaire :

i — €0y =0
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Exercice © = ®

Considérons un électron 7 astreint a se mouvoir par délocalisation au sein d’'une molécule conjuguée
de longueur a. Moyennant certaines approximations, ce systeme est analogue a celui d'une particule
sur un segment ou dans une boite unidimensionnelle. Le comportement de cet électron est décrit par
la fonction d’essai :

on(z) = 2" (@ — x)" (29)

Afin de simplifier le probléme, on prendra a égale a I'unité de longueur et {¢, ()}, _, ,. Ainsi, la
fonction d’essai "globale” de ce systéme s’écrit :

=> cron() =c1 x(a— )+ 02 2° (a — 2)° (30)

Nous souhaitons estimer 1’énergie totale de l'électron par la méthode des variations linéaires
(Méthode de Ritz).

1) Déterminer les coefficients de la combinaison linéaire ¢; et cy. Ecrire l'expression de v(z)
conduisant a la meilleure combinaison linéaire possible (au sens de I’énergie minimale).
h2

2) Estimer I'énergie variationnelle E. Comparer le résultat obtenu & 1’énergie exacte Fy = Sma
ma

Commenter B
3) Comparer le graphe de ¢(x) a celui de la fonction d’onde exacte de la particule sur un segment
dans son état fondamental, soit :

Yo(z,a =1) = V2 sin(r x) (31)
4) L’analogie avec la particule dans une boite unidimensionnelle est-elle justifiée ?
On donne :
1 m!n!
2" (1l —a2)"de = ——— 32
/0 ( ) (m+n+1)! (32)
et,
V= Eo T (33)
e) Solution A partir du déterminant séculaire 7:[@» — E@Z’j = 0, écrivons ses éléments pour

1,7 =1,2 soit:

|7{11 - EOH H12 - EOU —~0 (34)

H?l - E 021 7'122 - E (922

La base des fonctions propres {¢1, @2} est orthonormée = (911 =0y =1¢t Oy =00y =0. Dun
autre coté l'opérateur hamiltonien est hermitique = ’ng = 7{21, ainsi le déterminant séculaire se
réécrit selon :

=0 (35)
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Ecrivons d’abord 'hamiltonien du systeme :
—h? d?
— —+ W (36)

Calculons ensuite les termes matriciels Hi1, Hoo et Hiz = Hoq.

Fi = [ er(o) Aler(a) do

1 h2 d2
:/0 z(l—x) [2md2+%$] z(l—x)dr

[ [ )

2

/{)133(1—1;) [Z

:l /leu—x)d“vo/ol x3(1—x)2dx]

h? 111! 312! h? 1
b= Mm+%@kqbn%]

+V0x2(1—x)1 dx

SR

g

2m da?
—h? d*(z* — 22% + %) 3 9
= (1-— 1-—
/ ) [Qm 702 +Vox® (1 —2)°| do

2

h2 1 1
SRl e e [t e v [0 oral
2 12121 124121 156!2! 413! N 2
m | 5! 7! 9! 8! m

1 B2 2(p2 _ 9 od | 6
:/ x(l—a:)l R d*(z* =22 +x
0

2m dax?
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2

1
:/ x(l—x) [1(1—12$2+15x4)+\/gx3(1—x)Q] dx
0

:[hZ UO z(1— ) g;—12/ (1—2) dx+15/ 1—x)dx]+%/lx4(1—x)3d$]

m
N N Vo h?
= Fhiz = o = [280771 m]
Le déterminant vaut :
(Hi = B) (Aa— E) = HLE =0 (37)

Apres réarrangement nous obtenons :

2 — (7:[11 + 7:[22) E+ 7:[11 7:122 - 7'2%2 =0 (38)
En posant E = r, A=1 B = (?:[11 + ’}:[22> et C = 7:[11 ’}:[22 — 7—2%2, nous obtenons le polynéme

de second ordre suivant : Ax? — Bx + C = 0. Le discriminant vaut A = B2 —4AC. Si A > 0 les
VA - B —VA-B

racines valent : x; = ECV R et x9g = 5 Ainsi,
El _ \/(7:[11 + 7’122)2 _4 (7:[11 ?22 — 7"2%2) + (?—211 + ’}:[22) (39)
- (Pl 4 H)” 4 (ﬁn;%m —T2) + (P + o) "

Rappelons,
N h? 1
Hi = [6 + Vo 601
N h?
Hoo = [m x 0.20 4+ 242.90 x VO]

0.0l x &
280m “m

~ ~ Vi h?
Ty = Ho = [ - ]

En adoptant le systeme des unités atomiques, posons h = m = Vj = 1. Ainsi i ~ 0.18 [Ry],
Hoo ~ 243 [Ry] et Hio = Hoy ~ —0.01 [Ry]. Ainsi I’énergie minimale est enregistrée pour la deuxieme
racine soit :

E, ~ —4.31 [Ry] (41)

En remplacant cette valeur dans le systeme matrlclel . nous obtenons : ¢; >~ 0.002 co. En tenant
compte de la condition de normahsatlonﬂ c? + c2 = 1, nous obtenons ¢, = 10 = ¢; = 0.02 et la
fonction d’essai prend la forme :

Y(x) = 0.02 2 (a — x) + 10 2% (a — x)? (42)
1 2

3. Nous rappelons que O12 =021 =06t O3 = Ogp = 1.
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Exercice © = (§
Montrer que :

+oo 9 +oo 9
/ e " d;z::2/ e " dx
0

— o0
+o0 9
/ ze T dr=0

—00

Exercice @ = (5
Calculer en utilisant la méthode des variations, I’énergie de I’état fondamental de I'atome de Hélium.
L’hamiltonien du systéme s’écrit :

~ h? 2¢2 1 1 e? 1
A=l [V - [ ] - 43
2TTL{ 1+ 2} 471'60 7”1+7’1 +47T607’1’2 ( )
Négliger I'interaction électron - électron.
Exercice @ = ()
L’hamiltonien de 'oscillateur harmonique est :
. h? dx? k a?
- i 44
7 2 1 dx? + 2 (44)
—~——
pot. harmonique
Avec p est la masse réduite. La fonction d’essai est donnée par :
g =e 0% (45)

Avec [ est le parametre variationnel.

1) Calculer par la méthode variationnelle 1’énergie de I’état fondamental de 'oscillateur harmo-

hv
nique. Comparer le résultat obtenu a I’énergie exacte Fy = —. Commenter

2) Refaire le méme calcul en changeant I'expression de I'énergie potentielle V(z) = cz*. Commen-
ter

Exercice @ = (§)

Un électron 7 astreint a se mouvoir le long d’une molécule conjuguée de longueur a (0 < z < a). La
fonction d’essai s’écrit comme une combinaison linéaire des deux premieres fonctions propres d’'une
particule dans une boite unidimensionnelle soit :

2 T 2 2mx
¢c:culsin<ﬂ>+culsin< t > (46)
a a a a
La position moyenne de 'électron est (x) = a/2 et la variance associée & la position vaut o2 =
2
a 6
— 91— :
12 { w2 n? }

1) Montrer que pour n trés grand, (x) et o2 sont accord avec leur équivalent classique.
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2) Calculer en utilisant la méthode variationnelle I’énergie de 'état fondamental de électron 7.
On donne,

Vox si 0<ax<a/2
V(r) = (47)
Vola—2x) si a/2<zx<a

Gardez le méme énoncé et remplacer la fonction d’essai par :

= [(+2) o (-] ”

Avec « est le parametre variationnel et ¢ est la constante de normalisation.

Exercice @ = ()
Un électron 7 astreint a se mouvoir le long d’une molécule conjuguée de longueur a (0 < z < a).
La probabilité de trouver la particule sur la position x et x 4+ dx est donnée par :

p(z)dx = 2 sin? (nwas) dx (49)

a a

1) Montrer que p(x) est normalisée.

2) Calculer la probabilité de trouver la particule sur la portion 0 a a/2.
3) Calculer la position moyenne de la particule. Commenter.

4) Calculer la variance associée & la position o2 = \/(z2) — (z)°.

On donne :

xr sin(2ax)

) _ 4
/sm (az)dr = i P

2 (2 5
/ T Sin2(a x)dr = :EZ _ 7 SH;(QOUE) B COSé O;zx)
3 2 1 5
/ o sin(aw) do = % - (49604 - W) sin(2az) — W

Exercice @ = (3) 3
Nous souhaitons déterminer 1’énergie de 1’état fondamental £’ d’un oscillateur harmonique. Compte
tenu de la symétrie du probléme, nous considérerons une fonction d’essai de la forme :

~ s s
=cos(axr) avec — —<zx<— 50
Yo () 207 T 2« (50)
Avec o étant le parametre variationnel. Comparer le résultat obtenu a 1’énergie de 1’état fonda-
mental exacte Fy = 5 hw. Nous rappelons 'hamiltonien de ce systéme :
h d®  ka?

P L i 1
7 2ud3:2+ 2 (51)
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Exercice ® = (§)
En utilisant le théoreme variationnel, calculer la limite supérieure pour I’énergie de 1’état fonda-
mental. Utiliser la fonction d’essai normalisée suivante :

() = G_f 2(a - ) (52)

Exercice ® = ()
Nous souhaitons déterminer 1’énergie de 1’état fondamental E d’un oscillateur harmonique. Nous
considérons une fonction d’essai de la forme :

~ 1
T)=——— 53
= (59)

Afin de faciliter la résolution des intégrales, on donne :
/+°° dx _ 2n—3)2n—=5)2n—7)... ()7 (54)
—o0 (1 +w2)” (2n—2)(2n—4)(2n —6)...(2) Va
teog?dr (2n—=5)2n—T)...(1)w

/. (Ltae?) -2 4. (7a (55)

III. Méthode des perturbations

Cette méthode est largement utilisée pour le traitement quantique des systemes complexes de type
polyélectroniques (atome, molécule, agrégats ... etc) afin de résoudre 1’équation de Schrodinger. Dans
ce chapitre il est question uniquement de la méthode des perturbations indépendante du temps.

s,

A. Systéeme quantique non-dégénéré
Nous examinons dans cette section le cas ou aucun état propre du systéme de référence (sans

perturbation) n’est dégénéré. Le principe de base de cette méthode d’approximation repose sur la
décomposition de I’hamiltonien du systéme en deux contributions distinctes :

H=HO +~HD (56)

Dans cette configuration les fonctions propres 1/1,(60) et les valeurs propres E,EO) sont supposées connues

avec exactitude, soit :

O 40 = B0 ) o

La deuxiéme contribution 'y'}:l(l) constitue la perturbation du systéme. Une correction de ’hamil-
tonien sans perturbation HO. Le parametre v << 1 est un facteur d’échelle. Lorsque v = 0 cela
signifie que le systeme n’est soumis a aucune perturbation. En revanche, lorsque v = 1 cela signifie
que le systeme est totalement perturbéﬂ Toute la problématique consiste a trouver les fonctions et
les valeurs propres de I’hamiltonien global H :

HY, = B, U, (58)

4. 11 faut comprendre que le passage de 1’état non-perturbé (y = 0) a I’état perturbé (v = 1) se produit & travers une infinité
d’états intermédiaires v+ €,7 + 2€,v + 3, ...
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Un développement en série des vecteurs propres ¥, et des valeurs propres Fj donne :
U= + 700 + 97 0” +0(°) (59)
et,

E,=E" +7EY + 2 E® 4 0(?) (60)

La quantité O(y?) exprime les termes d’ordre supérieur ou égale a trois. L’influence de ces termes
n’est pas significative. Tenant compte des équations , , et il en ressort :

RO+ A0 [0 470 1170 = [ 47 B 47 B] [0+ 7 + 0]

o [ RO [0 30l + 4207 — [E 4 B 15 B [ 4 el 4ol = o

La distribution terme par terme et la factorisation de v conduit a :

v [HO G+ HOGY B0 - B 6T [RO0Y + 71O - BO 0 - BV 0D - BP0 =0

7 [ = B 4000 - BY)] 4 [0 B+ PR - B+ 0P R0 - BY)] =0
(61)
Les termes en O(v3) n’interviennent pas dans les calculs. Commencons par le terme de premier
ordre en 7 :

7 [ A = B+ (R - BY)| =0

= [W A = B+ P (RO - B =0

Multiplions a gauche par le conjugué de 7,&,5;0) soit @D,go)* et intégrons :

(SOOI~ B (O ) + (OO — B (i) =0
)

=1

1 0) 93 0 0) 47 1 0
= B = (0 HOW”) + (0 HOW ) - BY (0 1) (62)
Avec H® étant un opérateur hermitique, nous pouvons écrire :
0) 4 1 > 0)(.,.(1 0 0).,.(1
(ALY = (HO 1) = B (w g1 (63)

Injectons dans ([62)) nous obtenons 'expression finale :

B = (7 HO ) (64)

C’est 'énergie de la perturbation au premier ordre en . Calculer E,gl) revient donc a déterminer
la moyenne de l'opérateur perturbation dans I’état non perturbé zpff). Il en résulte que la méthode
des perturbations est conditionnée par la possibilité :

1) D’une décomposition de I'hamiltonien global en deux contributions. Une premiére partie prédominante
H(© décrivant le systéme en absence de toutes perturbations. Une deuxiéme partie v H ") tenant
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compte uniquement de 'effet de la perturbation du systéeme en question.

2) De connaitre exactement les fonctions propres 1/},&0) du terme non pertubatif.

Cherchons désormais la fonction d’onde "perturbée” w,(fl) au premier ordre. Cette fonction se
développe linéairement sur la base orthogonale des fonctions propres de H®, soit :

O =3 cunt” (65)
1
D’un autre coté nous avons déja écrit pour la perturbation de premier ordre :
= [W A = B+ P (RO - B =0 (66)
En substituant dans il vient :
A = D) + 3 e (RO - BY) =0 (67)
1
= e (KO = B") " = —(HY — B) g (68)

Multiplions a gauche par 1/11(0)* et intégrons :

e (U THO W) — B (010 = = (4O AV - BY (0 19)”)
S

—_——
=1 =0

(WO O - B = — (0 RO )
cu | B = BY] = = (0" 1)

Py

0) 4] 0 0) 14 0
RO (e ARY) )
Kl = — =
EO _ 5O EO _ 5O
Ou Py est appelé dans la littérature intégrale de perturbation. Il en résulte I'expression finale de
la fonction d’onde globale du systeme :

Uy, = o) +

=0, = +9 o (70)

= B EZ(O)

w(l)

Avec un raisonnement similaire, c’est-a-dire en identifiant les termes en v? & partir de (61]), nous
obtenons les corrections du second ordre suivantes :

P2
E}g) _ Z kl

EORE=O) (71)
7 B - B
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Et pour la fonction d’onde perturbée au second ordre :

Pkl Psl . Pkk Pks
(B - E?) (B - EO) (B - )

En additionnant a nous obtenons la fonction d’onde “globale” du systéme en tenant
compte des corrections des premier et second ordres :

SyP = Y $O (72

Ik, sk

Py 0) 2 P Py Pre Prs 0
=>‘I’k=¢/(fo)+72ﬁ¢l + Z 0 0 0 0\ 0 0 ¢§)
Ik E;E ) _ El( ) Ik sk (E,E ) _ El( )) (E,(~C ) _ B )) (E( ) _ El ))

e e

(73)
Ses valeurs propres correspondantes s’obtiennent suivant :
_ 0 P

Ey=E. 4+ Py +>_ (74)

0 0
ok By - B

2)
Ek

Il est possible d’atteindre n’importe quel ordre en suivant le cheminement développé pour la
correction du premier ordre. Il faut noter toutefois que la manipulation de ’expression est lourde,
tres souvent les interactions intramoléculaires, matérialisées par les intégrales P, sont négligées au
détriment des interactions intermoléculaz’r@sﬂ Par conséquent 1’équation devient :

Py Py 0
S U=90 7Y g Y 2 v
& Y — g0 e (BY - B (EY - EO)

(75)

B. Systéme quantique dégénéré **
Dans ce cas de ﬁgure qui tres fréquent, nous tacherons de répondre a la question : parmi les

fonctions propres de H(©), quelle est la fonction qui servira au calcul de la fonction d’onde perturbée ?
Mathématiquement, la fonction d’onde d’'un état n fois dégénérés est :

o =3 e (76)

n

Pour la perturbation de premier ordre, nous avons déja écrit :

0) /4 1 0
VAO - BN +oPHO - E”) =0 (77)
Par substitution de dans nous obtenons :

OHNAHO —ED) = =3 6, (HY — EM) o) (78)

n

Multiplions a gauche par wkm (le conjugué complexe de 1'une des fonctions de la base ¢k n) et
intégrons :

(P HO ) = B = =3 e [(GinHO L) — B (¢ lvin)] (79)

5. Cette approximation trouve une application notamment dans la théorie des orbitales frontiéres
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Avec H© étant un opérateur hermitique, nous pouvons écrire :

0) 177 1 0) 177 1 ? 0 1 0
(VL HO ) = (WL HO w0 ) = (HO w0 [vi) = B

Avec,

De (|79) nous en déduisons :

> e [HG), = 0mn BV =0 (80)
= [HG), = 0mn B] =0 (81)

Ecrivons ce déterminant séculaire pour n =2 (m =n) :

7'2511) 7:[512) (1) 511 512 o
A ) B X s s =0
Hay Ha 21 T2

La base 1&,(6?7)1 étant orthogonale : 9o = 619 = 0 alors :

(A H )

Y Ty — By 0

La résolution de ce déterminant donne un polynome caractéristique d’ordre deux en E,El). Les

racines de ce polynome sont E,gll) et E,EIQ) Nous terminons cette section en disant que la théorie des

perturbations consiste en une succession de corrections d’un probleme non perturbé. Les méthodes

des variations et des perturbations sont susceptibles d’obtenir de trés bons résultats si elles sont
appliquées de facons correcte et rigoureuse.

Exercice @ = § .
Identifier les termes H(®, HM, O et E© pour les problémes suivants :

1) Un oscillateur gouverné par le potentiel :

kx® ~ya® a2t
Vi) = 82
= "% T u (82)
2) Particule dans une boite a une dimension.
] 0 0<z<a/2
Viz) = { b a/2<z<a (83)
3) Un atome d’hydrogeéne soumis & champ électrique d’intensité |€]. L’hamiltonien du systéme
s’écrit :
. n? _, e?
=——V‘- 6 84
H ™ 47T€07’+66COS (84)

Exercice ® = (5
Un électron 7 astreint a se mouvoir le long d’une molécule conjuguée de longueur a (0 < z < a).
Sur la portion x = a/4 & v = 3a/4 la particule est régit par le potentiel V(z) = ¢. En dehors de
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cette portion le potentiel est nul V(x) = 0.

1) Calculer 'énergie de la premiere correction E™ pour :

a- L’état fondamental Efgl.
b- Le premier état excité E,(QQ.

2) Déterminer la fonction d’onde normalisée de la correction de premier ordre en utilisant jusqu’a
n = 4 des fonctions d’onde non perturbées. Désormais la particule est régit par le potentiel

V(z) = gp sin (%) sur tout le segment.

1) Calculer la correction de second ordre de 1'énergie de 1’état fondamental du systéme perturbé
en utilisant jusqu’a n = 4 fonctions d’onde non perturbées.

Exercice @ = (5
Le potentiel de Morse décrit 1’énergie potentielle d’interaction d’'une molécule diatomique. L’ex-
pression de ce potentiel est :

V(z) =D (1 —eP7)? (85)

Avec D et [ sont des parametres d’ajustement pour un systeme donné. Par exemple pour Hj :
D=761x10""*et 8 =0.019pm™ .
1) Montrer que le potentiel de Morse peut s’écrire :
h? d?

A_—ii 2 3 4 “ .. n
H = 5 g2 T A% +bx” +cazt 4+ -+ 0(2") (86)

2) Exprimer les parameétres D et § en fonction des coefficients du développement en série ci-dessus.

3) Identifier les termes H©, (@ et E©.

4) En utilisant la méthode des perturbations, calculer I’énergie de la premieére perturbation. La
fonction d’onde est :

O@ =[] e (57

(1/4) ,
-]

Intégrales utiles en Chimie Quantique, pour n > 1 nous avons :

o 2 1 1
—az® g — [ Z
/0 © =35\ 3

n!
2 anJrl

00 g 1-3-5---(2n—1)\/7
2n ax

dr = -

/0 ve o ontl gn o

 ont1 2
/ VT e do =
0
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IV. Annexe : Rappels de quelques notions élémentaires

Nous aborderons ces rappels en résolvant en détail le probleme du comportement d’une particule sur
un segment de droite. En effet, afin d’appréhender la notion de quantification de I’énergie électronique,
nous modéliserons 'électron d’une liaison 7 par le modele de la boite de dimension a. L’élection 7
est astreint a se mouvoir du fait de la conjugaison et de la délocalisation au sein de la molécule
de Butadiene de longueur a. L’élection m de la molécule n’est pas ionisé, par conséquent il n’y a
aucune raison pour que cet électron quitte la molécule. Ainsi, la densité de probabilité de présence
|U(x,t)|? de I'électron est nulle en dehors de la molécule. En outre, nous prenons 1'énergie potentielle
de I’électron comme origine des énergies V(0 < x < a) = 0. Afin de décrire le comportement (position,
énergie, quantité de mouvement, densité de probabilité de présence) de 1’électron en question, il va
falloir résoudre 1’équation de Schrodinger en tenant compte des conditions aux limites :

U(x=0,t)=V¥(r=a,t)=0 (88)

Ces conditionsﬁ expriment l'impossibilité de retrouver I'électron aux extrémités x = 0 et x =
a. Nous comprenons ainsi que le probabilité de retrouver 1’électron diminue lorsque le potentiel
électrostatique augmente. Lorsque ce denier tend vers l'infinie aux extrémités, la probabilité de
trouver la particule devient nulle. En définitive, les conditions peuvent étre interprétées comme
une valeur infinie du potentiel aux limites du segment (de la molécule de Butadiéne pour notre cas).
Pour ’électron de masse m, 1’équation de Schrodinger a une dimension est donnée par :

oV (x,t h? 0?2
jhét’) = <_2m 922 + V(x)) U(z,t) (89)

Dans ce modele ’énergie potentielle est indépendante du temps V(x,t) = V(x) (est donc par
ricochet I'hamiltonien du systéme est également indépendant du temps). L’électron est "isolé”, ne
subissant aucune force extérieure. Dans ce cas de figure, il s’agit des états stationnairesﬂ de I'équation
de Schrédinger. Par voie de conséquence, la fonction d’onde W(z,t) s’écrit comme un produit d’une
fonction ”spatiale” par une fonction "temporelle” invariable pour ’ensemble des états quantiques de
la particule.

U(z,t) = pn(x) x f(1) (90)
Cette équation nous informe que si I'on connait la fonction d’onde a l'instant %y, on la connaitra
aussi & tout instant ultérieur ¢. L’expression de la fonction f(¢) est invariable. Injectons 1’équation

dans .

) B0 _ (I Pt

0 — (- Tl vyt 100 o)

Lo 1 (R P
jjhf(t) ot pu(x) <_2m 0z?

Terme 1 Terme 2

V() %(@) (92)

6. En outre, les conditions aux limites expriment le confinement spatial de I’onde de matiére associée a 1’électron entre

les limites * = 0 et * = a. Ce confinement entraine la quantification de ’énergie de ’électron en question. Il existe une
a

analogie élégante avec une corde vibrante de longueur a dont les longueurs d’onde permises sont A = — avec n=1,2,3 ...
n

Cette quantification des longueurs d’onde tient au fait que la corde vibre entre deux extrémités séparées par la longueur a.

7. Une grandeur stationnaire ne signifie pas qu’elle n’évolue pas au cours du temps ou qu’elle est dans un état d’équilibre.
C’est plutét la variation au cours du temps de la grandeur en question qui est constante a tous les instants du temps. Donnons
I’exemple d’un mobile qui roule a vitesse constante d’un point A vers un point B. Ce mobile est dans un état stationnaire car
sa vitesse (donc son état dynamique), ne change pas au cours du temps, mais cela ne veut aucunement dire que le mobile en
question est immobile.
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L’égalité exprimée par I'équation (92)) est satisfaite uniquement dans le cas ou les deux termes
sont égaux a la méme constante. Le deux termes ont clairement la dimension d’une énergie (Joule).
Notons cette constante de séparation E,, soit :

1 0f(t)

ft) ot

1 <_ h? 0%p,(x)
on(z) \ 2m  Ox?

La solution de la premiere équation différentielle est triviale et donne :

—F,
(93)

V@) o)) = B,

f(t) = P avee Refe™d Pt = cos(wi) (94)

Résolvons la deuxieme équation différentielle.

R 0%p,(x)
(30 o521V @) ) = B0 (99
Avec E, est I'énergie totale de 1'électron et m sa masse. Nous avons déja écrit V(x) = 0.

Ppu(r)  2mE,

orz h?
———
52

pn(r) & () + 7 pu(x) =0 (96)

Ecrivons le polynoéme caractéristique de 1’équation qui devient :

Nt =023, = =0, =28 = Ao = £5/8 (97)
La solution générale de 1’équation prend la forme :
pn() = 1 €M7 4+ " = ¢y /7T 4 eI (98)

Afin de simplifier les calculs, écrivons 1’équation sous forme d’une combinaison de fonctions
sinusoidales. Utilisons pour cela la formule d’Euler :

e*7% = cos(f) £ j sin(h) (99)
A partir de ’équation :

on(z) = ¢1 cos(Bx) + 17 sin(fx)+ ca cos(Bx) —caj sin(fx)
= (c1+ ) cos(Bx) + (1] — j o) sin(Bx)
—— —

ca€R cg eC

= @n(z) = ¢4 cos(Bx) + ¢ sin(fx) (100)

Les constantes ¢, et cg sont déterminées a partir des conditions aux limites, soit :

on(x=0)=1c,=0
on(r=a) =0=c, cos(fa)+ cs sin(fa)
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= ¢u(r =a) =cgsin(fa) =0 (101)

Cette équation est nulle dans deux cas de figure. D’abord si cg = 0 dans ce cas il en résulte
co = g = 0 = @,(r) = 0 c’est une solution triviale qui n’est pas intéressante d’un point de vue
physique. Ensuite, la deuxiéeme condition si|§| :

cg#0=sin(fa) =0= Fa=nnm, avec neN" (102)
Ainsi, la solution de 1’équation est :

nmTT 2mkE, nmw
2 a
Cette solution décrit 'amplitude spatiale de 'onde de matiere associée a 1’électron en fonction de

la position. L’énergie totale de I'électron 7 est quantifiée par le biais du nombre quantique principal

n, soit :

(103)

on(z) = cs sin( ) avec neN' et [=
a

h2 2 n?
E,=—— 104
2m a? (104)
La fonction d’onde associée & l'électron délocalisée est :
on(z) = g sin (nﬂ$) (105)
a

La constante cg est déterminée par la condition de normalisation (ou condition de conservation de
’électron dans la molécule de Butadiéne) :

/a lon(z)Pde =1 = ¢ /a sin? (nwm) dr =1 (106)
0 0

a

Afin de résoudre cette intégrale, nous devons linéariser le sinus en exploitant la relation trigo-
nométrique suivante :

cos2x = cos’ x — sin’x = 1 — sin’x — sin’r = 1 — 2sin’z (107)
1-— 2
= sin?z = % (108)
o [* . o(NTT C,26 @ a nmwx
:>cﬁ/sin< )dazz/dm—/cos( )dle
0 a 2 Jo 0 a
2 A ra a 2
8 a 8
= 2 2= = 1= c5=/=
2 [:E]O_F ™ a ]0 6 a

L’expression finale de la fonction d’onde ¢, (z) associée a la valeur propre E,, est :

(109)

h? 72 n?
E,="2" "
2m a?

8. Les valeurs négatives de n sont négligeables, car elles changent simplement le signe du sinus
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A partir de 'expression de I'énergie totale, nous constatons que plus la longueur de la molécule
conjuguée est grande plus I’écart entre deux niveaux successifs est grand, et inversement. En effet, plus
a est grand plus nous nous approchons du cas ou ’énergie est continue. Dans la figure ci-dessous, nous
avons tracé les profils de la fonction d’onde et de la densité de probabilité de présence de 1’électron
dans la boite quantique (ou bien dans le puits de potentiel).

9,00

0,00

o, 00

FIGURE 1: Représentation schématique de la fonction d’onde ¢, (z) et de la densité de probabilité
de présence |p,(z)|* pour les trois premiers niveaux énergiques

On observe que la densité de probabilité de présence de 1'électron présente des minimums et
des maximums suivant des points particuliers qu’on appelle noeuds. Les maximums traduisent les
positions privilégiées de 1’électron. Les minimums signifient que ’électron ne peut se trouver aux

positions correspondantes.

La fonction d’onde "globale” sur la longueur de la molécule de Butadiéne s’écrit alors :

U(x,t) = li:j Cn gon(x)] x e I Ent/h (110)

2 2 3 N -
= U(z,t) =/— |c sin T + ¢9 sin oy + ¢5 sin omy + .-+ ¢y sin Y| « eI Ent/h
a a a a a

Le spectre des valeurs propres correspondant est :

L’écriture traduit le principe de superposition des états quantiques de 1’électron m. Cela
signifie concretement que tant qu’on ne cherche pas a mesurer 1’énergie totale, 1’électron 7 possede
simultanément toutes les valeurs du spectre énergétique . Si 'on décide de mesurer son énergie
totale, on obtiendra aléatoirement 'une des énergies du spectre. La probabilité d’avoir 1’état quantique

{Ei, pi(x)} est :
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P=laf = (a@w@)? = [ [ s v ad]

h? 7?9
Supposons que la mesure de I'énergie totale de I'électron donne E3 = ————. La fonction d’onde
ma
décrivant 1’électron, faisant objet de la délocalisation est immédiatement :

s (x) = ﬁ sin (37;5”)

Une deuxieme mesure de 1'énergie totale de 1’électron, réalisée immédiatement apres la premicre
donnera lieu & la méme valeur propre E3 avec une précision infinie. Ceci est vrai car ys(r) est une
fonction propre de I’hamiltonien H.

Exercice @ = (3
L’état quantique d'un électron 7 faisant I’objet d'une délocalisation au sein d’une molécule conjuguée,
est décrit par la fonction d’onde :

Avec a est la longueur totale de la molécule.

1) Déterminer la moyenne sur la mesure de la position (x). Commenter.

2) Déterminer I'incertitude commise sur la mesure de la position : o, = \/(z2) — ()?. Commenter.

3) Déterminer la moyenne sur la mesure de I’énergie totale (£). Commenter.

4) Déterminer lincertitude commise sur la mesure de lénergie totale : op = \/(E2) — (E)”.
Commenter.

Exercice @ = (5
La structure chimique de la porphyrine est la suivante :

FIGURE 2: Structure chimique bidimensionnelle de la porphyrine

Cette molécule entre dans la composition de 'hémoglobine et assure le transport du dioxyéne dans
le sang. Cette molécule dispose de 18 électrons 7 se délocalisant par conjugaison. Elle a une structure
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planaire, par conséquent nous pouvons considérer un déplacement des électrons 7 sur une surface
rectangulaire a x b. Un électron 7 de la conjugaison est régit par I’équation de Schrodinger :

_hQ 621/1<x7 y) + 82¢(x7 y)
2m 0 x? 0y?

Avec les conditions aux limites suivantes :

= Ey(x,y) (112)

Y(x,0) =(z,b) =0 0<z<a
(0,y) =(a,y) =0 0<y<b
1) Calculer la fonction d’onde 1 (z,y) solution de I’équation de Schrodinger ci-dessus.

2) Montrer que I’énergie totale de la particule s’écrit sous la forme :

2.2 2.2
n;  hn

ma?2  mb?

*
Eoom, = Ny Ny €N

3) Identifier les états dégénérés pour les dix premiers niveaux d’énergie. Prendre a = 3/2b.

Exercice © = (5)
La longueur de la molécule de Butadiéne vaut approximativement 6.40 A°. Calculer la probabilité
de localiser 1’électron 7 sur le segment x = 0 a x = 2.20 A°, pris dans son état fondamental.

Exercice @ = (5
Montrer que la probabilité associée a 1'état 1, (x) pour Iélectron m qui se meut sur une molécule
conjuguée de longueur a obéit aux relations :

1
1 si n est pair
p(0 <z <a/d) = (113)
1 (_1)(n—1)/2
R w— si n est impair
™n
et,
1 . .
1 Sl n est pair
pla/4 <z <a/2)= (114)
1 (_1)(n71)/2

-4 sin est impair
4 2mn P
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