Série 11

Exercise 1 Soit

1- Calculer

2- Montrer que la fonction

n‘admet pas de limite au point z = 0.

Exercise 2 1- Ftudier la continuité des fonctions

au point z = 1.

Exercise 3 Soit f une fonction de C dans C. Démontrer que si f est
holomorphe, les conditions sutvantes sont équivalentes,

(i) f est constante.

(i1) Re [ est constante.

(i1i) Im f est constante.



En déduire que la fonction g définie sur C en posant pour tout

nombre complexe z, g(z) = |z| n’est pas holomorphe.



Exercise 4 Soit f une fonction holomorphe de C dans C. On pose pour tout
élément z =x +1iy de C, f(2) = P(z,y) +iQ(z,y). On suppose

qu’il existe des nombres réels a,b,c non tous nuls, tels que 'on

ait aP(z,y) + bQ(x,y) = ¢ pour tout élément (z,y) de R2.

Démontrer que f est constante.

Exercise 5 (a) Montrer que si f est une fonction holomorphe dans un

ouwvert U de C, f(z) = P(x,y) +1iQ(z,y) alors
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(b) Existe-t-il une fonction holomorphe dans U = {z € C / x # 0}

telle que P(x,y) = e¥/* 2

Exercise 6 Montrer que la fonction f définie dans C par f(z) = zRe(z), est

seulement dérivable au point z = 0. Calculer f'(0).

Exercise 7 (a) Montrer que la fonction définie par

P(z,y) = e “(rsiny — ycosy)

est harmonique.

(b) Déterminer Q telle que f(z) = P +1iQ) soit analytique.



Solutions de la série 11

Solution 1 1- On a,

lim f(z) = lim2? = 4% = —1
lim g(2) = lim 2* = i* = —1.

2- on a,

iarg(z) ) )
lim h(z) = lim = lim 2] — lim ¢'8(2) = glare(=)
z—0 z—0 |z| z—0 |z| z—0

on voit que la limite de h(z) quand z tend vers 0 dépent de I’ argument de z

et donc la limite de h(z) quand z tend vers 0 n’existe pas.

Solution 2 7- Comme

lim f(2) = lim2? = i* = —1 = f(i)

zZ—1 zZ—1

f est continue au point z = 1.
Comme

limg(z) = lim2* =i* = —1 # 0 = g(i)

zZ—1 zZ—1

g n’est pas continue au point z = 1.

Solution 3 (i)=>(ii). Si f =Re f+ilm f = P +1iQ est constante sur C, alors

d’ot
oP oP
2 i - —

Par conséquent, la fonction a deux variables Ref = P est constante sur C, car ses dérivées

4



partielles % et %—1; sont nulles sur l’ouwvert connexe R2.

(11)=>(iii). Si Re f = P est constante sur C, alors

V(z,y) € R?, 5 (@,9) = a—y(w,y) = 0.

Comme f est holomorphe sur C, les dérivées partielles de P et Q) vérifient les conditions
de Cauchy-Riemann sur R?

oP oQ OP 0
2 —_— = — _— = ——
V(z,y) € R, o (z,v) a (z,y) et o (z,y) F) (z,y).

On obtient, donc

_ R

V(l',y> €R27 —(x,y)— 8y <x>y):0

Par conséquent, la fonction o deux variables Imf = @ est constante sur C, car ses dérivées
partielles %—f et %—2 sont nulles sur l’ouvert connexe R2.

(111)=(i). Silm f = Q est constante sur C, alors

9Q

oQ
2 _ v —
V(z,y) € R?, —ax(x,y) o (z,y) =0
d’ot
- o 0Q 0Q _
Vz=uz+1yeC, f(z)——ay (z,y) +Zax (z,y) =0.

Par conséquent, la fonction f est constante sur C, car sa dérivée

f est nulle sur l’ouvert connexe C.

Supposons que la fonction g est holomorphe sur C. Comme la fonction g a pour partie
imaginaire Im f | la fonction constante nulle, d’aprés l’exo.1 sa partie réelle Ref serait
constante sur C, ce qui contredit l’hypothése que Ref = |z| = \/m n’est pas
constante sur C.

On en déduit que la fonction g(z) = |z| n’est pas holomorphe sur C.



Solution 4 On a
V(z,y) € R®, aP(x,y) +bQ(x,y) = c

En dérivant par rapport a x puis par rapport & y, les deur membres de cette derniére
identité,

on obtient un systéme de deux équations & quatres inconnues 2L, 2 99 ot 8Q
Bz oy’ Ox

G (z,y) + 052 (2, y)

0
, V(z,y) € R
a8 (x,y) + 052 (x,y) = 0

En transformant ce dernier systéme, o l'aide des conditions de Cauchy-Riemann sur R?,

on obtient un systéme de deux équations a deux inconnues 890 et BP
oP oP
= (x,y) —bS-(xr,y) =0
@ () = b, () , Y(z,y) € R%
b5 (2,y) +aGy(z,y) =0
a —b
Ce systéeme étant linéaire homogéne et son discriminant A = =a’>+0*#0
b a
(a,b,c non tous nuls), admet l'unique solution g = %1; =0.

Par conséquent Ref est constante sur R? et d”aprés l'exo.1 f est constante sur C.

Solution 5 (a) Comme f est holomorphe sur l'ouvert U, les dérivées partielles de P et

Q

vérifient les conditions de Cauchy-Riemann sur U

oP 0Q opP oQ

V(x,y)EU,%(x,y)Z%(x,y) et a—y(w,y)z—%(x,y)-

On obtient

’P  9*P 9 (OP\ O (0P 0Q oQ
V(r,y) €U, 82+8y or (87)+8_y(8_y) o (&U) 3y<%)0.



Ou, on a appliqué le théoréeme de Schwartz & la fonction Q).
(b) Non, il n'existe aucune fonction holomorphe dans U = {2 € C / = # 0}
telle que P(x,7y) = e¥/*, car

0P 9*P

Théoréme de Schwarz
Soit P, une fonction réelle de deux variables réelles, définie sur un ouvert U de R2.

Si les dérivées partielles a 'ordre deux existent et sont continues en un point (z,y)de U,

alors

Solution 6 On a

f(z) = zRe(2) = (v +iy)wr = 2° +izy = P (v,y) +iQ (z,y) .

La fonction f est de classe C*(R?). Cherchons les points (x,y) € R? ou les conditions

de Cauchy-Riemann sont vérifiées

ap oQ — —

- (T,y) = T,y 2v =x z=0
ra ( ) a;( ) .
8 (z,y) = =52 (2,y) 0=—y y=0

Comme la fonction f est de classe C*(R?) et que les conditions de Cauchy-Riemann ne
sont

vérifiées que par le seul point z = 0, elle est seulement dérivable au point z = 0.

Calculons
oP oQ
/ _vr 06/ _ . _
f'(0) = 5 (0,0) +i5= (0,0) = (0) +i(0) = 0.
Solution 7 En Calculant
Z—I;’ (v,y) = —e *(zsiny — ycosy — siny)
oP

By (x,y) = e *(xcosy —cosy + ysiny)



et

‘?;TI; (r,y) = e *(xsiny — ycosy — 2siny)

‘98271; (x,y) = e *(—xsiny + ycosy + 2siny)
on obtient
o?pP o0?pP

v<x>y) € Rz? W (a:,y) + 8_y2 ($>y> =0.

et donc P est harmonique dans R?.

(b) Déterminons la conjuguée harmonique () de P.

D’apres les conditions de Cauchy-Riemann,

oP 0qQ —ws )
G5 (:0) = 3¢ (@) = —e(wsiny — ycosy — siny).

On intégre par rapport ¢y (x fixé ),

Q(z,y) = /—e_x(m siny —ycosy —siny)dy = e “(zcosy + ysiny) + F(x)

ou F est une fonction arbitraire de x.

Toujours, d’aprés les conditions de Cauchy-Riemann,

or _ _0Q
dy  Ox

et
e *(zxcosy—cosytysiny) = e “(zcosy+ysiny—cosy)—F'(z) = F'(x) =0 = F(z) =c€R

d’ot

Q(xz,y) =e “(xcosy +ysiny) + ¢



est la conjuguée harmonique de P et

f(z)=P(z,y)+iQ (z,y) = e “(zsiny —ycosy) +1i (e“”(mcosy + ysiny) + c)

= e * (iz(cosy —isiny) — y(cosy +isiny)) +ic = e “(ive” ™V — ye¥) + ic

e —ye tic= (2t B)e — (z—D)e T i
= re — Yye 10C = —\ 2 zZ)e — —\Z — Z)e 1C.
y 2% 2%



