Série 111

Exercise 1 Soit la fonction

sim C — C

elZ _e—iz

z o sin(z) = S5

1- Montrer que pour tout z = x + 1y € C
sin(z) = sin xchy + i cos xshy.
2- En utilisant (1), montrer que pour tout z = x + iy € C

|sin(z)| = \/sin®x + sh?y.

3- Calculer

sin(m +iln(2 + JS))‘ .
4- Que peut-on déduire pour le module de sin(z).

Exercise 2 1- Résoudre dans C [’équation
sin(z) = 3.

Exercise 3 1- Calculer

Log(—i) et Log(—1).




2- En déduire qu’il existe un nombre z € C\ {0} tel que

Log(#*) # 2Log(2).

Exercise 4 1- Montrer les relations suivantes

sin(z) = —ish(iz) sh(z) = —isin(iz)

cos(z) = ch(iz) , ch(z) = cos(iz)
to(z) = —ith(iz) th(z) = —itg(iz)

cotg(z) = icoth(iz) | coth(z) = icotg(iz).

Exercise 5 1- Calculer

Exercise 6 1- Montrer que
arcsin(z) = —ilog (zz +V1-— 22> :
2- Résoudre (en utilisant (1)) ’équation

sin(z) = 3.



Solutions de la série 111

Solution 1 1- On a,

sin(z) = % =5 (7Y — e ) = % [(cosz +isinz)e ™ — (cosz —isinz) e?] = —% [cosz(e”
Y ey Y4 ey
= 7.COS m(u) + sinx(i) = sin xchy + i cos xshy.

2

2- On a d’aprés(1),

sin(2)| = \/sin2 wch®y + cos? xsh’y = \/sin2 z(1 + sh®y) + cos? xsh’y = \/sin2 x + sh’y.

3- D’aprés(2), on a

en(2+v5) _ o~ In(2+V/5)

2

sin(r +iIn(2 + V5)| = V/sin?(m) + sh(In(2 + V5)) = sh(In(2 + V5)) =
621n(2+\/5)_1 <2+\/5)2_1_ 8—1—4\/5 _,

2emHV5) 22 44/5)  2(2+/5)

4-On en déduit que la propriété |sinz| < 1, vérifiée dans R, ne l’est pas dans C.

Solution 2 On a,

el _ otz

sin(z) =3 < 5 =3 e —6ie " —1=0.
i

En résolvant [’équation
e** —6ie " —1=0.

On obtient

e = (3 —2V2), e = (3+2V?2)i.



D’ou les solutions

21:g+2k7r—iln(3—2\/§), keZ, 22:g+2k7r—iln(3+2\/§), kel

Solution 3 1- On aq,

3m 37w
Loa(—i) = In |—i| +i°2 = 225
0g(—i) = In| z\—l—zQ 5 ¢

Log(—1) = In|-1| + im = mi.
2- On en déduit de (1) qu’il existe z = —i € C\{0} tel que
Log(2*) = Log(—i)? = Log(—1) = mi # 3mi = 2Log(—i) = 2Log(z).

Solution 4 On a,

) eiz _ e—iz 1 eiz _ e—iz ‘ eiz _ e—iz ‘ .
sin(z) = — =3 <T) =—i <T> = —ish(iz).

Méme chose pour les autres.

Solution 5 On a,

— pilog(i) _ ,—ilog(i) efi[ln|i\+i(g+2k7r)] _ e(g+2lm)7 Le7
1F — elog(li) _ eilog(l) _ 6i[ln|1\+i(2k7r)} _ €2k7r7 keZ

(_1)\& _ 61og((_1)¢§) _ ex/ilog(—l) _ eﬁ[ln\—1|+i(7r+2k7r)] _ ei\/ﬁ(%—i—l)w’ ke

Solution 6 1- En résolvant l’équation

eV —e

y = arcsin(z) & siny = z & 5 =z —2ize —1=0.
i



On obtient

e =iz —V1—22 e =iz+V1-—22

D’ou
y; = —ilog (zz — V1 —z2) , Y = —ilog (iz—i— V1— 22)

ce qui équivaut a

arcsin(z) = —ilog (iz +Vv1— z2) :
2- On a d’aprés (1),
sin(z) = 3 & z = arcsin(3) & z = —ilog (3i + vV—=8) & 2 = —ilog(3i — 2iV2), 2 = —ilog(3i + 2iV/2

&z = —ilog(3 — 2v2)i, 2, = —ilog(3 + 2V/2)i

(:)zlzg+2k7r—i1n(3—2\/§), kez, 22:g+2k:71—i1n(3+2\/§), ke
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