Série IV

Exercise 1 Calculer lintégrale I = [ zdz
r

1) T est le chemin joignant le point (1,1) au point (2,4)

le long de la parabole d’équation y = x*.

2) I est le chemin formé des segments joignant (0,0) a (1,0)
et (1,0) a (1,2).

Exercise 2 Calculer [|2|* dz
v
ot 7y est le carré de sommets (0,0), (1,0), (1,1) et (0,1).

Exercise 3 Calculer les intégrales suivantes :

/ zdz

71

1 étant le chemin défini sur [0, 7] en posant v, (t) = e®.

/(z +1)dz
V2
Y2 €étant le chemin défini sur [0, 1] par vo(t) = (1 + )t.

/ dz
14 22

73

it

V3 étant le chemin défini sur [0, /4] par ~vs(t) = €.

Exercise 4 Soient o >0 tel que a #3 ety ={2€ C / |z| =a}.
1) Caleuler I = [ %

22—5iz—6
5
lorsque le point 21 appartient o l'intérieur de ~y



et le point 3i appartient a l'extérieur de 7.

2) Calculer I lorsque 2i et 3i appartiennent o l'intérieur de .



Exercise 5 Soient a,b des réels strictement positifs et I' U’ellipse d’équation

x2 y2
St =1

Trouver un chemin vy dans C d’image T et calculer [ %.
Yy
2

L dt _om
En déduire que / oo LT = b

0
Exercise 6 Soient U un ouvert de C contenant D,(0) et f une fonction
holomorphe dans U. Pour t € [0,27], on pose y(t) = €.

1) Calculer les intégrales :

11:/[2+z+ﬂ @dz et 12:/[2—,2—%} f(;>dz.

v Y

2) En déduire la valeur de :

2 I it 2 2 i i) qinn2
2 0/ F(e)ycos’(t/2)dt et > 0/ F(e™) sin(t/2)dt.



Solutions de la série IV

Solution 1 1) Calculons l'intégrale

2

]—/zdz—/ r—1y)d(z+iy) = /( T —ix )d(:c+¢x2):/(:c—m?)(1+2m)dx:9+gi.

2) Le chemin T est la juxtaposition des deuzx chemins I'y et T’y

I'=T1VvIy

ou I'y est le chemin joignant (0,0) a (1,0) et I'y est le chemin joignant (1,0) a (1,2).

Calculons l'intégrale
I = /idz = / Zdz = /zdz+/ zdz = /xda:—i—/ —iy)idy = /mdm—i—z/ —1y)d
r I 0 0

Solution 2 Le chemin v est la juxtaposition des quatre chemins 1, V2, V3 €t Y4

Y=YV VyVy

ot 7y, est le chemin joignant (0,0) a (1,0), 2 le chemin joignant (1,0) a (1,1),
3 est le chemin joignant (1,1) a (0,1) et v4 le chemin joignant (0,1) a (0,0).

Calculons lintégrale

/\z|2dz: / |z|2dz:/|z[2dz—|—/|z]2dz+/|z]2dz+/|z]2dz

Y Y1 V”/z Vy3Vya Y1 Y2 Y3 Y4

1 0 0
/ 2d1:+z/1—|—y dy—l—/ daz+z/y2dy
0 1 1

1

1 4 4 1
. 2 . - o 2 _ = i S S S
—/xdm+z/(1~|—y)dy /(9: + 1)dx z/ydy 3—1—32 37 3
0

0 0 0

= ——1—21.



Solution 3 Pour le calcul des intégrales, on utilise la formule

Y a
Calculons l'intégrale
/Zdz = /e”(ie“dt) = i/dt = i
71 0 0
Calculons lintégrale
1 1
/(z +1)dz = /((1 +i)t+1)d(1 +i)t = /((1 + )2t 4 (1 +4))dt = 1 + 2i.
Y2 0 0
Calculons lintégrale
w/4 ] w/4 ) /4 /4
/ dz / d(e™) / iedt 1. / dt 1. dt
= _ = —=—} | —— =—=1 [ —
1+ 22 1+ e2it 1+e2t 2 it 2 cost
V3 0 0 0 0
/4
1 t m 1 3T
= —¢ |In|tg(= + = = —iln|tg(—)]|.
i g<2+4>]0 it (2T)

Solution 4 Pour le calcul de l'intégrale, on utilise la formule

2mif (z0) st 2o est a lintérieur de

—(2) dz =

o st 2o est a l'extérieur de vy

1) Calculons lintégrale

dz dz dz dz
I = = =1 —1 =2mi (1) — 0= —27.
/22—51'2—6 /(2—2i)(z—3i) Z/z—Zi Z/Z—Bi mi (i) "

Y Y v Y

2) Calculons l'intégrale



dz dz dz dz
/22—52'2—6 /(Z—Qi)(z—?,@') 1/2_21. 2/2_31, mi (i)—2mi (i) =0

v v v v

Solution 5 Le chemin v dans C d’tmage I'

v: [0,27] — C

t  +—— 7(t) =acost+ibsint
Calculons par deux méthodes ’intégrale

dz

— = 2m

et

2 2 2w
/% _/d(acost+ibsint) _/—asint—l—z’bcostdt_/(b2—a2)sintcost+iab

z acost + ibsint acost + ibsint a2 cos?t + b2sin?t
y 0 0 0

dt.

Des deux valeurs de l'intégrale, on en déduit

2w

/ dt B 2
a2cos?t + b2sin’t  ab’
0

Solution 6 1) On va calculer les deuz intégrales

- en utilisant la formule

/f(Z)dZZ /bf(v(t))v'(t)dt



on calcule les intégrales

2 2

I = / {2 + 2+ ﬂ f<z)dz = z/ [2+e"+e7] fe)dt = z/ [2(1 + cost)] f(e™)dt

z
¥ 0 0

_ 4 / cos2(t/2) f (e dt

et

2 2

L _/ [z_z_ 1} f(z)dz_i/ 2 ¢t — o] f(e“)dt_i/[Z(l — cost)] f(e)dt

z z
o7 0 0

_ 4 / sin2(t/2) () dt

- en utilisant les formules intégrales de Cauchy

/f(z)dz =0

iy est fermé (un lacet) et

(2) p 2mif (z9) st zo est a lintérieur de y
2 =
: S 0 si zg est a lextérieur de vy
et

/ f(2) p ZFM)(20) st zp est a Uintérieur de v

—  _dz = ,
(z — zo)"H! . L
0 st 2o est a l’extérieur de vy

Vn > 1.



on calcule les intégrales

11:/[2+z+ﬂ @dzZQ/@dH/f(z)dH/fS)dz

v Y

= 2(2mif(0)) + 0+ 27 1'(0) = 2mi [2£(0) + 1'(0)]

et

12:/[2—2—%} @dz:zf@dz—/f(z)dz—/%dz

5
271

= 2(2mif(0)) = 0 — = f'(0) = 2mi [2(0) — f'(0)]

2) des deux valeurs des intégrales, on en déduit

2

% / F(e) cos?(t/2)dt = 2£(0) + F/(0) et % / F(et) sin2(t/2)dt = 2£(0) — £/(0).

0



