Série V

Exercise 1 Développer les fonctions données en série de Taylor en utilisant les

développements existants et trouver les rayons de convergence des séries :

sutvant les puissances de z —3
suivant les puissances de z

sin(2z + 1)  suwvant les puissances de z+1
suivant les puissances de 2z — 1

Log (2 —z) suivant les puissances de z

Exercise 2 Développer en série de Laurent les fonctions dans les couronnes indiquées :

1
f(Z)IW, 0<|Z—1|<2
1 .
f(z>:Z2——|—1, 0<’Z—Z’<2
2—z+3
f(z):—23_32+2, a) |z] <1 b) 1<z <2 c)2 < |z < +o0

Exercise 3 Trouver les zéros des fonctions et déterminer leurs leurs ordres :

) =1tcoss ; f()=1-¢ ; ()= +42 5 [(5) ="

z

Exercise 4 Trouver l'ordre du zéro zy = 0 pour les fonctions :
28 23 2 22
_ ; — ; 2| —=1).
z —sinz 142 —e¢€*
Exercise 5 Déterminer le caractére du point singulier zg = 0 pour les fonctions :

fE) = e ) = s g =

- 2 )
cosz+ 5 —1



Exercise 6 Trouver les points singuliers et déterminer leurs caractéres :

1 1—-cosz 2 z . T
: ;e=2 ;cos|—| ; ———; sin :
’ z 25 4 224 4 23 241

Solutions de la série V

—+00

Solution 1 En utilisant le développement connu, ﬁ =Y z"avec R=1,o0na:
n=0
1 1 B 1 1 1
3-2x 3-2(z—-3+3) -3-2(x—3)  3\1+2(z-3)
1 +00 2 n +o0 on
_ - = . _ _1\nt+1_“= o n
=52 (e-9) =X rrga] ey

3 2 3
avec R:§ car ‘g(z—?))‘<1<:>|z—3|<§

+oo
En utilisant le développement connu, %Z => 2"avec R=1, ona:
n=0
1 B 1 11 11 11 +1 1
22—22-3 (2+1)(2=3) 41+z 4z-3 414z 121-%
1 <X 1Rz 1N 1 <1
— _ n _ e — _lnn _ —n
4n:( ?) +122%<3> 4n:( ) TRl
“+o0o

avec R = min(Ry, Re) = min(1,3) =1 car |z| < 1= Ryet ‘g‘ <1l<=|z| <3=R,.



+00
.y , n
En utilisant le développement connu, €* = ) = avec R = 400, on a :

n=0
pi2H1) _ p=i(2e41)  Li(242-1) | p—i(2542-1)  p—ig2i(a1) _ gip—2i(2+1)
sin(2z +1) 2i 2 2i
e {5 (2i(z+1)" e X2 (=2i(z +1)"
2 n! 21 n!
n=0 n=0
f T (@2 ) (=2 (z+1)" avec R =400
= — | = z = :
s 21 n! 2i n!
too
En utilisant le développement connu, e* = ) = avec R = 400, on a :
n=0
» (22—141) 1 1(2,1) 1 i (%(22 — 1))”
e =€ — €e2€ = e
—~ n!
+o0 1
e2
= [ ] (2z —1)" avec R = +o0
2nn!
n=0
1i IS
En utilisant le développement connu, Log (1+ z) = > 2" avec R=1, on a
n=1

n
n=1
- 1 z
:1n2+;(%> " avec R = car ‘—§‘<1<:>|Z|<2
apo=1n2 et an—_—, n>1



Solution 2

() - )

(22_1)2_ (z—=1)(z+1) o\ 1 211
1 1 1 1 1 1
_Z(Z_l) 5(2—1)(2+1)+4_1(z+1)2
_ 11 11 11 1 1
_1(2—1)2_12—1 Zz+1+1(2+1>2
_1 1 1 1 1 1 1 1
_1(2—1)2_12—1 Z(z—1+1)+1 Z((2_1+1)+1)2
1 1 1 1 1 1 1
_Z(z—1)2 4.1 §1+(z;1) + 16(14—(2;1))2
. ! L1 1 S z—1 n 1 +a)'_1 z—1 n—1
:Z(z—1)2_12—1 énzo(— 9 ) _52(7) (— 5 )
! ! L 1 1 S 1 n n 1 <% 1 n n—1
EEIEET R PRl O HCaR i DR C
1 1 1 1 1 — n n 1 <= n+1 n
:Z(z_1)2_12_1 én: (_5) (2—1) —gg( 2)+(n+1>(z_1)
LR S I W o o Y .
_1(2—1)2_12—1 ;[Qnm +§ ont3 (n+1)}(z—1)
__1 1 1 1 +oo (_1)n )
4(z—1)2 4z-1 ;{2%4 (n+3)}(2_1)

+o00 1\n

—Z{gniﬁ (n+3)] (= 1)"

f(Z)Zl— 1 _11 11 11 1 1

241 (z—14)(z+1) _Q_iz—i_Q_iz—i-i_Q_iz—i_Q_i(z—i+i)+i

1 1 1 1 1 1 1 Z Z—Z
202 —1 2i(z—i)+2@ 2z—1i 1+ (2;11) %a—i ot

e
T3
_Zz—z —Z (z—i)" { ”+2](z—z')"

n=—1




() 22— 2+3 22— 2+3 22—224+1+242 11
Z) = = = =
22—-324+2 (2—1)%(2+2) (z—1)2(z+2) (z4+2)  (2—1)2
Dans la couronne: |z| <1 ona: g <1
+o0o +oo
1 1 1 1 1 1 z
f(z)= + == ~ + == (=3)"+ ) (n+1)"
(z4+2)  (¢—=12 2(1+3) (1-2)? 2; 2 ;
+o00
= [2n+1 +(n+1)|z
n=0
Dans la couronne: 1 < |z| <2 ona: §‘<1 et -1<1
z
1 1 1 1 1 1
=yt e "2y TEa -y
1+°°( 2 1 fn—i—l <= (=" fn—i—l
=5 D) _2 n = n lz n+2
271*0 2 o n=0 o n=0 2t n=0 2
2 1 2
Dans la couronne: 2 < |z| <400  ona: |—-|<1 et - -1 <1
z 2 z
1 1 1 1 1 1
ﬂz)‘(z+2)+(z—1)2_Z(1+§)+§(1—§)2
+00 +00 +o00 +oo
1 2 1 =¥ n+t1 (—1)"2n n+1
D DD Dh et D= D Dl
n=0 n=0 n=0 n=0

Solution 3 On aq,

f(z2)=0<=1+cosz=0<=cosz=—1<= 2z, =Q2k+1)m, keZ

"

et f'(zx) = —sin(z) =0, Vk€Z et [ (2)=—cos(z)=1#0, VkeZ

et donc les zéros de [ sont les points z, = (2k + 1)w, k € Z et ils sont d’ordre 2.

On a,

2kmi

f(R)=0<=1-€=0<=e"=1=¢e""", k€l < z, = 2kmi,

et f'(z)=—€*=—-1#0, VkeZ

et donc les zéros de f sont les z, = 2kmi, k € Z et ils sont d’ordre 1 ( zéros simples).

kecZ



On a,
f(2)=0= 2" +422=0<= 22(:?+4)=0<= 21 =0,20 =20 el 23 = —2i.
Pour z; =0,

fl2)=22(2"+4) = 22g(2) et g(z1)=g(0)=4#£0

et donc z; = 0 est un zéro d’ordre 2 pour f.

Pour zo = 21,

f(z)=(2—2i) [*( 4+ 20)] = (2 —2i)g(z) et g(z2) = g(2i) = —16i #0

et donc zo = 2i est un zéro d’ordre 1 ( zéro simple) pour f.

Pour z3 = —2i,

f(z)=(z+29) [22(2 — 21)] =(z+2i)g(z) et g(z3)=g(—2i) =16i #0

et donc z3 = —2i est un zéro d’ordre 1 ( zéro simple) pour f.

On a,
f(z) =0« i

Zpeoszy —sinzg  (—1)F

(zr)? ~ kn

=0<«<=sinz=0et 240« 2z =kw, kEZL"

et f'(z) =

£0, Vkez*

et donc les zéros de f sont les z, = km, k € Z* et ils sont d’ordre 1 ( zéros simples).

Pour z = 0,

2n+1 Z2n

f( ):—SIDZ——Z 2n+1) Z(—l)nm et f(O):l#O

n>0 n>0

et donc z = 0 n’est pas un zéro pour f.



Solution 4 On a,

:(%> ((l_ﬁiz_“_ ))2259(2) et 9(20)29(0)2%267&0
31 B T I

et donc zg = 0 est un zéro d’ordre 5 pour f.

On a,
23 23 23 23
f(z) = Pl z o 22 23 z4
ltz—e* 1+z-3 %5 =3 % (G+5+5+-)
n>0 n>2
23 1 1
~(5) ([t )~ o st =g = -1 =20
VAN Tl Tl TRty %
et donc zy = 0 est un zéro d’ordre 1 pour f.
On a,
2n 2n 2 4 6
_ 2 22 2 Z_ _ _ 2 Z_ — 2 Z_ Z_ Z_
f(z)—z(e _1>_Z<Zn! 1)—2 (Zn!>—z(1!+2!+3!~l—...)
n>0 n>1

1 2
:Z4(F+%+%+m):z4g(z) et g(zo)zg(o)zl%o

et donc zy = 0 est un zéro d’ordre 4 pour f.



Solution 5 Considérons la fonction g(z) = f(lz) =z —sinz, on a,

" "

g (z)=1—cosz, g (2)=sinz et g (2)=cosz

d’on

"

gd0)=0, ¢ (0)=0 et g (0)=1#0

et donc zg = 0 est un zéro d’ordre 3 pour g c’est-a-dire un pole d’ordre 3 pour f.

Considérons la fonction g(z) = f(lz) = cos z + % —1, on a,

17 "

g (2)=—sinz+z ¢ (2)=—cosz+1, g (2)=sinz et g¥(2) =cosz

d’ ot

" "

dO0)=¢" (0)=¢"0)=0 etg®(0)=1+#0

et donc zg = 0 est un zéro d’ordre 4 pour g c’est-a-dire un pole d’ordre 4 pour f.

.
1 — e *+z 1,07’1&,

Considérons la fonction g(z) = 75 =

G D e R N B

e+ z—1 230 ' G s taT gt E -
9(2) - sin 2 - 1) S2nt1 - 23 25 27
;F)aﬁm el el
n_

2 1 z 22 23 24
Lz gz 1
:(Z_) (2! ETA R ] )zzh(z) ot h(O)za#O

22 24 28
¥ 1—§+5—ﬁ+...

donc zg = 0 est un zéro d’ordre 1 pour g c-a-d un pole d’ordre 1(pdle simple ) pour f.
AUTRE METHODE :

20 = 0 est un zéro d’ordre 2 pour e * + z — 1 et un zéro d’ordre 1 pour sin z,

1 e “4+z—1

donc un zéro d’ordre 2 — 1 =1 pour g(z) = e ==

c’est-a-dire un pole d’ordre 1(péle simple ) pour f.



1

<— sont les points z tels que

Solution 6 On a, les points singuliers de f(z) = =
. . T T
1—smz:0<:>smz:1<:>zk:§+2k7r:(4k+1)§, keZ

— sont les points z, = (4k +1)3, k€ Z.

1—sin z

et donc, les points singuliers de f(z) =

Déterminons leurs caractéres, pour cela considérons la fonction g(z) = ok 1 —sin z,

on a,

"

—~

z) =sinz

) 0 et g"(zk):g”<(4k+1)g):17&0, Vk € Z

g (2)=—cosz, g

dow g (zx) = ¢ ((4/{: +1)

E

et donc les points singuliers z, = (4k +1)%, k € Z sont des zéros d’ordre 2 pour g
c’est-a-dire des poles d’ordre 2 pour f.

On a, les points singuliers de f(z) = 1‘;% sont les points z tels que z* = 0,

2=0<=2=0

et donc, le seul point singulier de f(z) = % est le point z = 0.

Déterminons son caractére ,

f(Z): = 2 .:

z—0

At f()—l' 1 z2+z4 26+ _1_1 -
e Zgrg) z) = lim o 1 ol ) T3 73 existe

et donc le point singulier z = 0 est un point singulier apparent pour f.

On a, les points singuliers de f(z) = e=2 sont les points z tels que z +2 =0,

24+2=0<«—= 2z=-2



et donc, le seul point singulier de f(z) = e est le point z = —2.

Déterminons son caractére,

fo) = e = EE g Ly

n!
n>0 n>0

et comme la série de Laurent de f au voisinage de z = —2 contient une infinité de termes,
(z+2)"", n>1, de puissances négatives, le point singulier z = —2

est un point singulier essentiel pour f.

On a, les points singuliers de f(z) = cos (%) sont les points z tels que z = 0,

et donc, le seul point singulier de f est le point z = 0.

Déterminons son caractére,

1 Ly —1)" —2n
fz) = cos (Z) =2 (-1 2521)! =2 ((Zn;! ‘

et comme la série de Laurent de [ au voisinage de z = 0 contient une infinité

2n

de termes, z=°", n > 1, de puissances négatives, le point singulier z = 0

est un point singulier essentiel pour f.

On a,

£(2) z < z ) 1 1 1
)= = —_ _— e,

25+ 224 4 23 23/ \22+22+1 22 (z+1)2
et donc les points singuliers de f sont les points z tels que 2%(z+1)> =0
c’est-a-dire z1 =0 et z9 = —1.
Déterminons leurs caractéres,
Pour z, =0, on a,

1 1 1
FR) =S || = 29() avee g(z) =g(0)=1#0

22 [ (z+1)?

et donc le point singulier z; = 0 est un poéle d’ordre 2 pour f.

10



Pour zo = —1, on a,

1 1 1
f(z)= m [;] = mg(z) avec g(z2) =g(=1)=1+#0

et donc le point singulier zo = —1 est un pole d’ordre 2 pour f.
On a, les points singuliers de f(z) = sin (21—1) sont les points z tels que z +1 =0,
et donc, le seul point singulier de f est le point z = —1.

Déterminons son caractére,

- )2n+1

. ™ n(z—H — 1)t —(2n+1
@) =) = e Gy = X G e

n>0

et comme la série de Laurent de f au voisinage de z = —1 contient une infinité de termes,
(z+ 1)_(2”“), n > 0, de puissances négatives, le point singulier z = —1

est un point singulier essentiel pour f.
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