Chapitre 1

Théoréme des résidus et ses applications

1.1 Théoréme des résidus.

Proposition 1.1.1 Soit f une fonction holomorphe dans la couronne

A:{ZE(C/ R2<|Z—Zo|<R1}

et v un lacet contenu dans A. Alors
/f(z)dz = 2mia_11(7, 2o)
0

ot a_qest le coefficient de —— dans le développement de Laurent de f dans A.
Z—20 rp

Preuve. Soit Y a,(z — z9)" le développement de Laurent de f dans A. On a alors,
nez

pour z € A,

Pour tout z € A, posons




Alors, si z € A, on a

avec
+o0 +oo
fi(z) = Z an(z —20)" et fo(z) = Z a_n(z—20)""
n=0 n=2
+00
La fonction z — nZ::O -du (2 — 20)"*! est une primitive de f; dans le disque
{zeC/ |z— 2| < R:i}.
+o00
La fonction z — 712::2 a2 (2 — 29) 7"t est une primitive de f, dans I'ouvert

{zreC/ Ry <|z— 2]}

Par suite g possede une primitive dans A ; or 7 est un lacet, donc

/g(z)dz = 0.
5
Il en résulte que,

/ F(2)dz = a_, / - d_zzo + / o(2)dz = a_y / . iﬂ o (2mil(7, 7).

v v

Définition 1.1.1 Soit f une fonction holomorphe dans le disque pointé
Ag(z) ={2z€C / 0<|z— 2| < R}.

On appelle résidu de f au point zy et on note Rés(f, z), le coefficient a_y

de ﬁdans le développement de Laurent Y an(z — z9)" de f dans Ag(zp).
nez

Remarque 1.1.1 Soit zy un point de C qui n’est pas un point singulier de f, alors

le résidu de f au point zy est nul.



Exemple 1.1.1 - f(z) = ¢!/

20 =0 est un point singulier essentiel isolé et f(z) = Y 5
n>0

d’ou Rés(f,0) = 1.
- f(2) = cos(3)

d’ot Rés(f,0) =0.

Proposition 1.1.2 Si 2 € C, si 0 <r < R, si f est une fonction holomorphe dans le
disque pointé Ag(z) ={z € C / 0 < |z — 20| < R} et si~y est le bord orienté

du disque D,(z), alors on a :

/f(z)dz = 2miRés(f, zp).

v

Preuve. On a,

/f(z)dz = 2mia_11(7, zp)

mais a_; = Rés(f,z0) et I(7,20) =1. m

Théoréme 1.1.1 ( Théoréme des résidus ).

Soit U un ouwvert de C, f une fonction holomorphe dans U sauf peut-étre en
des points isolés qui sont singuliers pour f. Soit K un compact de U dont le
bord v ne rencontre aucun point singulier de f. On note z1, 22, ..., 2, les
points singuliers de f contenus dans K.

Alors, on a :

/f(z)dz = 27 Z Rés(f, z).
N k=1

Preuve. Pour tout entier k tel que 1 < k < p, soit Dj, ouvert de centre z; contenudans K
et soit 7 son bord orienté. On suppose que pour k # k',

ona D, N Dy =0, car les z;, sont isolés. Alors



I'ensemble K’ = K — |J Dy est un compact de C dont le bord 0K’est la
1<k<p
réunion de v et des 7, ( 1 < k < p) orientés dans le sens indirect.

La fonction f étant holomorphe dans K’, ona :

/ f(z)dz = 0.

oK'

Soit encore

/f(z)dz - i/f(z)dz ~0

Y

et par suite

/ f(z)dz—g / f(z)dz—ngRés(f,zk).

Y

1.2 Calcul des résidus.

1) Pole simple.

Soient zg € C, R > 0 et f une fonction holomorphe dans le disque pointé
ARg(z) admettant zy comme pole simple. Alors il existe une fonction
holomorphe ¢ dans le disque ouvert Dg(zp) vérifiant g(zp) # 0 et telle
que g(z) = (z — 20) f(2) pour z € Ag(z). La fonction g est développable

en série de Taylor au voisinage de zy et on a pour |z — 2| assez petit

92 ) (24
o) =3 Ly

n

Par suite, le développement de Laurent de f dans le disque pointé Ag(zp)



est donné par,

—+00

(n) 20 . 20 . +o0  (n) 20 -
[T i A CONFRR I (CORPHIN W oA CO VR

n! Z— 2
n=0 0

on a donc

Rés(f,20) = g(z0) = lim (2 — 20) f(2)

z—20

En particulier, si f est donnée sous la forme d’un quotient g ou P et @
sont deux fonctions holomorphes au voisinage de 2y, 2o étant un zéro

simple de la fonction @ et P vérifiant P(z) # 0, on a

festf 200 = I = 2)50) = i 2900 ~ /()

2) Pole d’ordre k > 1.

Si zg est un pole d’ordre k£ > 2 de f, alors on a, g(zy) # 0 et

g(2) = (2 — 20)"f(2), pour z¢€ Ag(z)

Par un raisonnement analogue a celui fait ci-dessus on voit que Rés(f, zo)
est égal au coefficient de (z — 29)*~! dans le développement de Taylor

de g au voisinage de 2, et on a,

g(k—l)(ZO) 1 dk—l

Rés(f, z) = (k— 1) = (k—1)! ZILIIZlO dzh—1 [(Z - Zo)kf@)}

3) Point singulier essentiel.
Si 2o est un point singulier essentiel isolé pour f, en général on doit
effectivement calculer le développement de Laurent de f.

Le coefficient a_; est donné par,



2
Rés(f,z0) =a_1 = 2L/f(20 + re®)edf
T
0
-La fonction rationnelle définie sur C — {0, 4, —i}par

224241

f(Z)Zm

admet 0 comme pdle simple et 7 et —i comme podles doubles.
Onpose P(z)=22+z2z+1et Q(z)=2(22+1)? etona:

- zg = 0 pole simple.

, PO
Res(f ’O):Q’((O))Zl
- 29 =1 pole d’ordre2
e Lo d 2 od [2+z4+1] 1 1
Rél ) = gy g 1= ] =t [ ] =5 -

- 29 = —1 pole double.

Rés(f,—i) = lim

d [2+2z+1 1 1
z——i dz

FrEaw] R A

Exercice

1

Soit f(z) = e*"z,

2o = 0 est un point singulier essentiel de f.
+oo

Montrer que Rés(f,0) = >

1
pl(p+1)!"

1.2.1 Application au calcul intégral.

Lemme 1.2.1 (Lemmel)
Soient 01, Oydeux réels tels que 01 < 05. Posons S = {z = re® / r>0, ;<6< 92} )

Soit f une fonction définie sur S. Pour chaque R > 0, notons I'g la



portion du cercle de centre 0, de rayon R contenue dans S. Alors
i) sl existe a > 0 tel que f soit continue pour |z| > a et si ‘ |lim 2f(z) =0,
z|—-+00

on a,

R—+o0

lim [ f(2)dz=0
/

ii) s’il existe a > 0 tel que f soil continue pour |z| < a et si liII(l) z2f(z) =0,
Z—>

on a,

Preuve. Si on pose M(R) = sup |f(z)], pour chaque R il existe zr € ' tel que
z€l'Rp

M(R) = |f(2r)| (car f est continue et I'r compacte ), on a :

02

/ F(2)dz| = / iR F(Re®)edf| < M(R)R(0s — 0y).

01

Dans le cas (i), ona lim RM(R) = RliIE |zrf(zr)| = 0 et dans

R—+o00

le cas (ii), on a Il%in% RM(R) = Il%in% |zrf(zr)| = 0. D’ou le lemmel. m

Lemme 1.2.2 (Lemme2)

Sotent 01, 05 tels que 0 < 0 <Oy <metS = {z:rew / r>0, 60 §6’§02}.

Soit f une fonction définie sur S et continue pour |z| > a et telle que| |lim (z) =0.
zZ|—+00

Pour chaque R > 0, notons I'g la portion du cercle de centre 0, de rayon R contenue

dans S. Alors, sia € RY, on a :

R—+o00

lim /f(z)eiazdz = 0.
I'r



Preuve. Notons M(R) = sup |f(z)]. On a :

2€T g
02 6,
/f(z)emzdz _ /in(ReiG)eiaR(COSG-&-isin9)€i9d9 < M(R)/Re—aRsiHG’ do
R 01 o
™ /2
< M(R)/ReaRSi“9d0 =2M(R) /ReaRSinedQ.
Y 0

Mais, on sait que, V0 € [0,7/2], %9 <sinf < 4.
On en déduit que,

w/2 w/2

/ReaRsin9d9 < /ReaRiede = -(1—ef) <
0 0

(07

Par suite, on a :

/f(z)emzdz < gM(R).
R
Comme Rlilfoo M(R)=0,0na R1—1>I-ir-loor‘£ f(2)e"**dz=0. m

Remarque 1.2.1 Sia < 0, la fonction z — '

est bornée dans le demi-plan inférieur
{z=x+iyeC / y<0}.Alors si S est un secteur de ce demi-plan i.e.si ™ < 6 < 2,

le lemme2 est encore vrai.

Lemme 1.2.3 (Lemme3)

Soit f une fonction holomorphe dans le disque pointé Ar(0) ={z€ C / 0< |z| < R}
et admettant O comme pole simple. Soitent € > 0 tel que 0 < € < R et 7. le chemin
dont le support est {z =e? /0<0< 7T}€t qui est orienté dans le sens des

arguments croissants. Alors on a,

li_r}é f(z)dz = miRés(f,0).

Ve



Preuve. Posons Rés(f,0) = a. La fonction f admettant 0 comme pole simple, il existe
une fonction g holomorphe dans le disque ouvert Dg(0)telle que si z € Ag(0),

on ait :

on a donc,
/f(z)dz:a/%—l—/g(z)dz.
Ye Ve Ve

La fonction g étant holomorphe dans un disque fermé Dy (0) tel que 0 < R’ < R,

elle est bornée dans ce disque par un réel M et si 0 <e < R',on a :

/g(z)dz < meM.

Ye

Par suite, on a lir%fg(z)dz =0.

e
s

D’autre part, on a [ £ = [ Z:ee: df = [id0 =im et a = Rés(f,0), d’ou le lemme. m
Ve 0 0
Intégrales trigonométriques.

On se propose de calculer les intégrales de la forme :

2w
I = /R(sint,cost)dt
0
ol R(x,y) est une fonction rationnelle & coefficients réels des deux variables
x et y, nadmettant pas de pole sur le cercle unité
{(z,y) eR* [ 2® +y* =1}

Pour tout ¢ € [0,27], posons z = €. On a alors,

1 1 1 1
sint:Z(z—;), costzi(z—i-;) et dz =izdt.



Par suite, en désignant par I" le bord du disque D;(0), on a :

1 1 1.1 1
I= | —R(—(z2—-), = -
r

L’intégrale I est donc égale au produit par 27i de la somme des résidus

de la fonction z+—— LR(L(z—1),1(2 4 1)), cette somme étant

étendue aux poles contenus dans l'intérieur du disque Dy (0).

Exemple 1.2.1
2m

[:/L'
2 —cost

0

On a, f(z) = ﬁ"zﬂ aprés changement de variable.

f admet des poles simples (2 +/3) et (2 — /3) le seul pole & Uintérieur
du disque unité D1(0) est (2 —/3)( car |2+ V3| > let |2 — V3| < 1).
En calculant le Rés(f,2 — /3) on trouve, Rés(f,2—+/3) = —\/ig.

Par suite on a : [ = 2miRés(f,2 —/3) = \2/—%

Intégrales impropres de fonctions rationnelles.

On se propose de calculer les intégrales de la forme :

- [

ol P et () sont deux polynomes a coefficients réels de degrés respectifs p
et ¢. On suppose, pour assurer la convergence d’une telle intégrale,

que () n’a pas de zéro réel et que ¢ — p > 2.

Pour calculer cette intégrale, nous allons appliquer le théoréme des résidus
a la fonction f:z+—— % qui est méromorphe dans C et au compact K

défini par :

K:{z:x+iy€C/ y>0 et x2+y2§R2}

10



ol R est un nombre réel strictement positif, assez grand pour que tous
les zéros de () contenus dans le demi-plan supérieur se trouvent a
I'intérieur de K.

On note par 21, 23, ..., 2, les zéros de () situés dans le demi-plan supérieur
et soit I'p le demi-cercle de centre 0, de rayon R situé dans ce méme

demi-plan, orienté dans le sens direct. On a donc,

MZ:RP(QZ).I Mz:m'm i
) Q(Z)d J Q(x)d +F/Q(z)d 2 (;R (f, )

Comme ¢ —p > 2, 0n a |hm Q—‘ = 0, donc en appliquant le lemmel,
z ——+00
on a,
P
lim (2)
R—+too | Q(2)

on en déduit que,

400
i [P@ TR@ R
—REIEOO [ Gyt = [ Gyt = mests )

Exemple 1.2.2
+o00 +o00

/ dx 1/ dz
I: = —
1424 2 1+ a4

0 —00

f(z) =1 +124 a deux poles simples situés dans le demi-plan supérieur

21 = et et 2y = B4,

Par suite, 1= %(Rés(f, z1) + Rés(f, 22)) = mi(—% — %) = %\/ﬁ

Intégrales de la forme

+oo
I= /f(:c)em””dx

oll a > 0 et ou f est une fonction holomorphe sauf peut-étre en un nombre

11



fini de points, sur un ouvert contenant le demi-plan supérieur. On suppose
que les points singuliers de f n’appartiennent pas a l’axe réel, que f(z) € R,
siz € R, que lim f(z) =0 et que l'intégrale I converge. Alors,

2| =00

pour tout R > 0, l'intégrale
R

/ f(z)e™ dx

-R
a un sens et nous allons appliquer le théoréme des résidus a la fonction
g: 2+ f(2)e’* qui est holomorphe dans le demi-plan supérieur sauf
peut-étre en un nombre fini et au compact utilisé dans ’exemple précédent
ou R a été choisi assez grand pour que K contienne tous les points singuliers

de f situés dans le demi-plan supérieur. On obtient ainsi :

R

/f(z)emzdz: /f(x)eiaxd.rjt/f(z)emzdz:2m’(z Rés(g, z1))
oK -R Tr k=1

D’aprés le lemme2, on a RlirJr: [ f(z)e"**dz = 0.
— OOFR

R
Par suite, 'intégrale [ f(x)e’**dzr a une limite lorsque R tend vers +oc.

-R
Comme l'intégrale I est convergente, on a :

400 P
I = / f(z)e"™*dr = QWi(Z Rés(g, zr))
b k=1

a) L’intégrale I a été supposée convergente. En pratique, on doit prouver
la convergence des intégrales proposées.

b) Si o < 0, on doit intégrer dans le demi-plan inférieur.

—+o00

I:/Cosaxdg;, a>0
1+ 24

0

12



L’intégrale I est absolument convergente, car

“+oo —+00

1
|I|§/ cosar xg/ dr < +00.
1424
0 0

4

La fonction f définie par f(z) = ——= a des pdles simples

1+
2 = T/ — BT/ L BT/ oy o — TR/

elle est holomorphe sur C — {21, 29, 23, 24} et on a

|z\1££oo f(z) =0. Soit R > 1 et I'r le demi-cercle de centre 0

et de rayon R situé dans le demi-plan supérieur et orienté

dans le sens direct. On a :

R .
[ e+ [ {5 = 2milRis(e, ) + Bestg ) (9
-R g

ou g est la fonction définie par ¢g(z) = Mais

1+4

R

/ 77,0(.’['

— 0

donc
R R
osax
+x4
“R 0

En faisant tendre R vers +oo dans I’égalité (), on trouve,

1
I = 3 2mi(Rés(g, z1) + Rés(g, z2)) |
7r\/§ Oé\/§ . oz\/§ _av3
5 4+ sin

ZT(COS 5 Jem 2.

13



Calcul de I'intégrale

Soit f la fonction définie sur C* par f(z) = <.
f est holomorphe sur C* et admet 0 comme poéle simple. Soient R et €

tels que 0 < € < R et K le compact défini par :
K={z=z+iyeC/ y>0 et & <2*>+y* <R’}

Le bord orienté de K est constitué par les les segments [— R, —¢| et [e, R]
orientés dans le sens des x croissants et des deux demi-cercles 7. et I'g
de centre 0, de rayon € et R situés dans le demi-plan supérieur, 7. étant
orienté dans le sens indirect I'g dans le sens direct. En appliquant le

théoréme des résidus a f et & K, il vient

—€ . R .
/f(z)dz:/e—dm—l—/e—dz—l—/e—dm—f—/e—dz:O
x z x z
0K —R Ye € FR

car f est holomorphe a 'intérieur de K.

D’autre part, on a :
R R

—€ R . . ) .
/e—dqu/e—d:L‘:/idx:Zi/smmdx
T T T T

—R €

€ €

On sait que

et que
eiz
lim | —dz = —miRés(f,0)
e—0 z
Ye

14



etona:

On en déduit que :

, .oze
Rés(f,0) = lim =
z—0 Z
R . +o00 .
. sin z sin x
lim dr =
R—+00 xXr xXr
e—0 e 0

15
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1.2.2 Application a la sommation des séries.

Proposition 1.2.1 Soit f une fonction méromorphe admettant un nombre fini de

poles n’appartenant pas a Z. De plus, supposons que

M
< —_
£ < op
pour p > 1 et M une contante positive. Alors
n=-+oo
Z f(n)=— Z Rés (mcot(mz) f(2), zx)

ol zj sont les pdles de f.

Preuve. Considérons l'intégrale
I= /ﬂcot(wz)f(z)dz
Cn

ol le chemin Cjy est le carré.

La fonction g(z) = wcoth(mz) f(2) a des poles simples en z = n avec

Rés(g(2)),n) = f(n)

pour tout n € Z.

D’apres le théoréme des résidus,

/FCOt(WZ)f(Z)dZ = 2mi i f(n) + Z Rés (meot(m2)f(2), z1) |

Cn N

ou zj sont les poles de f.

16



Posons z = x + iy ,on a
|cos(72)|? = cos?(mx) + sinh?(7y)

et

|sin(7z)|* = cosh?(my) — cos®(rz).

D’ou

2 |eos(m2)[? = cos?(nx) + sinh®(ry)

cot g(mz .
cot g(m2) lsin(7z)|* = cosh?(7y) — cos?(rz)

Sur les cotés verticaux de C'y, on a

1
donnant
1
cos((N + 5)7r) =0
donc

|cot g(m2)| = [th(my)| < 1.

Sur les cotés horizontaux,

0 < cos’(mz) <1

donc
inh’ 1 h?
cot g(mz)? < SBR ) + 1 coshi(my) ey
cosh®(my) —1  sinh*(7y)

On a, alors

|cot g(mz)| < |coth(mz)| = coth(m (N + %)) < coth(g).

Donc sur Cy, on a

|cot g(mz)| < max(1, coth(g)) = coth(g).

17



Par conséquent,

/Wcot(wz)f(z)dz < 7T/|COt(7TZ)f| |(2)] d=
Cn

N

T dz
S TM COth(i) W
Cn
mM s
S WCOth(g)/dZ
Cn
ATt M T
=~ (2N—|—1)C0th(§).
D’ou
NETOO mcot(mz) f(z)dz = 0.
Cn
On a, donc
n=+oo
271 [ f(n) + Z Res (meot(mz)f(z),z,) | =0.
n=—00 k
Ce qui donne
n=-+4oo
Z f(n)=— Z Re s (meot(mz) f(z), zx)
n=—00 k
ol z sont les poles de f. ]

Exemple 1.2.3 Soit a = 0. Montrer que

e 1 T
nz_oo m = E COth(’iTCZ)

On a f(z) =

ﬁ, cette fonction admet deux poles simples

en zy = —ai et zp = +ai. Les résidus mcot(mz) f(z) sont

, : . LT cot(mz) T
Rés (mcot(mz) f(2), ai) = Zl_l)rfm(z F az)m =3, coth(rma).

18



D’ou

n=-+oo

Z 712;4—CL2 = — [Rés (mcot(mz) f(z),21) + Rés (mcot(mz) f(2), 22)] =

n=—0oo

Sous les mémes hypothéses, on obtient aussi

n=-+oo

n=—oo

ol zj, sont les pdles de f.

> (1) = - S nes (s

sin(mz)

Exemple 1.2.4 Montrer que

Utiliser

19

f(z),zk)

T
— coth .
” coth(ra)



1.3 Principe de argument.

Ce principe énnonce une propriété géométrique de base des fonctions
analytiques : il détermine le nombre de fois qu’une fonction analytique f
décrit un petit cercle centré a l’origine, lorsque z décrit un chemin

fermé ~.

Proposition 1.3.1 Soit U un ouvert de C et zy un point de U.

Si f est une fonction analytique dans U et si zy est un zéro d’ordre o

de f, alors la fonction fTI a un pole simple en zy et Rés(

il

72 20) = .

Si f est une fonction analytique dans U — {zy} et si zy est un pole d’ordre
f/

a de f, alors la fonction Foaun pole simple en zy et Rés(fTI, 2p) = —u.

Preuve. Si 2z, est un zéro d’ordre o de f, celle-ci s’écrit au voisinage de z; :

9(2) = (2 — 20)° f(2)
ol g est une fonction analytique non nulle en zy. Par suite,

f'(2) a g
f(2) z—z  g(2)

. . / . . .
ce qui montre, puisque % est analytique dans un voisinage de zp,

que zg est un pole simple fTI et que

Rés(f7,

,20) = Q.
Si zp est un pole d’ordre o de f, le prolongement g de la fonction
zr— (2 —2)"f(2)

a U est une fonction analytique non nulle en zy ( g(z0) = f* (20) ),

20



et sa dérivée logarithmique satisfait,

J)_ o )
9(2) z—z2  f(z)

D’ot 'on déduit que le point 2y est un pole simple de f7, et que
le résidu de f7’ en zy est

!
Rés(=, z) = —av

f

Théoréme 1.3.1 (Principe de l’argument)

Soit f une fonction méromorphe non constante dans un ouvert U de C,
et soit v le bord orienté d’un compact K contenu dans U. On suppose
que la fonction f n’a ni zéro ni pole sur . On a :

1[G
2mi ) f(2) d

ol

z2=/—P

ot Z (resp. P ) est la somme des ordres de multiplicité des zéros

( resp. des poles ) de la fonction f contenus dans l'intérieur de K.

Preuve.

Notons z1, 23, ..., 2. ( T€Sp. wy, ws, ..., ws ) les zéros (resp. les poles)
de f dans le compact K et ay, s, ..., a, (resp. i, B, ..., Bs) leurs
ordres de multiplicité respectifs. Les points z1, 29, ..., 2,

et wy, ws, ..., ws étant d’apres la proposition6 des poles simples de

21



la fonction f7/, on déduit alors par le théoréme des résidus,

1 [/
2ri ) f(z)

Y

r ! i /
dz = Z Rés(fF, 2;) + Z Rés(fF, wj)
j=1 j=1
=2 =) B
j=1 j=1
Remarque 1.3.1 Soit f une fonction méromorphe dans un ouvert U et v un chemin

fermé homotope a un point dans U, et ne passant ni par 0, ni par

aucune singularité de f. On a alors,

HOFN. Uyl T és i/ 2 2
ff(z>dz—2 JZ:;R (f? 3)1(77 ])

ot z; désigne soit un pole, soit un zéro de f.
Exemple 1.3.1 Soit

(z = 1)(z — 3+ 4i)
(z + 2i)?

f(z) =

et soit vy le chemin illustré par la figure suivante :

Le zéro z =1 et le pole z = —2i sont a l'intérieur du chemin v, on trouve :
!
/ ') dz = —1.
f(2)
g

Géométriquement, lorsque z décrit v dans le sens directe, les arguments

de z — 1 et z+ 21 augmentent de 2w, tandis que 'argument de z — 3 + 41
reste inchangé. Soit, 'argument de f(z) lorsque z décrit une fois +,
est 2m — 2(2w) = —27, ce qui revient & dire que la fonction f décrit une

seule fois le cercle centré o l'origine dans le sens négatif.
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1.4 Théoréme de Rouché.

Théoréme 1.4.1 ( Théoréme de Rouché )
Soit v un chemin fermé homotope a un point dans un ouvert U.
On suppose que vy est d’intérieur non vide. Soient f et g deux

fonctions analytiques dans U telles que :

1f(2) —g(2)| < [f(2)] , Vz €.

Alors [ et g ont le méme nombre de zéros dans lintérieur de ~y.

9(z)
f(z)

par h est strictement contenue dans D;(1). Il s’ensuit que h oy est un

Preuve. La fonction h définie par h(z) = est non nulle sur v et 'image de

chemin fermé dans le disque D;(1) et comme 0 ¢ D;(1) et que ce
dernier est simplement connexe, font que I(ho~,0) = 0. Si 7 est

définie sur [a, ], alors

b
I(hon.0) = L / ldz 1 / h (V(t))d’y(t)

2mhw 2 _2_ma h(~(t))
SILEE
soit
/ Zg)) dz =0

Or, cette derniére équation s’écrit :

d’ou par le théoreme?7, f et g ont le méme nombre de zéros. m

23



Exemple 1.4.1 Soit le polynome
P(z) = 2"+ 152" = 72" +132* — 14

et trouvons en utilisant le théoréeme de Rouché le nombre de zéros

de P dans le disque D,(0), avec r > 49. Posons
9(z) =z
Silz|=r ona:

|P(2) — g(z)| = |152" — 727 +132* — 14
< 49r!!

< |P(2)].

Donc g et P ont le méme nombre de zéros dans le disque D,(0) d’aprés
le théoréme de Rouché et comme [ a un zéro d’ordre 17, alors P a

un zéro d’ordre 17 dans D,.(0).
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