Série VI
Exercise 1 Calculer les résidus au point z = 0 des fonctions suivantes :

n—1 2

z sin2z — 2z e —z—1 z

sin” 2z 7 (1 —cosz)? " (1—cos22)sinz ~ chz—2 —1
Exercise 2 Trouver les résidus des fonctions suivantes en leurs points singuliers :

e I N S IO |
T =D Al z sm(;) ; coszsm(;) ; oz s1n(z+1

).

Exercise 3 Calculer les intégrales suivantes :

1
e —1 e=? 1 1
/ o Zdz ; / tg(z)dz ; / o 1dz ; / po Sln(;)dz.

|z|=4 |z|=2 \z—i\:% |z|=2

Exercise 4 Calculer par la méthode des résidus les intégrales suivantes :

2 w/2

/ & / do
(2 + cosh)?’ 1+ sin®6

0 0

Exercise 5 Méme question que (4).

+00 +oo
/ dx ‘ / x2dx
14 26’ (1+22)2
—00 0

Exercise 6 Méme question que (4).
+o00

/ CcosT Jr
(14 22)2 '

0



Exercise 7 Calculer par la méthode des résidus la somme :

=1
U:Zn2+a2
n=1
ot a # 0.

Exercise 8 Soit la fonction,

f(2) = 2* +sin(2).

Trouwver 'augmentation de 'argument de f(z) lorsque z décrit une fois

le cercle de centre 0 et de rayon 3 dans le sens direct.

Exercise 9 Trouver le nombre de zéros de la fonction
f(z)=2"+52"+2—2.

1- Dans le disque Dy(0).
2- Dans le disque D3(0).

Exercise 10 Soit le polynome
Pu2) ="+ cp12" P+ .. Fazto

ol Cp_1,...,C1,co € C.

Montrer qu’il existe b dans le cercle C(0,1) tel que
|P(b)] = 1.

Solutions de la série VI



Solution 1 1- Déterminons le caractére du point z = 0 pour la fonction f(z) =

Zn—l Zn—l zn—l

f)= o = -

s n 23 25 27
S 2 (Z (=D 22n+1> (2_§+§—ﬁ+.

<z"‘1> 1 1 ()
= = —g(z) avec
)\ -g+5-5+.)") 2

D’ou z =0 est un pole d’ordre 1 pour f.

Calculons le résidu au point z =0 de [ :

Rés(f,0) = lim [(= — 0) f(2)] = lim {z o } ~ fim [ ,

2—0 z—0 | sin” z

2- Déterminons le caractére du point z = 0 pour la fonction f(z) =

(=" 92,)2n+1 _ 9 )3 2)5
sin 2z — 2z nz>:o (2”+1)!( 2 : (22 - (23_') + (25!)

N

9(0) =

anl

sin™ z °

140,

sin2z—2z .
(1—cosz)? *

—“>—22

f(2) = == -

(2n)!

_ 2 2 z z 2
(1 —cosz) <1 s (_1)"22"> (1-(1- 2—2, + 4—T —..)

n>0

2)3 2)® 3 5,2
(23!) (25!) (23) ( ?ﬂ 25! ) 19(,2)
(_2_4_‘;4_“_) z (1_4_f+”_) z

21 21

D’ot z =0 est un pole d’ordre 1 pour f.

Calculons le résidu au point z =0 de f:

z—0 z

Ris(£.0) = liy (: ~ 0) 7)) = iy [+ (2902 ) | = iy )




3- Déterminons le caractére du point z = 0 pour la fonction f(z) = (1—505_% :

Z%—z—l

1) = T egarems =
— c0s2z)sin 2 _1yn _1)n
(1 - ((271))! (22)%) (Z (én+)1)!z2n+l>
n>0 n>0
4 22 Z3
) (1+ﬁ+g+§+...>—z—1 ) 242
2)? z)* z - z)2 z)4 2
<1 - (1= (221) + (241) )) (Z B 3_? + ) <(22l) - (24!) + ) (Z - 3_? + )

- (5) ((2 24,2 - §—?+)) = ;g(z) avec ¢(0) = (22_?) =3 £ 0.

2! 4!

D’ou z = 0 est un pole d’ordre 1 pour f.

Calculons le résidu au point z =0 de [ :

z—0 z

Res(7.0) =ty (=~ 0) £(2)] = i |+ (0(2) )| = iyl = 9(0) = .

4- Déterminons le caractére du point z = 0 pour la fonction f(z) = s

22 22 22
f(Z) = h 22 = 22n 22 = 22 44,6 22
2 (%)( 1 ) 1 1
=g =3 || T2 ] =39k avec g(0) =55 =24 #0.
ZJFEJF-'- z4 %—l—a—f-... 22 (Z

D’ou z = 0 est un pole d’ordre 2 pour f.

Calculons le résidu au point z =0 de f :

de-1

Rés(.0) = Gt s = 07 )] = L [ (5

Remarque : le résidu au point z = 0 d’une fonction paire est égal & zéro.

Solution 2 1- Cherchons les points singuliers de f(z) = m

4



Les points singuliers de f sont : z1 = —1 un pdle d’ordre 3 et zy = 2

un pole d’ordre 1.

17

Trouvons les résidus de f en ses points singuliers : Rés(f,—1) = —z_
i
= a7

et Rés(f,2)

1

2- Cherchons les points singuliers de f(z) = 0.

5w

Lwm=ead' m=ea’

Points singuliers de f : z; = e
et zy = et , des poles d’ordre 1.

Trouvons les résidus de f en ses points singuliers :

7371'1'

RéS(f, Zl) =€ 17 RéS(f, 22) = ei%riﬁ RéS(f, Z3) =

1 1
4 4

3m

et Rés(f,zq) =3e .

3- Cherchons les points singuliers de f(z) = 23

sin( ).

Le seul point singulier de f est : z1 = 0 un point singulier essentiel.
Trouvons le résidu de f en son point singulier : Rés(f,0) = 0.

4- Cherchons les points singuliers de f(z) = cos zsin(%).

Le seul point singulier de f est : 21 = 0 un point singulier essentiel.

Trouvons le résidu de f en son point singulier : Rés(f,0) = >_ m
n>0

5- Cherchons les points singuliers de f(z) = 22 Sin(ﬁ). On a:

f(z) = #*sin(

1 e D (1
z+1):(z+1_1)Z(2n+1)!(z+1>

n>0

) 1 1 1
=((z+1)*=2(z+1)+1) (Z+1—3!<Z+1)3+5!(2+1)5—...)

1 1 2 1 1 1 1
= (1_5)2—%1—{—5(24—1)2_‘_(5_5) —(z+1)3—...+(—2+(2+1)).

Le seul point singulier de f est : z1 = —1 un point singulier essentiel.
Trouvons le résidu de f en son point singulier : Rés(f,—1)=1— % = g.



Solution 3

/ i; _i__ idz = 2mi(Rés(f,0) + Rés(f, —1)) = 2mi(0+ (1 — e 1)) = 2mi(1 — e ).
|z|=4

/ tg(z)dz = 2mi(Rés(f, g) + Rés(f, —g)) =2mi(—1—1) = —4mi.

|z|=2

e s . , et .
/ o 1dz = 2mi(Rés(f,1) + Rés(f,0)) = 2712(2—2, +0)) =me .

|z7i|:%

/ - ! 1 sin(%)dz — omi(Rés(f,1) + Rés(f,0)) = 2mi(sin(1) — sin(1)) = 0.
|z|=2



2m 2
Solution 4 1- L’intégrale f 2+gfs9)2 est de la forme f R(sin#, cos0)df ou R est une

fonction rationnelle en sinf et cosf. L’intégrale f @ +COS€)2 est

convergente car la fonction E est bornée dans Uintervalle [0, 27]

1
(24cos @
0

En posant z = e, on obtient :

0 —i6 1 1 )
6080:%:§<z+—), dz = ie?d) = izd) et ~=C(0,1)
z
et
Y 1
— = f(z)dz  avec f(z)= .
0/(2‘1“0059)2 /zz(2+ / ) iz(2+%(2+%))2

Cherchons les points singuliers de f qui sont & lintérieur du

cercle v = C(0,1), on trouve deuzx poles doubles z = —2 — /3

et 2z = —2+ /3 tels que |21] = ’—2 — \/§| > 1

et |z] = ‘—2 + \/5’ < 1, donc z, est le seul point singulier

a lintérieur du cercle v = C(0,1), et Rés(f,z) = —%gz'.

En appliquant le théoréme des résidus & f et au compact D(0,1) dont

le bord est v = C(0,1), on a,

27
de dz . 413
/—0 - = / . - — = 2miRés(f, z) = .
(2 4 cos ) zz(?—l——(z—i——)) 9
0 y 2 4
w/2 2

2- En mettant lintégrale [ H-ST%@ sous la forme [ R(sin6,cos@)df, on a,
0

0

w/2 T w/2 T

o A6, o 1 0
/1+Sin20 /1—|—sin201 (0 =m=01) :>/1+sin29 2/1+sin26
0 7r/2 0 0



et

T 2 w/2 s 27
do db do 1 do 1 do
/1—|—sin29 /1+sin292 (0 =m+b2) /1+sin29 2/1+sin29 4/1+sin29
0 ™ 0 0 0
27 2
Lintégrale [ Hgiige est de la forme [ R(sinf,cos0)df ou R est une fonction
0 0

2m
rationnelle en sin@ et cos@. Llintégrale [ —49 _ est convergente car la
1+4-sin“ 0
0
1
1+sin? 6

En posant z = e, on obtient :

est bornée dans l'intervalle [0, 27] .

fonction

10 —1i0 1 1 )
cos@zi:—(z#——), dz =iedd =izd§ et ~=C(0,1)
2 2 z
et
" VFde i2d '
izdz iz

LA R G d S —
/1—|—sin29 4/1—|—sin29 /24—622—1—1 /ﬂz) ¢ avee f2)= gm0
0 0 v vy

Cherchons les points singuliers de f qui sont a Uintérieur du

cercle v = C(0,1), on trouve quatre poles simples z =1+ V2,

2o =—1—12, 23 =1—2 et 24 = —1 + /2 tels que |21 > 1,

|za] > 1, |23] <1 et |z4] <1, donc z3 et z4 sont les seuls points singuliers
a Uintérieur de v = C(0,1) et Rés(f,z3) = ﬁ et Rés(f,z4) = ﬁ.

En appliquant le théoréme des résidus o f et au compact D(0,1) dont

le bord est v = C(0,1), on a,

/2

do 1zdz 1 1 2
- = = —ori(R¢ Ré — i — _
/1—|—sin20 /24—622+1 i (Rés(f, z3) + Rés(f, z)) ”Z(gi\/i+8i\/§) 1
0

Y



+oo
Solution 5 1- L’intégrale [ 2

A o8 dx ot P(x) =1
et Q(z) =1+ ab.

L’intégrale est convergente car d°Q — d°P =6 —0 =6 > 2
et QQ n'a pas de zéros réels.
Posons f(z) = % et cherchons ses points singuliers dans le demi-plan

L, . . A . i
supérieur, on trouve siz poles simples z, = eFFtDs1 0 < k < 5,

dont zg, 21 et zo sont dans le demi-plan supérieur et
Rés(f,z) = —%, 0<k <2

En appliquant le théoréme des résidus a f et au compact
K = {z:x—i-iye C,y>0 et 22 +9*< RZ} avec R > max(zg, 21, 22) = 1.

On a,

+R
/f(z)dz:/ d +/ D ori(Rés(f, 20)+ Rés(f, 1)+ Rés(f, ) = 2mi(— -
0K

1+ a6 1+ 26 3
-R Tr
Comme (d°Q) — d°P) PE ;
on obtient :
d
lim / (2) dz = lim S 0
R—+o0 Q Z R—+o0 1+ 26
T'r

et on en déduit que,

+oo +R

/ dx . / dx 21

= lim = —.
1+26 Rt ) 1428 3

—00 —-R

2- 0 f x2dr 1 Jt[oo 2%dx
na 22 ~ 2 J {2

L’intégrale f (lij;EQ est de la forme f Q () = 2?

et Q(x )f(1+:c).

L’intégrale est convergente car d°Q — d°P =4 —2 =2 et Q n'a pas de zéros



réels.

Posons f(z) = gg'zg et cherchons ses points singuliers dans le demi-plan

supérieur, on trouve deux poles doubles z1 =1 et zo = —1 dont 2, est dans

le demi-plan supérieur et Rés(f,z1) = —4—112'.

En appliquant le théoréme des résidus a f et au compact

K:{Z:H@'yec,yzo et x2+y2§R2} avec R > |z| = 1.

On a,
+R 2 2 .
reax zZedz . o0 T
[ 1= | 0+ 27 v/ Lo~ 2miftes(f z) = 2mi(=p) = 5.
oK “R I'r
Comme (d°Q — d°P) =2, on a ‘ |lim zgg'z; =0, donc en appliquant
z|—+o00
le lemmel, on obtient :
, P(z) . dz
dm [ oz = i [
I'r T'r
on en déduit que,
400 400 +R
xidx ridx . ridx T
/ 2d 1 / 2d 1 ) / 2d
—— == | ————— == lim —_— | = -
(14222 2 ) (14+2%)? 2 |R>to) (14 22)? 4
0 —00 —R

10
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Solution 6 L’intégrale [ (ﬁ’fc%zdx est absolument convergente et on a,
0

i 1 [ e T i 1| e y i
/(1(:—28;2)2_61:6:5 /—(1jx2)2d9€+/—(1ix2)2d:€ =3 /—(1jx2)2d:ﬁ+/—(1jx2)2d$
0 1 :(J)roo . 0 0 “o0
=5 /—(1+$2)2da7
+o00 . 400
Lintégrale [ ﬁdm est de la forme [ f(x)e"**dx ot a = 1.

L’intégrale est convergente et f n’a pas de points singuliers réels et f(x) € R
st x € R.

Posons f(z) = 2 et cherchons ses points singuliers dans le demi-plan

1
(1422
supérieur, on trouve deux pdles doubles zy =1 et zo = —1 dont z, est dans
i

le demi-plan supérieur et Rés(f(z)e®, z1) = —5-

En appliquant le théoréme des résidus a f(2)e* et au compact
K={:=2+iyeC, y>0 et 2°+y* < R*} avec R > |z = 1.

On a,

+R

iz e dx edz L , i T
[ 1= [ G [ = 2R = amitg ) = T
oK "R

T'r

Comme ‘ |1im |f(2)| =0, donc en appliquant le lemme2, on obtient :
Z|——+00

. iz ) e*dz
A / J@)edz = lim |y =0
I'r I'r

11



et on en déduit que,

+o00 +o0 +R

/ cos xdx 1 / e dx 1 5 / e dx T
et 2 2 2 lim _— = —.
A+27 2) Gror 2|t Grop| 2

0 —00 —R
Solution 7 Calculons la somme

= 1
7=

ot a # 0.

Comme

on a

Calculons o' en utilisant,

Z f(n)=— ZRés([ﬂcoth]f(z),zk = poles de f)

n=—oo

avec f(z) = (22 +a?)~h

La fonction f(z) a deux péles simples zy = +ia, zo = —ia, et
Rés([mcot m2](2* + a®) 1, 21 = ia) = 7 lim 22_ 5 cot(mz) = o cot(ima) = ——coth(ma),
z—ia 2 a a
Rés([mcot m2](22 + a®) !, 20 = —ia) = lel_)rgl % cot(mz) = _27;_'@ cot(—ima) = —%coth(ﬂa).
D’ou,
/ ; 2. 2y-1 - ; 2 2\-1 : T
o' = —Rés([rcot mz](2°+a”) ", 2 = ia)— Rés([w cot mz](2°+a”) ™", 2 = —ia) = —coth(rwa),

12



et

Solution 8 Par le principe de l'argument, ['augmentation de l'argument de f(z) lorsque
z décrit le cercle est égale & (2mx ) le nombre de zéros moins le nombre des poles de f(z)
a lintérieur du cercle, donc juste le nombre de zéros. Pour trouver le nombre de zéros

de f(z) a lintérieur du cercle, on compare f(z) avec terme dominant z* et on applique le

théoréme de Rouché. Soit g(z) = 2*. On a, sur le cercle

‘eiz’ + |e—iz‘

f(2) = g(2)| = [sin 2| < <ell=e* <81 =|g(2)|.

Donc, f(z) a le méme nombre de zéros a lintérieur du cercle que z*, lequel est 4.

Par conséquent, 'augmentation de l’argument est 2w X 4 = 8.

Solution 9 1- On applique le théoréme de Rouché sur le cercle C(0,1), avec f

et g(z) =523, On a,
[f(2) —g(2)l = | + 2 =2 < |°| + 2] + 2| =4 < 5= [52%| = |g(2)], [z =1.

Comme la fonction g a un seul zéro z = 0 de multiplicité 3 dans le disque D1(0),
la fonction f a aussi trois zéros dans le disque D1(0).

2- On applique le théoréme de Rouché sur le cercle C(0,3), avec f et g(z) = 2°.
On a,

1f(z) — g(2)| = [p2° + 2 = 2| < [52°| + |2 + 2] = 140 < 243 = |2°| = |g(2)|, |2 =3.

Comme la fonction g a un seul zéro z =0 de multiplicité 5 dans le disque D3(0),

la fonction f a aussi 5 zéros dans le disque D3(0).

13



Solution 10 On raisonne par l’absurde, en appliquant le théoréme de Rouché sur le cercle
C(0,1), avec

f(2) =co12" . ez +co

et

g9(z) = ==".

Supposons que

V2 e C(0,1), |Pu(2)] < 1.

Alors,
1f(2) = g(2)| = |Pu(2)] <1 =g(2)].

Comme la fonction g a un seul zéro z = 0 de multiplicité n dans le disque D1(0),

le polynéme f a aussi n zéros dans le disque D1(0). Ce qui est absurde.

14



