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Travaux Dirigés n°3

Exercice 1:

I) Soit A’ un opérateur unitaire. Déterminer les valeurs propres de A'’.

I) Soit (ap) et (fp) les valeurs et fonctions propres d’un opérateur A.
1) Déterminer les valeurs propres des opérateurs A" et A™ (A est défini par ALA=1)
2) Soient f1 et f2 deux fonctions propres correspondantes a la valeur propre doublement dégénérée a.

e Montrer qu’une combinaison linéaire de f1 et f> reste fonction propre de A pour la méme valeur

propre.

Exercice 2 :
Soit H 1’opérateur Hamiltonin et A un opérateur quelconque tel que leur commutateur

ll—] : AJ= A.A, lavaleur propre de H est En et sa fonction propre est représentée par 1’état physique |1//> .

e Montrer que A|x//> est fonction propre de H avec valeur propre que I’on déterminer.

Exercice 3:
1. On note Hiibre I’énergie d’une particule libre de masse m en mécanique classique.
e Exprimer Hiipre en fonction de m, px
e Ecrire I’opérateur correspondant H)ibre €n mécanique quantique.
e Qu’obtient-on si on applique Hjipre & la fonction d’onde y(x) ?
2. Calculer les commutateurs suivants : [x bx] et [f)x, I-],ibre].

3. Est-il possible de mesurer simultanément la position et la quantité de mouvement d’une particule

libre ? Justifier.

Exercice 4 :

Dans un probléme a une dimension, une particule est décrite a I’instant t=0 par la fonction d’onde :

P(x)=N exp[— HJ Ou a est une constante réelle.
a

1. Calculer N.



2. Donner les dimensions des constantes a et N.

3. Quelle est la probabilité de mesurer la particule entre -a/2 et +a/2 ?
n!

4. Calculer les valeurs moyennes <x?> et <V/(x)>, ol V (x) = _% . On rappelle que : J:O x"e"dr = W
(24

Exercice 5 :

On considere la fonction ¥, (x), la résolution de 1’équation de Schrodinger d’une particule libre a 1’état

stationnaire: ¥, (x) = N'sin(z). x

Déterminer le facteur de normalisation de la fonction ¥, (x)

Ecrire I’équation de Schrédinger d’une particule libre.
Déterminer les valeurs propres du systéme dans cet état.

Calculer les valeurs moyennes <x> et <Py>.

o M W nhpoE

Etudier et tracer la courbe de la densite de probabilite de présence de la particule (D(x)=%) en
fonction de x. En déduire la position probable de la particule.

On donne : sin?(2z)x = 1(1-cos(20x)x)
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Exercice 1:

Soit A’ un opérateur unitaire.
e Je détermine les valeurs propres de A’

Si o est la valeur propre de A’, les vecteurs propres |'¥) sont tel que : A|'¥) =a|¥)
L’opérateur A’étant unitaire lorsque : <A‘P‘ A‘P>> = <‘P‘ A*.A.‘P>> =(¥|¥)) )
Dautre part : (AW A)) = (@¥|a¥)) =|o"(¥]¥)) (@)

Les relations (1) et (2) donnent : |a|2 =1

. io
Les valeurs (valeurs) propres de A’sont donc les nombres complexes €

Ou: a=e"



Soit (ap) et (fp) les valeurs et fonctions propres d’un opérateur A.

e Je déterminer les valeurs propres des opérateurs A" et A (A™ est défini par AT A=1)

f
p
1 ): ap'(A'fp )= ap'(ap fp)

Soient f1 et f2 deux fonctions propres correspondantes a la valeur propre doublement dégénérée a.
e Je montre qu’une combinaison linéaire de f1 et f2 reste fonction propre de A pour la méme valeur
propre

1/0Ona:Af, =af, etAf, =af,

/////

On Vérifier larelation: AK = a.K
= AK = Alaf, +Bf, )= Alas, )+ AlBS, )

= AK =a.af, +apf, =alaf, +Bf, )=a.K
= AK =a.K

Exercice 2 :

Ona: [I:|,AJ=/1.A et Hly)=E,|y)

[A. Alw) = LAy - ARly) = Aly)

H.Aly) = 2Alp) + AH|y) = 2Aly) + AE
Sachantque::>A'f‘ll//> Al//>+ A‘//> w)+AE,|y)

= H.Ay) = 2Alp)+E Aly) = (2 +E, JAly)

:>I:I.,&|a//>:(l+En)A;//>

.Par suite A|x//> est bien une fonction (vecteur) propre de H avec la valeur propre (/1 + En)



Exercice 3:
1. J’exprime Hiiore €N fonction de m, px
H, =E., +V(Xx)=E_, etV(x)=0 (particulelibre)
Ona: 1 p?

H, =E,, =-mVv; =%
c2 2.m

2. Ecrire I’opérateur correspondant Hjinre €N mécanique quantique.
HX % HX :> pX = f)X
A 2 2
pZ _ he d
2.m, dx?

= H,

B 2.m,

3. Applique Hiibre a la fonction d’onde |y) :

) =)= g ) -

2.m, dx

2 .

Par exemple, pour ‘1//1 (x)> = \/E.sm(%j, ona:
n* d?
(—md?]‘% (X)> =E “/’1 (X)>
Aprés de quelque manipulation, on trouve :
h2
LT gm, L

4. Calcul les commutateurs suivants : [x f)x]et[ﬁx, H,ibreJ

[%,p, ]=inet|p,, e =0
5. On ne peut pas mesurer simultanément la position et la quantité de mouvement d’une

particule libre, car le commutateur [)2 f)x]: i.h=0

Exercice 4 :

Ona: ¥(x)=N exp[— HJ Ou a est une constante réelle.
a

1. Calculer N

. s P _+00 2 2+0O Z‘X‘
On applique la conditionde normalisation: ﬂ&”(x} dx=1=N Iexp — x=1

+00

Ona: —2N? jexp(—gjdx=1:> 2N2.(—Ej.exp[—%J =1
5 a 2 a ),
:>2N2.(—§}(0—1)=1:>2N2.a=1:>N=i
2 Ja

4



2.

3.

les dimensions des constantes a et N

a=[LletN=—FL - L %

2 aa) ? 2 2 2X|
dp =|7(x)".dx= p(—E,Ej: L|$U(x)| dx = NZJ;exp(—?]dx
2 2
3 ) 3
=p —%,% =N2£exp[— qudx:Nz_([exp( ZaX]dxdx
2
o282 - 2] w23
U22) T ™ a), =~ \ 2)Ve
a a a _
= -5 =2(—E}(%—1)%:1—e 1 =0,6321
—p-2,21-6321%
2'2

Calcul les valeurs moyennes <x*> et <V/(x)>, et v (x) = _%
41 <x*>
o x2¥(x)# const¥(x)

o (P(x)|¥(x)) =1 (laconditionest vrifiée dans la questionl)

X? = _E[‘P*(x).x.z‘P(x)dx: szexp(— %).x?exp(—% dx

42 (v00)=- 1,
. —%.l}’(x);«t const¥(x)

o (P(x)|7(x)) =1 (laconditionest rifiée dans la question)



Exercice 5 :

ona. P =Nsin(z).x
1. Détermination le facteur de normalisation de la fonction ¥, (x)

L L
On applique la conditionde normalisation: ”|sﬂ(x)|2,‘dx:1:> N ZISinz(f).x.dx -1
0 0
2 L N 2 L
= Ng.[(l_cos(z—().x)dxﬂ:?.[x—Zisin(%).x} =1
0

0 T

N? L
= L-=(0-0)|= _ _[2
== .[L 27,(0 0)}_1:2N2.L_1:>N_,/A

2. Ecrire I’équation de Schrédinger d’une particule libre.

Kh® d?
“om a¢

A

Ona: H,

l//l(x)>:El ‘l/jl(x)>:>{ J‘l/ll(X»:E‘l//l(x»

3. Détermination des valeurs propres du systéeme dans cet état.
n* d?

V1 (X)> =E "//1 (X)> = (_ om d?}‘l//l (X)> =E “/’1 (X)>

On a:‘t//l (x)> = E.sin[%}x

(_ "’ i]‘ v, (X)> =E “//1 (X)>

A

HX

2.m, dx?
Aprés de quelque manipulation, on trouve:
h2
~8m, L’

1

4. Calculer les valeurs moyennes <x> et <Py>.



) Lo ™2 2
o2 axt 21 2 > [1 . 2 )
=>X=—| —dx——.=| xco§ —x[dx=——| =.] x.co§ —x [dx| ==-0
2L 2 L 2 L 2.L L o 0
_ L
X=—
2
42 <P
h d 2 . (n« hrd 2 T
1/ p X)=——].]—SIin| =X ||=—.——] .|—c09 — X || # consty, (X
b (x) 'dx{ L (L ﬂ i de{\[ {L ﬂ vi(x)

5. Etude et tracage la courbe de la densité de probabilité de présence de la particule (D(x)=42) en

fonction de x.

—

= D’'(x)= —ﬂsm(z—().x =0=sin(%)x =sinz = x =%



X 0 L/2
D'(x)
2/L
D'(x)
0
6. Lacourbe:

I

v

7. Laposition probable de la particule est : x = ;




