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Travaux Dirigés n03 
 

 

Exercice 1:  

I) Soit /Â  un opérateur unitaire. Déterminer les valeurs propres de 
/Â . 

II) Soit (ap) et (fp) les valeurs et fonctions propres d’un opérateur Â . 

1) Déterminer les valeurs propres des opérateurs 
nÂ  et 

1ˆ A  (
1ˆ A  est défini par IAA ˆˆ.ˆ 1 

) 

2) Soient f1 et f2 deux fonctions propres correspondantes à la valeur propre doublement dégénérée a. 

 Montrer qu’une combinaison linéaire de f1 et f2 reste fonction propre de Â  pour la même valeur 

propre. 

 

Exercice 2 :  

Soit Ĥ  l’opérateur Hamiltonin et Â  un opérateur quelconque tel que leur commutateur  

  AAH ˆ.ˆ,ˆ  , la valeur propre de Ĥ  est En et sa fonction propre est représentée par l’état physique  . 

 Montrer que Â est fonction propre de Ĥ avec valeur propre que l’on déterminer.    

                 

Exercice 3: 

1. On note Hlibre l’énergie d’une particule libre de masse m en mécanique classique.  

 Exprimer Hlibre en fonction de m, px  

 Ecrire l’opérateur correspondant libre en mécanique quantique. 

 Qu’obtient-on si on applique libre à la fonction d’onde ψ(x) ? 

2. Calculer les commutateurs suivants :    librexx Hppx ˆ,ˆet    ˆ,ˆ . 

3. Est-il possible de mesurer simultanément la position et la quantité de mouvement d’une particule 

libre ? Justifier. 

 

Exercice 4 :  

Dans un problème à une dimension, une particule est décrite à l’instant t=0 par la fonction d’onde :   

 















a

x
NxΨ exp ,  Où  a est une constante réelle. 

1. Calculer N. 
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2. Donner les dimensions des constantes a et N. 

3.  Quelle est la probabilité de mesurer la particule entre -a/2 et +a/2 ? 

4.  Calculer les valeurs moyennes <x2> et <V(x)>, où 
x

xV 1)( 


 . On rappelle que : 
 

 
!

0 1




 
n

xn n
drex





 

 

Exercice 5 :  

On considère la fonction (x)Ψ1 , la résolution de l’équation de Schrödinger d’une particule libre à l’état  

stationnaire:
    

  . x N(x)Ψ
L
πsin1                 

1. Déterminer le facteur de normalisation de la fonction (x)Ψ1  

2. Ecrire l’équation de Schrödinger d’une particule libre. 

3. Déterminer les valeurs propres du système dans cet état. 

4. Calculer les valeurs moyennes <x> et <Px>. 

5. Etudier et tracer la courbe de la densité de probabilité de présence de la particule (
dx
dPD(x)  ) en 

fonction de x. En déduire la position probable de la particule. 

          On donne :              .x .x  
L

.n.π

L

n.π 2

2

12 cos1sin 
 

 

 

Corrigé Type de Travaux Dirigés n03 
 

Exercice 1:  

Soit 
/Â  un opérateur unitaire.  

 Je détermine les valeurs propres de 
/Â . 

Si α est la valeur propre de 
/Â , les vecteurs propres   sont tel que :   Â  

L’opérateur 
/Â étant unitaire lorsque : (1)      .ˆ.ˆ.ˆ.ˆ   AAAA  

D’autre part : (2)      .ˆ.ˆ 2
 AA  

Les relations (1) et (2) donnent : 1
2
  

Les valeurs (valeurs) propres de 
/Â sont donc les nombres complexes 

ie  

Où : 
 ie  
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Soit (ap) et (fp) les valeurs et fonctions propres d’un opérateur Â . 

 Je déterminer les valeurs propres des opérateurs nÂ  et 1ˆ A  ( 1ˆ A  est défini par IAA ˆˆ.ˆ 1  ) 

       

p

n

p

n

ppp

pppppppp

ppp

fafA

fafA

faafAafaAfAA

fafA

..ˆ

...

..

..ˆ

..ˆ...ˆ.ˆ.ˆ

..ˆ : aOn 1/ 

22









 

 

     
     
 

ppp

p

p

ppp

ppppp

ppppp

faf
a

fA

ffAa

fIfAAfAAfAa

fAafaAfAA

.
1

.ˆ.

.ˆ.

.ˆ.ˆ.ˆ.ˆ.ˆ.ˆ.

.ˆ...ˆ.ˆ.ˆ : aOn 2/ 

11

1

111

111

















 

Soient f1 et f2 deux fonctions propres correspondantes à la valeur propre doublement dégénérée a. 

 Je montre qu’une combinaison linéaire de f1 et f2 reste fonction propre de Â  pour la même valeur 

propre 

     
 

.Ka.KA

.Kaβ.fα.faβ.faα.fa.KA

β.f.Aα.f.Aβ.fα.f.A.KA

a.K.KA

β.fα.fK

fafAfafA

.ˆ

......ˆ

ˆˆˆˆ

ˆ :relation  lar On vérifie

 : comme linéairété derelation  La

..ˆet  ..ˆ : aOn 1/ 

2121

2121

21

2211













 

 

Exercice 2 :  

 On a :   AAH ˆ.ˆ,ˆ   et  nEH ˆ  

Sachant que : 

 

 

  







.ˆˆ.ˆ

.ˆ.ˆ.ˆˆ.ˆ

.ˆ.ˆˆ.ˆ.ˆˆ.ˆ

.ˆˆ.ˆˆ.ˆˆ,ˆ

AEAH

AEAEAAH

EAAHAAAH

AHAAHAH

n

nn

n









 

.Par suite Â  est bien une fonction (vecteur) propre de Ĥ  avec la valeur propre  nE  
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  Exercice 3: 

1. J’exprime Hlibre en fonction de m, px 

On a : 

m

p
vmEH

xVExVEH

x

xexcx

xcxcx

.2
.

2

1

libre) (particule  0)(et  )(

2

2

,

,,





 

2. Ecrire l’opérateur correspondant libre en mécanique quantique. 

2

222

.2.2

ˆˆ

ˆˆ

dx

d

mm

p
H

ppHH

ee

x

x

xxxx






 

3. Applique libre à la fonction d’onde   : 

 

   

2

2

1

1112

22

1

2

22

..8

: on trouve on,manipulati quelque de Aprés

.2

: aon  ,
L

.sin
L

2
pour  exemple,Par 

.2
ˆ

Lm

h
E

xEx
dx

d

m

x

E
dx

d

m
EH

e

e

e

x
























































 

4. Calcul les commutateurs suivants :    librexx Hppx ˆ,ˆet  ˆ,ˆ  

    0ˆ,ˆet  .ˆ,ˆ  librexx Hpipx   

5. On ne peut pas mesurer simultanément la position et la quantité de mouvement d’une 

particule libre, car le commutateur   0.ˆ,ˆ  ipx x
 

 

Exercice 4 : 

On a :  















a

x
NxΨ exp ,   Où a est une constante réelle. 

1. Calculer N 

On a : 

 

 
a

NaN
a

N

a

xa
Ndx

a

x
N

dx
a

x
NdxxΨ

1
1.2110.

2
.2

1
2

exp.
2

.21
2

exp2

1
2

exp1.:ion normalisat decondition  la appliqueOn 

22

0

2

0

2

22




































































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2. les dimensions des constantes a et N 

  2
111

et  


 L
La

NLa  

3. la probabilité de mesurer la particule entre -a/2 et +a/2 

   

 

 

%21,63
2

,
2

6321,011.11.
2

2
2

,
2

11.
2

.2
2

exp.
2

.2
2

,
2

2
exp

2
exp

2
,

2

2
exp.

2
,

2
.

1

2
2

0

2

2

0

2
2

2

2

2

2

2
2

2

22







































































































































aa
p

e
ae

aaa
p

e

a
N

a

xa
N

aa
p

dxdx
a

x
Ndx

a

x
N

aa
p

dx
a

x
NdxxΨ

aa
pdxxΨdp

a

aa

a

a

a

a

a

 

4. Calcul les valeurs moyennes <x2> et <V(x)>, et 
x

xV 1)( 


 

4.1   <x2> 

    xΨconstxΨx ..2   

     question1) la dans éeest vérificondition  (la ,1xΨxΨ  

                 

   

 

4

48
.

1
.2

2

1*2
.2.

2
exp.2

exp..exp.. 

2
2

23

3

2

0

222

222*2

a
x

aa

a
a

Ndx
a

x
xNx

dx
a

x
x

a

x
Ndxxxxx

E












































































 

4.2 
x

xV 1)( 


 

    xΨconstxΨ
x

..1   

     question1) la dans éeest vérificondition  (la ,1xΨxΨ  
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    

 

a
x

aa
a

Ndx
a

x
xNx

dx
a

x

xa

x
Ndxx

x
x

x
E

2

2
.

1
.2

2

1
.2.

2
exp.2

exp.1.exp1.1 

2

0

2

0

122

2*









































































 

   

  

Exercice 5 :  

       On a :   
  . x N(x)Ψ

L
πsin1                 

1. Détermination le facteur de normalisation de la fonction (x)Ψ1  

   

    

 
L

NLN
L

L
N

x
L

x
N

dxx
N

dxxNdxxΨ

L

L
π

L

L
π

L

L
π

L

21.2100
2

.
2

1.sin
2

.
2

1..cos1
2

1..sin1.:ion normalisat decondition  la appliqueOn 

2

2

0

2

0

2

2

0

22

0

2






























 

 

2. Ecrire l’équation de Schrödinger d’une particule libre. 

 

       xEx
dx

d

m
xExH

e

x 112

22

111   
.2

  ˆ  : aOn  
















 

 

3. Détermination des valeurs propres du système dans cet état. 

       

 

   

2

2

1

1112

22

1

1112

22

111

..8

: on trouve on,manipulati quelque de Aprés

.2

L
.sin

L

2
 : aOn 

.2
ˆ

Lm

h
E

xEx
dx

d

m

xx

xEx
dx

d

m
xExH

e

e

e

x
























































 

4. Calculer les valeurs moyennes <x> et <Px>. 
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4.1   <x> 

   

   

     

2

0
2

.
2

cos..
1

.2

2
cos.

2

1
.

2

22

2

.
2

cos
2

1

2

1
.

2
.sin.

2
.. /3

1 /2

sin
2

..ˆ /1

0
0

2

0 0

2

00

2

1

*

1

11

11

L
x

L
dxx

L
x

LL

L
dxx

L
x

L
dx

x

L
x

dxx
L

x
L

dxx
L

x
L

dxxxxxx

xx

xconstx
LL

xxA

L
LL L

LL

E





































































 















 

 

4.2 <Px> 

   

   

     

0

0
2

cos
2

.
.

.
.

2
sin.

.

.
.cos.sin.2

.

.

.cos.sin.2..
2

2
sin

2
.sin

2
.ˆ. /3

1 /2

cos
2

.sin
2

.ˆ /1

0

20202

00
1

*

1

11

11



































































































































x

L
LL

x

LL

E

xx

x

p

x
L

L

Li
dxx

LLi
dxx

L
x

LLi
p

dxx
L

x
LLiL

dxx
LLdx

d

i
x

LL
dxxpxxp

xx

xconstx
LLdx

d

Li
x

LLdx

d

i
xp











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5. Etude et traçage la courbe de la densité de probabilité de présence de la particule (
dx
dPD(x)  ) en 

fonction de x.  
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   

       

     
2

sinsin0sin
2

0cos1sin

sin

sin  : aOn 

22

2
2
122

2

2
2

1

2

1

L
xπ.x.x

.π

L
xD

.x .xxD

.xxD

.xxψ
dx

dp
xD.dxxψdp 

L
π

L
π/

/

L
.π

/

L
π/

L
n.π

L
n.π








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x 0                              L/2                                     L 

D/(x)               +                                - 

 

D/(x) 

                                2/L 

  

 

 

 

  

 

 

6. La courbe : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7. La position probable de la particule est : 
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