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 Travaux Dirigés n0 2 

 

 
Exercice 1 : 

Indiquer parmi ces opérateurs ceux qui obéissent à la règle de linéaireté 

1) *ˆ ffA  ,  2) 
f

fB
1ˆ  ,  3) 

2ˆ ffC  , 4) 
dx

df
fD ˆ ,  5)  fdvfĜ  

Exercice 2: 

Les opérateurs aT̂ (translation de a) et P̂  (parité) tel que : a)+f(x=f(x)T̂a , f(-x)=f(x)P̂ , démontrer :  

1) P̂=T̂P̂T̂ aa , 2) Î=T̂P̂T̂P̂T̂ a

2

aa ,  3) )P̂+Î2(=)P̂+Î( 2
, 4) ).T̂-T̂(P̂ = ]P̂ ,T̂[ a

-1

aa   

 

Exercice 3 : 

1. Soient A, B et C trois opérateurs linéaires, vérifier les relations suivantes : 

                     1) ]Ĉ,Â[ +]B̂,Â[=]Ĉ+B̂,Â[ ,       2) ]Ĉ,Â[B̂ +Ĉ]B̂,Â[=]ĈB̂,Â[   

2. Soient les opérateurs Â , B̂  obéissent la relation de commutation suivante : 1=]B̂,Â[ , démontrer : 

 B̂2+ÂB̂ =B̂Â 22 , en déduire ]B̂,Â[ n
. 

3. Démontrer la relation suivante grâce à la condition d’adjonction : 

)Â B̂ +Â B̂( =)B̂Â +B̂Â(
+

2

+

2

+

1

+

1

+

2211
  

 

Exercice 4 : 

Soit l’opérateur
kx


-i=Pk  avec k=1,2,3. 

 Calculer le commutateur ]. x̂ ,P̂[ kk   

 Calculer le commutateur ]. x̂ ,P̂[ jk  

 

Exercice 5 :  

Sur l’espace vectoriel des fonctions de carré intégrable, à valeurs complexes f(x) de la variable réelle x, 

on définit un produit scalaire :    dxxgxfgf 




 * ,  

1. Calculer l’opérateur adjoint de l’opérateur x. Cet opérateur est-il hermitien ? 

2. Calculer l’opérateur adjoint de d/dx. L’opérateur id/dx est-il hermitien ? 

3. Montrer que l’opérateur laplacien est hermitien  
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Exercice 6 : 

1- Soit un opérateur linéaire Â  ayant un vecteur propre ‘‘ ’’ et une valeur propre ‘‘a’’.  

Soit un deuxième opérateur linéaire B tel que 2ÂB̂2B̂=]B̂,Â[  . 

 Montrer que ( B̂ ) est vecteur propre de l’opérateur Â et déterminer sa valeur. 

2- Soient Â , B̂  et Ĉ  trois opérateurs. Exprimer le commutateur du produit Â . B̂ et Ĉ  en fonction des 

commutateurs ]Ĉ,B̂[et    ]Ĉ,Â[  

 

Exercice 7 : 

I) Soit la matrice  A


 

1) Donner le format de A 

2) Donner la valeur de chacun des éléments a14, a23, a33 et a32 

3) La matrice A est-elle inversible ? 

4) Si A est inversible, déterminer l’inverse de A : A-1 

5) Déterminer les valeurs propres de la matrice  

II) Soit la matrice :                  











4-     6

3-     5
B̂    

 Déterminer les vecteurs propres associés aux valeurs propres de la matrice  

 

Exercice 8 : 

Ecrire la matrice représentative de l’opérateur
dx

d
A 


, sur la base des fonctions  
inwxe , w=2π/T. 

n: nombre entier compris entre -2 et +2. 
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Corrigé Type de Travaux Dirigés n0 2 

 

 

Exercice 1 : 

f(x) et g(x) deux fonctions et A opérateur, On définit la règle de linéaireté comme : 

 

     )(.ˆ.)(ˆ.)(.)(.ˆ ?
xgAxfAxgxfA  


 

1) *ˆ ffA   

On a      )(.ˆ.)(ˆ.)(.)(.ˆ ?
xgAxfAxgxfA  


 

     

   

    )réelles constantes dessont  ,(car  ),, et( linéaireopérateur  ˆ.)(.ˆ.)(ˆ.

)(.)(.)(.)(.

)(..ˆ)(.ˆ)(.)(.ˆ

**

******













AxgAxfA

xgxfxgxf

xgAxfAxgxfA

 

2)  
f

fB
1ˆ   

On a      )(.ˆ.)(.ˆ.)(.)(..ˆ
?

xgBxfBxgxfB  


 

     

         linéairenon opérateur  ˆ)(.ˆ.)(.ˆ.)(.ˆ.
1

)(.ˆ.
1

)(

1
.

1

)(

1
.

1

)(.

1

)(.

1

)(..ˆ)(.ˆ)(.)(..ˆ

BxgBxfBxgBxfB

xgxfxgxf

xgBxfBxgxfB

















































 

 

      3) 
2ˆ ffC   

On a      )(.ˆ.)(.ˆ.)(.)(..ˆ ?
xgCxfCxgxfC  


 

     

   

         linéairenon opérateur  ˆ)(.ˆ.)(.ˆ.)(.ˆ.)(.ˆ.

)(.)(.)(.)(.

)(..ˆ)(.ˆ)(.)(..ˆ

22

222222

CxgCxfCxgCxfC

xgxfxgxf

xgCxfCxgxfC













 

 

4) 
dx

df
fD ˆ  

On a      )(.ˆ.)(.ˆ.)(.)(..ˆ ?
xgDxfDxgxfD  

  
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     

   

     linéaireopérateur  ˆ)(.ˆ.)(.ˆ.

)(.)(.)(.)(.

)(..ˆ)(.ˆ)(.)(..ˆ

DxgDxfD

xg
dx

d
xf

dx

d
xg

dx

d
xf

dx

d

xgDxfDxgxfD













 

  

 5)  fdvfĜ  

On a      )(.ˆ.)(.ˆ.)(.)(..ˆ ?
xgGxfGxgxfG  


 

     

     linéaireopérateur  ˆ)(.ˆ.)(.ˆ.

).(.).(.).(.).(.

)(..ˆ)(.ˆ)(.)(..ˆ

GxgGxfG

dxxgdxxfdxxgdxxf

xgGxfGxgxfG














 

  

Exercice 2 : 

Les opérateurs aT̂ (translation de a) et P̂  (parité) tel que : a)+f(x=f(x)T̂a , f(-x)=f(x)P̂ , je démontre :  

1) P̂=T̂P̂T̂ aa  

PTPTf(x)Pf(x)TPT

f(x)Pf(-x)a)af(-xa).f(-xTa)f(xPTf(x)=TPT

aaaa

aaaa

ˆˆˆˆˆˆˆˆ

ˆˆˆˆˆˆˆ




 

2) Î=T̂P̂T̂P̂T̂ a

2

aa  

  

ITPTPT

IPf(x)If(x)f(-x)Pf(x)P

PTPT.TPT=TPTPT

aaa

aaaaaaa

ˆˆˆˆˆˆ

ˆˆˆˆˆ

ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ

2

22

22







 

 

3) )P̂+Î2(=)P̂+Î( 2
 

)P+I()P+I(

)P+I(P.I+IP.I.P+I=)P+I(

P.P.I.IP,II

P.I.P+I=)P+I(

ˆˆ2ˆˆ

ˆˆ2ˆ2ˆˆˆˆ2ˆˆˆˆ

ˆ2ˆˆ2et   ˆˆˆˆ

ˆˆ2ˆˆˆˆ

2

222

22

222









 

 

4) ).T̂-T̂(P̂ = ]P̂ ,T̂[ a

-1

aa   

)T-T(P T.P- T.P] =P, T[

T.P
T

P
P.TPTPT

T.P- P.T] =P, T[

a

-

aa

-

aa

-

a

a

aaa

aaa

ˆˆˆˆˆˆˆ ˆˆ

ˆˆ
ˆ

ˆ
ˆˆˆˆˆˆ  : aon  1,question  la departir A 

ˆˆˆˆˆˆ

11

1



  
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Exercice 3 : 

1. Soient A, B et C trois opérateurs linéaires, je vérifie les relations suivantes : 

1) ]Ĉ,Â[ +]B̂,Â[=]Ĉ+B̂,Â[  

   
]C,A]+ [B,A[A.CC.AA.B-B.A]C+B,A[

A.CA.B.-C.AB.AA.CB-CB.A]=C+B,A[

ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ

ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ




 

 

2) ]Ĉ,Â[B̂ +Ĉ]B̂,Â[=]ĈB̂,Â[   

   
]C,A[B+ C]B,A[]CB,A[

]C,A[B+ C]B,A[A.C-C.A.BC.A.B-B.AA.C.B-C.A.BC.A.B-C.B.A]CB,A[

C.A.B-C.A.BA.C.B-C.B.A]=CB,A[

ˆˆˆˆˆˆˆˆˆ

ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ

ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ







 

 

2. Soient les opérateurs Â , B̂  obéissent la relation de commutation suivante : 1=]B̂,Â[ , je démontre : 

 B̂2+ÂB̂ =B̂Â 22 , en déduire ]B̂,Â[ n
. 

On a : 

B̂2ÂB̂-B̂Â

B̂21.ˆˆ.1B̂2ˆˆˆˆ.ˆˆ

ˆˆˆˆ.ˆˆ ˆˆ : aon et 

B̂2ˆˆÂB̂-B̂ÂB̂2+ÂB̂ =B̂Â

22

2

22222









B+ B]B,A[B+ B]B,A[

]B,A[B+ B]B,A[]B,A[

]B,A[

 

Je déduire : ]B,A[ nˆˆ  

1

22223

2

ˆˆˆnPour 

......

....

ˆ31ˆˆˆ2ˆˆˆˆˆˆˆˆ3nPour 

ˆ2ˆˆ 2nPour 

1ˆˆ 1nPour 









nn Bn.]B,A[

B.B+ B.B.]B,A[B+ B].B,A[]B,A[

B.]B,A[

]B,A[

 

 

4. Démontrer la relation suivante grâce à la condition d’adjonction :  

Définition de la relation d’adjonction :            )A B+ A B= ()BA+ BA(
+++++

22112211
ˆˆˆˆˆˆˆˆ   
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   

     

       

     

   

)A B+ A B= ()BA+ BA(

.ΨΨ.d).ΦA.BA.B.ΨΨ.d.Φ)BA+ BA(

.ΨΨ.d).ΦA.BA.B.ΨΨ.d.ΦA.B.ΨΨ.d.ΦA.B

.ΨΨ).dB.(.ΦA.ΨΨ).dB.(.ΦAdv.ΨΨB.(A.Φ.dv.ΨΨB.(A.Φ

.dv).ΨBA(.Φ.dv).ΨBA(.Φ.dv).ΨBA+ BA(.Φ

.ΨΨ.d.Φ)BA+ BA(.dv).ΨBA+ BA(.Φ

+++++

E

*

E

*

E

*

E

*

E

*

E

*

E

*

E

*

E

*

E

*

E

*

E

*

E

*

E

*

22112211

22112211

22112211

22112211

22112211

22112211

ˆˆˆˆˆˆˆˆ

 : vientil t,identifianen et 

ˆˆˆˆˆˆˆˆ

:donc auraon  comparant,en 

ˆˆˆˆˆˆˆˆ

ˆˆˆˆˆˆˆˆ

ˆˆˆˆˆˆˆˆ

:tdéveloppanen  part, autreD'

ˆˆˆˆˆˆˆˆ















 





 





































 

 

Exercice 4 : 

Soit l’opérateur
kx


-i=Pk  avec k=1,2,3. 

 Je calcule le commutateur ]. x̂ ,P̂[ kk   

 

i
-i ]x, P[

).f(x-i
x

)f(x
.x.i

x

)f(x
.x)f(x.-i)f(xP.x)f(xx, P

x

)f(x
.x.-i)f(xP.x

x

)f(x
.x)f(x.-i)f(xx

x
-i)f(xx.P

)f(xP.x)f(xx, P) ]f(xx, P[

kk

k

k

k

k

k

k

kkkkkkkk

k

k

kkkk

k

k

kkkk

k

kkk

kkkkkkkkk






























































































ˆˆ

ˆˆˆˆˆˆ

ˆˆˆ

ˆˆˆˆ

ˆˆˆˆˆˆ

 

 

 Calculer le commutateur ]. x̂ ,P̂[ jk  
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 

 

   













































































.0:aon ; lorsque

1:aon ; lorsque

Kroneker de indice :

ˆˆ.ˆˆ

ˆˆˆˆˆˆ

ˆˆˆ

ˆˆˆ

ˆˆˆˆˆˆ

ii

jj

kj

kj

kj

k

jj

k

kk

k

jj

k

kjjk

k

jkj

j

k

jk

kjjkjk

jk

jk

-i
x

.xx
x

-i ]x, P[

f(x)
x

.x.if(x)x
x

-if(x)P.xf(x)x, P

f(x)
x

.x.-if(x)P.x

f(x)x
x

-if(x)x, P

f(x)P.xf(x)x, P ]f(x)x, P[
















 

 

Exercice 5 :  

On définit un produit scalaire :    dxxgxfgf 




 * ,  

1. Je calcule l’opérateur adjoint de l’opérateur x : 

)()()( )( xgxfxxgxxf   

L’opérateur adjoint x+ de l’opérateur x est donc égale à x. 

Soit x+=x, l’opérateur x est hermitien 

 

2. Je calculer l’opérateur adjoint de d/dx.  

On applique la relation :      dxxgxfAdxxgAxf )()(.ˆ.)(.ˆ.
*

?*




  

      Intégrons par parties :   dxuudxu .... //     

      Posons :   )(et  )( */ xfxg
dx

d
u    

    Donc :   )(et  )( */ xf
dx

d
xgu    
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    

   

 

   

dx

d
A

dxxgxfAdxxgxf
dx

d
dxxgxf

dx

d
I

xgxf

g(x)f(x)

dxxgxf
dx

d
xgxf

dxxg
dx

d
xfdxxgAxfI













































ˆ

)()(ˆ)()()()(

 :et  nul, doncest  intégré  termele ,  xquand zéro  vers tend,)().( 

e,convergentétant   scalaireproduit  le donne qui intégraleL'

)()()().(

.)(...)(.ˆ.

*
*

*

*

**

**

 

3. L’opérateur id/dx est-il hermitien ? 

   

hermitienest  opérateur L' id/dx

dx

id

dx

d
i

dx

d
.i

dx

id

































 

4. Montrer que l’opérateur laplacien est hermitien  

 

     

 

 

 

     

  





























































































































ˆˆcar  hermitien,est  ,,ˆopérateur L'

ˆˆˆˆˆ

: on trouve finalement

ˆˆˆ

ˆˆˆ

on trouvemanière, meme la De

ˆˆˆ

ˆˆˆˆ

ˆˆˆˆ:poseOn 

,,ˆ

2

2

2

2

2

2

222

2

2

2

2

2

2

2

2

2

222

2

2

2

2

2

2

222

2

2

2

2

2

2

zyx

zyx
CBA

z
C

y
C

y
C

y
B

y
B

y
B

x
A

x
A

x
A

CBA

zyx
CBA

zyx
zyx

 

 
 

Exercice 6 : 

1- Soit un opérateur linéaire Â  ayant un vecteur propre ‘‘ ’’ et une valeur propre ‘‘a’’.  
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Soit un deuxième opérateur linéaire B tel que 2ÂB̂2B̂=]B̂,Â[  . 

 Je montrer que ( B̂ ) est vecteur propre de l’opérateur Â et je détermine sa valeur. 

 
       

     
         
          
           
      

 

     ,1.2a propre valeur la  avec ,Âopérateur l' de proprer un  vecteuest  B̂

 ,1.2a:'

B̂B̂1.2aB̂Â

.B̂.2aB̂1.a.B̂2a.B̂1.B̂Â

Â.B̂2a.B̂1..a.Â.B̂2B̂a.B̂B̂Â

ÂÂ.B̂2B̂ÂB̂ÂB̂2B̂Â.B̂B̂.Â

ÂB̂2B̂Â.B̂B̂.Â

ÂB̂2B̂Â.B̂B̂.ÂB̂,Â   aon et 

B̂Â2B̂B̂,Â  : aon  

ˆ:aOn 

2

2/

/2

2

2

2

2

2





















a

aaoùd

aa

aa

a

Ψa.ΨA

 

 

2- Soient Â , B̂  et Ĉ  trois opérateurs. Exprimer le commutateur du produit Â . B̂ et Ĉ  en fonction des 

commutateurs ]Ĉ,B̂[et    ]Ĉ,Â[  

     
         

     BCACBACBA

BCACBABC.AC.A-BCC.BACBA

BC.AC.A-BCC.BABC.ABC.ABAC-C.B.ACBA

ˆ.ˆ,ˆˆ,ˆ.ˆˆ,ˆ.ˆ

ˆ.ˆ,ˆˆ,ˆ.ˆˆ.ˆˆˆˆˆ..ˆˆˆˆˆ,ˆ.ˆ

ˆ.ˆˆˆˆˆ..ˆˆˆˆˆ..ˆˆˆ..ˆˆˆˆ.ˆˆˆˆˆ,ˆ.ˆ







 

 

Exercice 7 : 

Soit la matrice  A


 

1. le format de A


 est : )33(   

2. la valeur de chacun des éléments a14, a23, a33 et a32 : 

a14 = pas existé, a23=1, a33=3 et a32=-1 

3. La matrice A


 est inversible, il faut   0 Adét  

      0165023016 Adét , donc A


 est inversible. 

4. Détermination l’inverse de A


 

On a :  
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   




































































































































































 



































 

          

          

             

IAA

 

     -     

    -      

           

 

     -     

    -      

           

A

A
A

 

     -     

    -      

           

A

 

     -     -

              

        

A

aa

aaa

aaa

aaa

A

t

t

000

010

001

.et  
212

736

635

1

212

736

635

212

736

635

276

133

265

606

 

   3   0

     1   2

  ;761

 

   1     2

     3   1

:exemplePar 

 

       

      

        

11

/

12

/

32

/

33

/

32

/

31

/

23

/

22

/

21

/

13

/

12

/

11

5) Déterminer les valeurs propres de la matrice  

5. Soit la matrice :                  











4-     6

3-     5
B̂    

 Les valeurs propres de A


 sont les scalaires vérifiant :  

 

     d'où les valeurs propres : λ1=-1 et λ2=2 

 les vecteurs propres associés : 

       En posant X1 et X2 les vecteurs propres associés respectivement à λ1= -1 et λ2  = 2, nous avons : 

 Pour : λ1 = -1  
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Le système est équivalent à :  

Choix d'un vecteur propre :   

 Pour : λ2  = 2 

 

Le système est équivalent à :  

Choix d'un vecteur propre : 

  

Comme le déterminant , la famille est une base de . 

Exercice 8 : 

Ecrire la matrice représentative de l’opérateur
dx

d
A 


, sur la base des fonctions  
inwxe , w=2π/T. 

n: nombre entier compris entre -2 et +2. 

 

La matrice sera de dimension )55(   

 Si nm   : 

0

.
0

)(






T

dxeimw

ee

e
dx

d
e

A

T

wxmni

imwxinwx

imwxinwx

mn  

 Si m=n : 

 

inwdx
T

inw
A

T

mn  
0

 

D’où la matrice : 

 

 



12 

 
































2iw   0   0   0     0   

0   iw   0   0     0   

0   0   0     0     0   

0   0   0   iw-   0   

0   0   0   0   2iw

dx

d
 

La matrice est diagonale, ce qui est normale, car construite sur la base de ces fonctions propres. Les 

éléments diagonaux, valeurs propres de l’opérateur sont imaginaires. 

Il suffit de les multiplier par i pour obtenir des nombres réels et de constater que l’opérateur est un 

opérateur hermitique (valeurs propres réelles et fonctions propres orthogonales). 

 


