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FACULTE DES SCIENCES EXACTES - DEPARTEMENT DES SCIENCES DE LA MATIERE
TRAVAUX DIRIGES - MASTER 1 CHIMIE
Module - Chimie Quantique
L’usage de la calculatrice est autorisé.

1l est demandé
auz étudiants (es)
de préparer les
réponses.
L’évaluation prend
en considération
la participation des
étudiants (es)

Probléme 1 '

La partie radiale des orbitales atomiques de ’atome d’hydrogene et les ions hy-
drogénoides est donnée par la relation mathématique ci-dessous :

1 l n—Il—1 ) T
Ry u(r) = P e Z cjp’ avec p= nao (1)
j=1
h2
Ou qp = L2 = 0.53 A° est le rayon de Bohr. En outre, pour 'atome d’hydrogene

T Me €
et les ions hydrogeénol'des Z = 1. La relation de récurrence entre les coefficients de la série :
2 +1+1]—-2n
e = 0L ¢ (2)
TGy 20+
Nous donnons également ’expression des harmoniques sphériques (parties angulaires)
suivantes :

1 1 1371/2 173 71/2 .
yo— - . Ylo = {} cosf YOil =3 {} sin @ e
™

3 71/2 :
Yt = [8} sin § % ¢
™

1. Calculer les expressions mathématiques des orbitales atomiques 10,0, %¥2,0,0, ¥2,1,0
30,0, ¥3,1,0, ¥3,0,1 €t 30,1

Donner une signification physique aux parties radiale R, ;(r) et angulaire ¥;(6, ¢).
Discuter la forme mathématique des fonctions radiales R,, ;(r) obtenues.

Chercher une signification physique a la quantité {Rn,l(r)}2 r2.

G N

Déterminer les harmoniques sphériques réelles ST et Sy 1 Nous rappelons qu'il est
d’usage de remplacer les harmoniques sphériques complexes ¥;™ par les deux com-
binaisons réelles des fonctions de méme [ et de valeurs opposées de m. Pour les
fonctions Y, et Y;7™ qui sont conjuguées complexes nous obtenons :

}/l‘m‘ 4 1/l_|m| n‘m‘ _ Yl_lml
V2 Jv2

Nous rappelons également que les orbitales atomiques de ’atome d’hydrogene et les
hydrogénoides sont données, en fonction des trois nombres quantiques, sous forme :

s = et 5 M = (3)

Ynim(r,0,0) = Rug(r) < Y"(0,9) (4)

taille de I'orbitale  forme de l'orbitale
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On donne :

eI f eI eIt —e7i®
cosr=—— et sinx=——— (5)
2 27
1. Calculer les expressions mathématiques des orbitales atomiques 11,00, ¥2,0,0, V2,10

13,0,0, ¥3,1,0, ¥3,0,1 €t ¥30,-1.

11 . C )
Rio(r) =~ {] coe 00 = Ryg(r) = {O} /a0 (6)
: r lag : 0
Le coefficient ¢y est déterminé a partir de la condition de normalisation soit :
012 [® ,
(Rra)Rao(r) =[] [T e2rimorzar <1 -
0

Important ! le r? qui apparait dans @ provient de I’élément de volume en coor-
données sphériques. Afin de résoudre cette intégrale on se servira de :

/0 e = ()4”""1 ( )
2 3
- W [co 2ag| - 2
= (Rio(r)[Rip(r)) = LO} : [251 =1 = a= o (9)
Substituons désormais dans il vient :
1 2 N 2
= Rio(r)= {] 7 e /a0 = Rio(r) = 7 e~/ (10)
@0l |a, ag
Finalement l'orbitale atomique 11 0,0(r, 8, ¢) est obtenue sous la forme :
“ 2 /e 1
V10010, 6) = [g/] x| gm) Y
a
0 N
Rio Y()()(G,c’)):cst
1Yz
= io0(r,0,¢) = LMJ e /0 (12)
0

Cherchons ’expression de 120.0(r, 6, ¢)

Tenant compte de la relation nous obtenons :

1 T . r
_ —r/2ap
Raolr) r {2(10} : {CU oo 200} (13)
1 o 112 o
= Roo(r) = co {2 ao} e "/2a0 4 {2 ao} crre /20 (14)

A partir de la relation de récurrence Eq. cherchons une relation entre les coefficients
c1etep:

204+0+1)—4

= = 10+2) co = 1 =—¢ (15)
Par conséquent a partir de ([14]) il vient :
= Rao(r) {1} /20 {1}2 —r/2a0 (16)
r)=cy |—]| € —|=—| core
20 2 ag 2ag v
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CO r —r/2
= Roo(r) = |—| |1 — —| e77/2% 17
20(r) {2610] { QGO} (7)
Comme précédemment le coefficient ¢y est obtenu par la condition de normalisation,

soit :

2 roo r ,,,2 2
= (Ropo(r)|Rop(r)) = {} /0 ll - — 4+ ] e p2 dr =1 (19)

o 12 [ [ 1 [~ 1o~
= <R270(T>’R270(7‘)>:[(;0} {/0 e /a0 2 g — efr/“0r3dr+p/0 e~ "/a0 p4

co 12 | ; , 9 11/2
= (Roo(r)|Rao(r)) = {} 20— 6aj+6a)] =1 = = {] (20)
2&0 aq
En substituant (20 dans (17 nous obtenons :
177212 r
R =2 = 1— —r/2ag 21
= Faolr) M [ag} [ 2@0} ’ 1)
Finalement 'orbitale atomique 12 est obtenue sous la forme :
11727Y2 r 1
6,0)= || [ 2] 1 - 2| e/ [} 22
¢270,0(T7 7¢) {2:| |:a/8} |: 20,0:| € X 271'1/2 ( )
——
YY(0,9) = cst
177 2 72 r 1
= 0 = | — I 1 - — /_T/QQO |: :| 23
1/)2,070(71’ >¢> [4:| [ﬂ_agj| |: 2(10:| € X 27‘(1/2 ( )

Avec un raisonnement analogue nous obtenons les autres orbitales atomiques selon les
expressions ci-dessous :

1 13210 113142
= %,1,0(7“79»(1))[246&} LL(J 6r/2“°><2[7r} cos (24)
0
R 1 (r) Y10(9:¢)
2 2r 2r | L. 1
- %70’0(“9"1’)‘[@“3@1/4 [1‘3%%7@216 s g (@)
0 0 . ,
R30(r) Y00(97¢)
8 1 1Y21 r 1 r314/2
wnntr00) = [2] [L] 7 [2] [ o] o [ oo
[ e e
RS,l(T‘) YIO(67¢)

2 2r 272 173 7Y2 _
o o —r/3ag - . ip
= 30.1(r,0,0) = [[27@8]1/2] [1 73(10 + 27&(2)] e X 5 {274 sinfe'? (27)

Rs.0(r) Y5 (6,9)
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2 2r 272 ‘ 1
. . - . —r/3ag -
= 30,-1(1,0,0) l[27a3]1/2] [1 300 + 27@31 e x5

R30(r) Y(;l (0,¢)

3 1/2 )
2} sinf e~
T

(28)
2. Donner une signification physique aux parties radiale Ry, (1) et angulaire Y™ (0, ¢).

Les harmoniques sphériques Y;™ (6, ¢) fournissent des informations sur la position de
I’électron autour du noyau, et la fonction radiale R,,;(r) d’écrit 1’éloignement de 1’électron
par rapport au noyau.

3. Discuter la forme mathématique des fonctions radiales Ry, (r) obtenues.

Nous constatons que la partie radiale est systématiquement écrite sous forme d’un
produit d’un polynéme et d’une exponentielle décroissante :

Ry (r) oc y(r" ™) e7@" (29)

Le terme exponentiel domine le terme polynomial croissant de sorte que la fonction
d’onde globale 1), ,,, tend vers zéro pour les grandes valeurs de r (loin du noyau). C’est
ce qui est attendu car I’électron posséde des limites spatiales finies.

4. Chercher une signification physique d la quantité {Rn,l(r)}2 r2.

La probabilité élémentaire de trouver 1’électron dans une couche de rayon compris
entre 7 et +dr a différentes directions (0 et ¢) et distances du noyau (r) est donnée par :

dP(Ta 97 ¢) — w’n,.lﬂn(r: 97 ¢)2 dv = w’n,l,m(ra 9: ¢)2 7‘2 sin 6 dr do d¢ (30)

Cette probabilité donne la répartition du nuage électronique. Afin de trouver I’éléctron
a une distance r, nous devons intégrer toutes les directions (6 et ¢) possibles que peut
prendre 'électron en se "déplagant” autour du noyau. Cela se traduit par écriture
mathématique ci-dessous :

O0=m ,0=2n7
dP(r,0,¢) = {Ry,(r)}* r¥dr x / Y;™(0, ¢) sin 0d0dep (31)
) 6=0 »=0

=1
Qui se réduit juste a la variable radiale. Comme les harmoniques sphériques sont
normeées, il en ressort :
dP
aP(r) = (B 2ar = D)= T — (g, ()2 (32)
T

Donc cette quantité exprime la densité (probabilité divisée par un volume) de proba-
bilité radiale.

5. Déterminer les harmoniques sphériques réelles Si et Sl_l.

vigy-! 3 1/2 . -
Sh =21 —\;51 - {1677} {sin&em—i—sinﬁe*?@} (33)
, 3 11/2 y 4
1| 2 e J ¢ -]
= S = {1674 sin 0 {e +e } (34)
2 cos ¢
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Finalement nous obtenons :

2

s

1 [371/2
= 51]: {} sin 6 cos @ (35)

. . —1
De facon similaire, nous obtenons pour 5] :

v —y;t o1 3 Y2 . . L
Sf' = 1\[7)‘ = L(} {sinﬁ(’:’“ —sinfe -’“} (36)

29 J O T
y—1 L 3 /2 . o) —7 0 orr
S == T sin 0 {(,:4’ —e’ } (37)

J )T -~
27 sing@
Finalement nous obtenons :

1372 .
= St=-|= sin 6 sin ¢ (38)

2|7

NB : Comme toutes les fonctions radiales correspondant a [ = 1 contiennent la variable
r, le produit r x sin # x cos ¢ (en coordonnées sphériques) donne la variable cartésienne x
d’ou la nomenclature p,. Ceci est valable aussi pour p, et p..

Probléme 2 '

En chimie quantique, il est assez courant d’utiliser des combinaisons de fonctions de
base (basis set en anglais) plus familieres et faciles a manipuler pour se rapprocher des
orbitales atomiques exactes. Les deux types de fonctions de base les plus courants sont
les orbitales de type Slater (STO) et les orbitales de type gaussien (GTO). Les STO ont
la forme normalisée :

+1 1 —£r
b1y ()
STO _ (= 2 2 n—1 ag ym
0.0 = (2) 2 ()2t @) < 0.0) (39)
Pour les orbitales GTO :
XS (r,0,0) = Nya(€) vl 2170 e 6 s v (9, ¢) (40)

1. En utilisant une base de fonctions minimale de type STO-G. Ecrire I'expression des
orbitales atomiques de I’atome de Lithium (Z=3).

2. En utilisant les orbitales STO, calculer pour les états |1s) (électrons de coeurs), |2s)
(électrons de valence), |3s) (ler état excité), les intégrales de recouvrement (Overlap
en anglais) Oy, O;5, Oj; et Oj;. Conclure.

3. Calculer la valeur attendue des rayons orbitaux (r)ii, (r)22 et (r)ss pour chacune
des orbitales |1s), |2s) et |3s). Conclure.

On donne : Li1s¢ = 2.6906, Ligs€ = 0.6396, Liss& = 0.1503, Y2(6, ¢) = T
T

+00 B 1-3-5-7---(2n—1) [x]'/?
2n ,—fa® g, _ — 41
[t g |3) 4D
o n_—ar _ n!
Ia:/o e d'f’—w (42)
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1. En utilisant une base de fonctions minimale de type STO-G. Ecrire l’expression des
orbitales atomiques de l'atome de Lithium (Z=3).

Les orbitales atomiques du Lithium sont |1s) et |2s). Avec la base minimale, chaque
orbitale STO est représentée par une seule orbitale STO. Tenant compte de ({0)) il vient :

XEES(r,0,0) = Nyy(€) e 78 x Y (6, ) (43)
1

Var
Calculons la constante Ny, ;(§) & partir de la condition de normalisation :
GTO|. GTO L% (Caer), 2
- T
(x 100\X10,o>:Nn,l(5)xa /0 e redr (44)

IMPORTANT!! le 72 dans l'intégrale provient de 1’élément de volume exprimé en
coordonnées sphériques. En se servant de I'intégrale (1) il vient :

(TG [XETO) = Npa(6)? x —— / 22 g = (45)
’ 47 Jo
1 T 1/2
s Loe)
2 3
= Ny(6)?=8 [E] Ar (46)
T

Il suffit ensuite de substituer (46 dans ({3). Avec un raisonnement similaire vous
GTO

pouvez calculer aussi x57 ¢ -

2. En utilisant les orbitales STO, calculer pour les états |1s) (€électrons de ceeurs), |2s)
(électrons de valence), |3s) (1er état excité), les intégrales de recouvrement (Overlap en
anglais) Oz, Oi5, Oj; et Oj5. Conclure.

Deux orbitales de type Slater, i et j, centrées sur le méme point donnent les intégrales
de recouvrement suivantes :

’ —&ir 1
T T 00 1 ( 1) ( > 25], nj+§
— —— =l aq ym 97 <>
0/0/0/ <(l0> (2n;)! i (0,0) 0
: (@)
W,,.(n]fl)g ag (0 (5) 2 sinf dr df do (47)
’ij !

Nous séparons les parties radiale et angulaire :

1 1 & +&))

QEi nrﬂrﬁ 1 2£ >ILJ+ (ni-tn;—2) o ao )
== ni+n; 5 2 dr
= Oij ( > (2n;)! (2n;)! (ao ,O/T ‘ na

2w
x / / Yi(60,9) V™ (0, 6) sinf o do.
0 0

Nous commencons par résoudre l'intégrale de la partie angulaire. Nous savons que

pour les orbitales atomiques |s) nous avons | = m = 0 il vient :
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2 s 2
0/0/ Y2(6,6) Y.2(8, 6) sind df dep = \/% x \/}W O/ smedeo/d</> S

=47

Focalisons nous désormais sur la partie radiale et utilisons l'intégrale ({42)) :

2¢; T”Jrl 26\ +1 o0 <_W>
= 045 = (l> 2 W ( ) O/T(nﬂrnj)e ag dr

ao ao
CL() n; +nj +1
(nitn)'\ ——
§i+&;

Le résultat final est :

25. ”iJr% 1 25 nj+ 1 ao ni+n;+1
P . 4 B : )1 i
= O (ao> (2n;)! (2n;)! <a0> (ni 47yt <§i+£j>

Nous substituons ensuite les valeurs des constantes selon (i = 1;n=1,l=m =0,§ =
2.6906), (i =2;n=2,l=m =0, =0.6396) et (: =3;n =3,l =m = 0,{ = 0.1503).
Finalement nous obtenons les résultats suivants :

O11 = O = 033 = 1.00
021 = 012 =0.1626
031 = 013 = 0.0006
O39 = 093 = 0.1035
Nous concluons ainsi que la base des orbitales de Slater est normée et non-orthogonale.

3. Calculer la valeur attendue des rayons orbitauz (r)11, (r)a2 et (r)ss pour chacune
des orbitales |1s), |2s) et |3s). Conclure.

IL suffit de calculer les intégrales suivantes :

i = [ XSEr0,0) 7 X1 (0.0) % dr

Pour la partie angulaire nous avons déja vu dans un calcul précédent que son intégrale
vaut 1. Par conséquent nous calculons que 'intégrale de la partie radiale selon :

2(& + 57‘)7'>
dr

1 00
25 25 (nj+n;+1) < ao
(r)jj = (ao ) \/ (2n])' - \/ ) / rlntng

2n;+1 7 (—(4§j)>
2§ 7Lj 1 .
= = ()" G 0/7«@ e\ @ )

ag

La encore comme précédemment, en substituant les valeurs des différentes constantes
et en utimisant l'intégrale (1)), 'évaluation de la moyenne des rayons orbitaux donne :

(r)11 = 0.5575 Bohr  (r)ss = 3.9087 Bohr (r)s3 = 23.2868 Bohr (48)
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Ces résultats sont cohérents car plus le nombre quantique principal n augmente plus
la taille de I'orbitale correspondante augmente également.

Probléme 3 '

Considérons un électron 7 astreint & se mouvoir par délocalisation au sein d’une
molécule conjuguée de longueur a. Moyennant certaines approximations, ce systéme est
analogue a celui d’une particule sur un segment ou dans une boite unidimensionnelle. Le
comportement de cet électron est décrit par la fonction d’essai :

on(z) = 2" (@ —2)" (49)
Afin de simplifier le probleme, on prendra a égale a 'unité de longueur et {¢n ()}, _; o-
Ainsi, la fonction d’essai ”"globale” de ce systéme s’écrit :

1/7(3:) = Z non(z) =c1 x(a—1x)+co z? (a—a;)2 (50)
" P1 P2

Nous souhaitons estimer 1’énergie totale de 1’électron par la méthode des variations
linéaires (Méthode de Ritz).

1. Déterminer les coefficients de la combinaison linéaire ¢; et c. Ecrire I’'expression de
() conduisant a la meilleure combinaison linéaire possible (au sens de I’énergie
minimale).

2. Estimer l’énergie variationnelle E. Comparer le résultat obtenu & 1'énergie exacte

h2
Ey=—.
07 8ma2

3. Comparer le graphe de ¥ (x) a celui de la fonction d’onde exacte de la particule sur

un segment dans son état fondamental, soit :

Commenter

Yo(z,a =1) = /2 sin(r z) (51)
4. L’analogie avec la particule dans une boite unidimensionnelle est-elle justifiée 7
On donne :
1 In!
m!n!
2™ (1 —z)"dx = 52
/0 ( ) (m+n+1)! (52)
et,
V= E0T (53)
A partir du déterminant séculaire '}'—A[,-v,- — ]??CA),-J = 0, écrivons ses éléments pour 7, ) =
1,2 soit

Hiy — EOy His— EOry

A A B A =0 54
Hor — E Oy Hoo — E Oy (54)

La base des fonctions propres {¢1, w2} est orthonormée = 017 = Oz = 1 et 012 =
051 = 0. D’un autre coté I'opérateur hamiltonien est hermitique = His = Ho1, ainsi le
déterminant séculaire se réécrit selon :

7:[11 —E 7:[1-)
Hio Hoo — E

b
4
|
—_
(-]
—
(@]

55)

DRr. SAMIR KENOUCHE



Le corrigé des TD est disponible sur mon site web : http://sites.univ-biskra.dz/kenouche/

UNIVERSITE M. KHIDER DE BISKRA ANNEE UNIVERSITAIRE 19/20

Ecrivons d’abord I'hamiltonien du systeme :

—h? d?
2m dx?

Calculons ensuite les termes matriciels 7—[11, Hoo et Hio = Hoy.

+ Wz (56)

= [ o) Rlpr(@) de

x(1—z)dz

1 h2 d2
- (1 — ¢
/0 x( x) [dez—l-VobL

_/le(l_x) [—ﬁ? d?(z — x?) +V0x2(1—$)1 dr

2m dx?

/0136(1—3:)

;—l-Vox (1—2)| dx

h2 1 1
= —/ JJ(l—l’)d:E—‘y-Vo/ 23 (1 —z)?de
m Jo 0
- R? 11! 312! 5 | B2 1
7 = \
fn = [m 3!+06!] T lem +O60]

1 9 h2 d2 5
_ 21— 1—2 .
/0 z? (1 —x)? S dn2 +Vox| 2* (1 —2)de
! —h? d%(2? — 22* + 29) )
— 1— 5 1_
/0 x(l—ux) [Qm 72 + Vo3 (1 —2)?| dz
1 ﬁ2
= 2?(1—x)? | —(1 —1222 +152%) + Vo2? (1 — )| dx
0 m
B2 1l 1 1 1 )
= |— [/ 22 (1 —z)?dx — 12 x4(1—w)2dx+15/ wG(l—w)de}—Q—Vo/ 2t (1—z)de
m |Jo 0 0 0
B2 [2120 124120 1561217 Vp4l3! . h?
= [ + ’ }+ ! = Hoo = | — x 0.20 + 242.90 x Vj
m | 5! 7! 9! 8! m
A 1 A
Hiz=Hoa = | ¢i(z) Hlp dl—/ p2(x) Hlp1(z)] da
1 2 72
=, x(1—x) l2fﬂ dd2+V0T 22 (1 —x)dx
. —h? d?(2? — 22* + 20) )
_./0 z(1l—x) [Qm e + Vo3 (1 —2)?| da

1 h2
:/0 z(1— 1) [m(112x2+15x )+ Voa? (1;5)2] dz

1 1

1 1
—[ [/ (1 —x)de—12 xg(l—w)dx+15/ w“”(l—w)dw%%/ x4(1—w)3dw1
m 0 0 0 0
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Le déterminant vaut :
(7'211 - E) (7:[22 - E) — 7:1%2 E=0 (57)
Apres réarrangement nous obtenons :
E? — <7’211 + 7:[22> E + 7:[11 7:[22 — 7:[%2 =0 (58)

En posant FE = r,A=1, B = <7—Al11 +7:[22) et C = 7:[11 ’7':[22 — 7:[%2, nous obtenons

le polynéme de second ordre suivant : Az?> — Bax + C = 0. Le discriminant vaut A =

B2 —4AC.Si A >0 les racines valent : ] = M et 19 = ﬂ Ainsi,
2A 2A
. N2 P . . .
- '\/<H11 + sz) -4 (Hn Hoo — H%g) + (Hn + 7'122>
B = (59)
2
. N2 P . . .
B \/(7'[11 + 7'[22) —4 (7'111 Hoo — H%g) + (Hn + 7‘122)
Ey = 5 (60)
Rappelons,
. h? 1
Hip = 6m + W 60]

N K2
Hoo = [ x 0.20 + 242.90 x VO‘|
m

—0.01 x —
280m OOXm

. . V h?
Hiz = Ho1 = [ ! ]

En adoptant le systéme des unités atomiques, posons 7~ = m = 1. Nous fixons aussi
arbitrairement Vo = 1 Ryd. Ainsi Hj1 ~ 0.18[Ry], Hoo ~ 243 [Ry| et Hio = Ho1 ~
—0.01 [Ry]. Ainsi I"énergie minimale est enregistrée pour la deuxiéme racine soit :

By ~ —4.31[Ry] (61)

En remplagant cette valeur dans le systéme matriciel initial (voir le cours) :

7':111 - ﬁj‘?(?u 7':l12 - E(’?m L) = 0 (62)
Hor — EOa1 Haz — EOo 2 0
Nous obtenons : ¢; ~ 0.002co. En tenant compte de la condition de normalisation

c? + ¢ =1, nous aurons c3 = 10 = ¢; = 0.02 (les deux coefficients étant corrélés par la
condition de normalisation) et la fonction d’essai prend la forme :

() =0.02 (@ — ) + 10 22 (a — z)? (63)
1 P2

3. Comparer le graphe de 1(z) a celui de la fonction d’onde exacte de la particule sur
un segment dans son état fondamental :

Vous pouvez tracer le graphe de la fonction d’essai calculée Eq. et le comparer a
celui de la fonction d’onde exacte :

Yo(x,a =1) = V2 sin(r ) (64)
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Le but de cette comparaison est de voir si la fonction d’essai calculée Eq. (63]) repro-
duit correctement (degré d’adéquation des deux graphes) le comportement de 1’électron
7 astreint a se mouvoir par délocalisation au sein d’une molécule conjuguée de longueur a.

4. L’analogie avec la particule dans une boite unidimensionnelle est-elle justifiée ¢
Afin de répondre & cette question vous pouvez comparer ’énergie variationnelle de

I’état fondamental calculée E ~ —4.31 [Ry] ~ —58.61 eV a I'énergie de I’état fondamental

exacte Fj.

Probléme 4 .

Estimer ’énergie variationnelle de I’état fondamental de 'atome d’hydrogeéne en uti-
lisant la fonction d’essai gaussienne suivante :

¢a = e—arz (65)

Le calcul doit étre mené avec le systeme des unités atomiques et en se servant de la
partie radiale du Laplacien exprimé en coordonnées sphériques. On donne :

1 0,0
= P (66)
400 B 1-3-5-7---(2n—1) [x]'/?
2 Bx? g, _ z
/0 2" e P dx = ont1 gn [5} (67)
et,
400 |
2n+1 —p 2 . n.
/0 " e P dr = 35T (68)
Unités atomiques,
1 4
1Ry = o % = 2 Har — unité de I’énergie
|€|2 h2
me = le] dmeq 2Mme /

Ecrivons d’abord ’hamiltonien de I’atome d’hydrogene soit :

H ="t +in +Uen

En appliquant I'approximation de Born-Oppenheimer, nous figeons le mouvement du
noyau par rapport a celui de I’électron. Ceci se traduit par l'annulation de I’énergie
cinétique du noyau et par conséquent nous prenons ce dernier comme origine du systeme

des coordonnées sphériques :

. R . . - 1 Zle]? 1 Zlel?
t' - — AZ N f /] — 0 N Z/{)s /] — — - —
! 2m, | a ’ o deq |F — K| dmeg T

En se servant des unités atomiques, I’hamiltonien du systeme prend la forme :

AZ 1 110 [40 1
B . —— avec =1
2 7 212 Or {7 ()7’} L,

Notons que la fonction d’essai 1, n’est pas forcément normalisée. Nous avons :

 (Yallea)  Aw)
T W) B)
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FiGURE 1 — Systeme des coordonnées sphériques. Le point M symbolise 1’électron de
I’atome d’hydrogene ou les ions hydrogénoides.

400

() = / / / Q/Ja | dv avec dv= r? sin 0 dr d6 do
0=0 J p=
T 2T
= Ala) = / VEH [Ya] T dr/ sin 6 df dp =1, x I
Jo 0 0
]1 [2
Iy = [~cosO)f x [¢]7" = —[~1 — 1] x 21 = 4«

Calculons désormais [, soit :

1 400 7/76!7”2
I =—2 e”"z{e”"2 {40[27‘476@7‘2} - }rgdr
2 Jo

En appliquant les intégrales (67) et . il vient :

A(a)_%[: {;{JI/T _4%

Il nous reste a calculer le dénominateur,

0o ‘ 3/2
B(a) = 4n / r2em20 gy = {;}
0 o

Finalement, I’énergie variationnelle est déterminée selon :

E, = A(a) - \/7?\/5()( — 23/2\/a
B(a)
= Bo =V2ma—2%/a [Ryd| (69)

Calculons maintenant le point stationnaire de la fonction E,, nous obtenons :

23/2

dE,
Ta —la=ag) =0< V2

g

1
= o) = — (70)
s
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Injectons ) dans il vient :

2 _ 215/'2
B, = V22 s [Ryd] x 13.60 ~ —11.00 [eV] (71)

i
Ainsi, la fonction d’essai s’écrira :

2

2 2
ol _ —aort _ —re/7w [
Vo = € = (72)

Par ailleurs, I’énergie exacte de 1’état fondamental de I’atome d’hydrogene vaut E,, =
13.60

2

pour E,, = —11.00 [eV], soit :

[eV]. Pour n =1 = E, = —13.60 [eV]. En comparant cette valeur a celle obtenue

Fl' o E('\()| 90
— 0~ 13%
Ey
Jette incertitude est raisonnable tenant compte des erreurs d’arrondi et le fait que 1’or-

bitale atomique de I'atome d’hydrogene s’écrit plutdt pour sa partie radiale : ¢(r) ~ e~ *".
Probléme 5 '

1. Monter que I’écriture d’une fonction d’onde selon le déterminant de Slater vérifie la
propriété d’antisymétrie et par conséquent le principe de Pauli.

2. Ecrire et développer le déterminant de Slater de I'état fondamental pour I'atome
de Hélium. Le schéma ci-dessous décrit les quarte configurations électroniques du
premier état excité de 'atome en question :

2p
+ =
+ 1s

++

2p

+ 2s
+ 1s

¥

-+ +

Ecrire le déterminant de Slater pour chaque configuration électronique.

3. Ecrire et développer le déterminant de Slater de I’état fondamental pour 'atome de
Lithium.

4. Ecrire le déterminant de Slater de I'état fondamental pour l'atome de carbone. Si
vous développez ce déterminant, combien de termes aura la combinaison linéaire
des fonctions d’onde ?

1. Monter que l’écriture d’une fonction d’onde selon le déterminant de Slater vérifie
la propriété d’antisymétrie et par conséquent le principe de Pauli.

Dans le modele des électrons indépendants, la fonction d’onde totale s’écrit comme
un produit des spin-orbitales. C’est le produit de Hartree :

U(r) = H ¢i(r) (73)
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Toutefois cette approximation s’est révélée incohérente ou incompatible avec le prin-
cipe de Pauliﬂ selon lequel une fonction d’onde doit étre antisymétrique par rapport a
I’échange de spin entre deux électrons. Cette incompatibilité est levée par 1’écriture de
la fonction d’onde totale du systeme étudié comme un déterminant de Slater. Selon ce
dernier, la fonction d’ondeEl d’un systeme a deux électrons (1) et (2) T4 (ou [T) s’écrit
selon le déterminant suivant :

) 1 |9(1) ¢1(2) o ! |
(172)—\@@(1) o = —\ﬁ[()l(l)@(?)—02(1)</>1(2)] (74)

Avec ¢; est une spin—orbitale c’est le produit d’une fonction spatiale (orbitale) par
une fonction de spin :

i = D X JIi, avec o =a(l) o2=0() (75)

fonction spatiale  fonction de spin

Ce qui donne pour notre systeme a deux électrons les deux spin-orbitales ¢1 = @1 X «
et ¢o = 1 x . L’orbitale spatiale ¢ est une orbitale atomique de type |1s), ou |2s), ou
|2p) ... etc. Le déterminant de Slater est réécrit selon :

el a(l) 91(2)a(2)

1
W(1,2) = (76)
V2151 8(1) @12 5)
~W(1,2) = ¢1§ (o1(1) (1) 01(2) B(2) — 91(1) (1) 01(2) a(2) (77)

Réécrivons le méme déterminant en permutant les deux électrons, nous obtenons :

1 |71 (@) a2) (1) a(l)
V(2,1) = (78)

V2oi2)802) 1)80)
= VU(2,1) = \2 [1(2) a(2) p1(1) B(1) — ¢1(2) B(2) p1(1) a(1)] (79)
En comparant les équations et il vient :

W(1,2) = — W(2,1) (80)

Nous remarquons qu’en permettant les deux électrons, la fonction d’onde totale change
de signe, par conséquent la fonction d’onde W est antisymétrique et donc le principe de
Pauli est respecté. Regardons maintenant que se passera t-il si deux spin-orbitales sont
occupées avec deux électrons de méme spin soit avec la configuration électronique 1] ou
bien ||. La fonction d’onde du systeme s’écrit :

1 |1 al) e1(2)a(2)
U(1,2) = — (81)

pr(Da(l) 91(2)a(2)

= ¥(1,2) = \}5 [p1(1) a(1) ©1(2) a(2) — pi(1) a(l) ¢1(2) a(2)] = 0 (82)

&

1. Chaque électron d’un atome a plusieurs électrons doit étre décrit par une spin-orbitale différente

2. Selon la théorie quantique, on ne peut associer une trajectoire a un électron dans un atome. On
définit plutdt une fonction d’onde qui une fonction des coordonnées de la particule en question. Le carré
de cette fonction d’onde représente la probabilité de présence de la particule en tout points de I’espace.

3. Une orbitale est une fonction d’onde mono-électronique, sa connaissance permet de déterminer
I’énergie et la probabilité de présence de ’électron qui I'occupe. Une orbitale moléculaire est délocalisée
spatialement sur I’ensemble de la molécule.
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= la densité de probabilité de présence / 1T(1,2)]? dv=0 (83)
v

Cela signifie que les configurations électroniques |7 et || sont interdites. Autrement dit
les deux électrons (fermions) ne peuvent avoir le méme état quantique, c’est-a-dire avoir
les mémes valeurs des quarte nombres quantique. Ce principe impose par exemple que
deux électrons de valence de deux atomes peuvent former une liaison chimique et limite
aussi le nombre d’électron par couche électronique.

2. Ecrire et développer le déterminant de Slater de ’état fondamental pour l'atome de
Hélium. Ecrire le déterminant de Slater pour chaque configuration électronique du pre-
mier état excité de [’atome en question.

Le déterminant de Slater pour la fonction d’onde a deux électrons de ’hélium s’écrit :

_ 1 jeis(Da(l) e1s(1)B(1)
(re,12)) = — (84)
ﬂ @15(2)0‘(2) 9015(2)ﬂ(2)

Le déterminant est écrit de telle sorte que la coordonnée de 1’électron change en
passant d’une ligne a 'autre, et la spin-orbitale change en passant d’une colonne a 'autre.
Comme les électrons sont des particules indiscernables, nous ne pouvons pas visualiser des
électrons spécifiques affectés a des orbites de spin spécifiques. Nous construisons plutot
des fonctions qui permettent de disperser la distribution de probabilité de chaque électron
sur chaque spin-orbitale. La densité de charge totale décrite par une spin-orbitale ne peut
pas dépasser la charge d’'un seul électron, et chaque électron du systéeme contribue a
une partie de cette densité de charge. Par ailleurs, les déterminants de Slater des quatre
configurations électroniques de I’état excité sont :

1 fena() en(0)BQ) i
Wil r2)) = 710 9)a(2) pa(2)8(2) (85)

= [Wi(ry,r2)) = —slers(Dal) 92:(2)8(2) — w25 (1)B(1) p15(2)a(2)]  (86)

1
V2

[P15(1) 925(2) + p2s(1) 15(2)] [a(1) B(2) — B(1) a(2)]  (87)

fonction de spin

= "1/1(1‘171‘2» =

1
V2

fonction spatiale

1 [ena() en(a()
ar1r2) = 7510 (@a(2) on(2)al2) (88)
L (DA (DB
Wa(rr2)) = 7210 2)8(2) pan(2)3(2) (89)

- i 9015(1)/3(1> 9925(1)05(1)

Wa(ram2)) = 7510 2)8(2) pan(2)a(2) (90)

3. Ecrire et développer le déterminant de Slater de ’état fondamental pour l’atome de
Lithium.

1 9915(1(1) 9015/3(1) 1,025(%(1)
¢(1273) - % 801504(2) 9915/3(2) 992804(2) (91)
P15(3)  p158(3)  p2s0(3)
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= ¢(1,2,3) = \7 [Prs(1)p158(2) p2s0(3) — prs(1
)2

)e158(3)p2s0x(2)
+p150(3)p15B8(1)pas(2) — p15a(3)p158(2)p2sa(1) + pr1sa(2) 1

BB)e2a(3)]  (92)
4. Ecrire le déterminant de Slater de l'état fondamental pour l’atome de carbone. St

vous développez ce déterminant, combien de termes aura la combinaison linéaire des fonc-
tions d’onde ?.

Le carbone a six électrons qui occupent les orbites |1s), |2s) et |2p). Chaque ligne du
déterminant représente un électron différent et chaque colonne une spin-orbitale unique ou
I’électron pourrait se trouver. Il y a six lignes, une pour chaque électron, et six colonnes,
avec les deux orbitales p possibles toutes deux alpha (spin up) dans le déterminant. Il y a
deux colonnes pour chaque orbitales s afin de tenir compte des possibilités de spin alpha
et béta. Il y a deux orbitales p différentes parce que les électrons a I’état fondamental se
trouveront dans des orbitales p différentes et les deux avec un spin-up (vers le haut).

p1s(Del) p15(1)B(1)  pas(Da(l) @2s(1)B(1)  popa(1)a(l)  @opy(1)e(1)
P1:5(2)(2)  915(2)B(2) p25(2)a(2) 925(2)B(2)  P2pa(2)x(2)  Popy(2)e(2)

L es(3)a(3) 01s(3)B(3)  w2s(3)a(3)  ¢2s5(3)B(3)  p2pa(3)u(3)  papy(3)n(3)
720 |p1s(d)a(4) @15(4)B(4) p2s(4)a(4) 25(4)B(4)  papa(d)a(d)  popy(4)a(4)
p15(5)(5)  ©15(5)B(5) p2s(5)a(5) 25(5)B(5) P2pa(5)x(5) Papy(5)ex(5)
p15(6)c(6) ©15(6)B(6) 25(6)(6) 025(6)B(6) P2p2(6)x(6) P2py(6)cx(6)

Le développement de ce déterminant aboutirait a une combinaison linéaire de fonc-
tions contenant 6! = 720 termes.

Probléme 6 I

L’orbitale moléculaire d’'une molécule diatomiques est donnée par :

Yap = 0.8504 +0.28¢p (93)

Ou @4 et pp sont les orbitales atomiques mono-électroniques centrées respectivement
sur les atomes A et B. En outre, les orbitales atomiques sont normées. Nous rappe-
lons qu’une orbitale atomique est une fonction mathématique, solution de l’équation de
Schradinger, décrivant le comportement ondulatoire d’un électron d’un atome isolé.

1. Les orbitales atomiques @4 et ¢p sont-elles dégénérées ?
2. Calculer 'intégrale de recouvrement @) A (encore notée S ). Commenter.

3. Exprimer la valeur attendue de I'hamiltonien (H 43) (ou simplement D'énergie de
Porbitale moléculaire) écrit dans la base des orbitales atomiques {4, pp} en fonc-
tion des énergies atomiques et de 'intégrale de recouvrement. Commenter.

1. Les orbitales atomiques @4 et pp sont-elles dégénérées ¢

Les deux coefficients correspondant aux deux orbitales atomiques étant différents, cela
nous renseigne que les orbitales ¢4 et ¢p ne sont pas dégénérées.

2. Calculer l'intégrale de recouvrement @AB (encore notée SAB)- Commenter.
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A partir de la condition de normalisation nous avons :

(Vaplpap) =1 (94)
Posons ¢4 = 0.85, cg = 0.28 et injectons dans il vient :

(capa+cpyBlcapa+cpen) =1 (95)

En distribuant terme par terme :

& (palpa) +ci (oBles) +2cacp (palep) =1 (96)
=1 =1 Oun

) 1-[+eh]  1- 0852+ 028 )
~ Oup— - = Oup=04255 (97
B 2cach 2 x 0.85 x 0.25 B (97)

Soit un recouvrement des deux orbitales atomiques de 42.55 %. L’intégrale O 5 # 0
signifie que les deux orbitales atomiques ne sont pas orthogonales, d’ou le recouvrement.
En outre, la contribution de chacun des atomes a la construction de I'orbitale moléculaire

Yap (donc la liaison chimique formée) est différente. L’atome A contribue a hauteur de

0.85 : 0.28 ,
m ~ 75% et ’atome B contribue & hauteur de 0851028 ~ 25%. Soit environ

trois fois plus pour 'atome A.
3. Exprimer la valeur attendue de l’hamiltonien (7—1 AB) (ou simplement ’énergie de

lorbitale moléculaire) écrit dans la base des orbitales atomiques {¢a, pB} en fonction des
énergies atomiques et de l'intégrale de recouvrement. Commenter.

(Yap|H|vap)

H - o 08
(H aB) Ganlias) AB (98)
—————
=1
=  Eap={(capa+cpopH|capa+cpen) (99)

= Eap = (capalHlcapa) + (capalfllcs op) + (cB eB|H|ca pa) + (cB opH|cs ¢B)
= Eap = 4 (palHlpa) + cacr (palHlpn) + cacs (oplH|pa) + ¢k (pa|Hlop)
= Eap =4 Ealpalpa) +cacp Ep(palen) +cacs Ealoplea) + ¢k Ep (vBleB)
= FEap=FEx [cz\ —i—cAcB@AB} + Ep [CQB +cacp (’A)Ag}

Cette relation nous informe que plus la taille des orbitales atomiques est grande (la
taille d’une orbitale étant proportionnelle a son coefficient qui apparait dans la combinai-
son linéaire, par exemple dans notre exemple la taille de ¢ 4 est environ trois plus grande
que celle de pp) plus I’énergie d’interaction F4p est grande. De plus, plus le taux de
recouvrement (valeur de Oup — 1) entre les orbitales atomiques est grand plus 1’énergie
d’interaction EF4p est grande.
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