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REPRESENTATION D'ETAT DES SYSTEMES

6. RESOLUTION DES EQUATIONS D'ETAT
Nous allons montrer comment déterminer la réponse d'un systeme dynamique,
modélisé sous forme de représentation d'état, a des grandeurs d'entrée principales

ou secondaires ou a des conditions initiales.

= * + *
n X u quation d eta (1)

La résolution des équations d'état consiste a déterminer les expressions temporelles
des nvariables d'état connaissant I'entrée u(t)qui leurs est appliquées.

6.1 Cas d'une équation scalaire

Dans un premier temps, pour fixer les idées, on se place dans le cas scalaire c.-a-d., le
systeme est d'ordre n = 1 et a une seule variable d'état (t). Dans ce cas, les équations

(1) peuvent s'écrire comme suit:

x(t) =axx(t)+bx+u(t) avec: x(ty=0)=x, (23)
y(t) = c *x(t) + du(t) (24)

Ou a, b, c et d sont des constantes

6.1.1. Réponse libre: Il s'agit ici de voir comment le systéme réagit librement a la
seule condition initiale et en absence de l'entrée. Cest la réponse du systeme
autonome.

W d[in(x(t))] )

x(t) = ax(t) = X0 - a "

Intégrons le dernier terme entre to = O et t, on aura :

[En(x(r))]; = a[t]}

. . x(t) x(t)
In(x(t)) — In(x(t,) :atﬂfri(—'):at::’—.:e“
(:(8)) = In(x(to)) x(to) x(to)
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Finalement, la réponse libre de I'équation (23) est:

x(t) = xge®t (24)
6.1.2. Réponse compléte (totale): Il s'agit ici de voir comment le systéme réagit en

présence de |'entrée. On utilise la méthode de variation des constantes :
x(t) = k(t)e* (25)

x(t)=a k(t)e® + k(e = ax(t) + k(t)e
x(t)
x(t) = ax(t) + k(t)e® = ax(t) + bu(t)
= k(t) = e *bu(t)

= k(t) = k(ty) + [ e “hu(t)dt

to
En remplagant I'expression (t) dans (25), on obtient:

x(t)=k(t)e® = |k(t,) + [e_“rbu[t} dr| e

A partir de (25), ona k(ty) = x(ty) = x,

x(t)=k(t)e® = |x(t,) + [e_”bu(’r:)dr et

to
Alors, on a:

x(t) = xge® + f;e““_ﬂbu(’r:)dr
(26)

Finalement, en remplagant (26) dans I'équation de sortie de (1), on obtient la réponse

totale du systeme :

y(t) = cx,e® + ¢ f; et h y()dr + du(t)
" . o -

Rép onse : ;
Heponse forcee
libre ponse f
(27)
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Remargue: Dans la réponse (27), I'on peut faire une distinction utile dans le membre
de droite et faire apparaitre deux réponses:

Le réponse libre : elle correspond au premier terme et ne dépend que du modéle du
systeme (présence du pdle a) et de la condition initiale (présence de xo). Elle ne
dépend pas de l'action extérieure (commande).

La réponse forcée : elle est associée aux deux derniers tfermes et correspond en fait
d la réaction du systeme a l'excitation (t). Elle dépend du modele du systeme
(présence de a) mais aussi de la nature du signal (t).

6.2 Cas d'une équation matricielle

Dans le cas ot le systéme est d'ordre n > 1, donc possede n variables d'état xi(t).

© _ Ax*x(t) + B xu(t) Equation d'état
= * *
n x u quation d'éta 1)
y(t) = C *x(t) + Du(t) Equation de mesure

Avec x(t) = [x,(t) ... x,(t)]T est le vecteur d'état, x(ty) = xo = [x0 () ... x2()]T est la

condition initiale et A, B, C et D sont des matrices de dimensions appropriées.

La solution d'un tel systéme matriciel est analogue a celle obtenue dans le cas scalaire,
donc, en remplagant les scalaires a, b, c et d dans (26) et (27) par les matrices 4, B, C

et D respectivement, il vient :

x(t)= effx, + f; e AT By (1)dr
0 (28)

Cependant cela nous améne a considérer une fonction matricielle de type nouveau, et
ol A est une matrice.
Posons : ¢(t) = et (29)
Remplagons (29) dans (28), il vient
x(t)= ®(t)x, + J’; ®(t — t)Bu(r)dr

(30)
d(t) est une matrice dite matrice de transition d€tat.
Le probleme de la résolution des équations d'état se ramene au probleme de calcul de
la matrice de transition. Avant de décrire différentes méthodes pour I'obtention de la

matrice de transition, nous montrons quelques propriétés de cette matrice.
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6.2.1 Propriétés de la matrice de transition d'état
Propriété 1 : @®(0) = e4*® =1 (ou I matrice identité).
Propriété2 : @(t) =e?' =[e 4] P =[D(—0)] .D7(t) = P(-1).
Propriété 3 @ ®(t, +t,) = 4172 = pdt1p402 = (t )D(L,) = O(1,)P(t,).
Propriété 4 : [®(t)]" = ®(nt).

6.2.2 Calcul de la matrice de transition d'état
Le calcul de la matrice de transition dans la résolution des équations d'état est
I'opération la plus délicate, ou plusieurs méthodes existent, ici on cite la plus classique
basée sur la transformation de Laplace. Il s'agit de calculer e4t.
a) Méthode de transformée de Laplace
Soit I'équation d'état x(t) = A * x(t) + B * u(t) avec: x(t; = 0) = x,
En posant u(1)=0
x(t) = Ax*x(t)
TL [x'(t)] = TL[A * x(t)]
pX(p) — Xo = AX(p)

X(p) = [pl = A" xo = TL' X (p)] = x(t) = TL™[[pI — A]"*]x,
Finalement

x(t) = TL™[[pI — A]"t]x, (31)

D'autre part, d'apres la section précédente, la réponse libre d'équation d'état a to =0:

x(t)= e4tx,

(32)
Par identification de (31) et (32), on aura
oAt = TL((s] — A)']
(33)
Exemplel:
Soit le systéme suivant soumit a u(t) échelon unité
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%l(ﬂ}:[—oz 1 [xl(t)] [[ﬂ o(8)

x5 (t) x5 (t)
Calculer la matrice de transition e?
[p +3 1] [ p+3 1
(ol — A1 = ladjI =AD" _ | -2 pl _[@+D@+2) (@+DE+2)|
p T Tdetpl—4)  (p+D@+2) —2 p

p+DP+2) p+D@E+2)
_|r (pkll pl:-ZZ) (pl:-31+plf:2)]|
B k k
{ <p+1 p+2) (p-:1+p+62)

p+3
P+D@E+2)

) =1, k,= plirzlz(p + 2)(

p+3 )_

):Z hzﬁ£®*”%ﬁﬂ@+m

ki = lim (p+1)(
p--1

k- li 1 ! =
2 Jim (p+ 1) @+n@+a)‘

1
P+D{+2)

s p o s p ~
ks = Jim (p+1) ((p T D+ 2)) =L ko= lim(p+2) ((p T D0+ 2)) -

[ (p i 1 p_+12> (p j— 1 * p_+12>]|

_|
T ) G
l p+1 p+2 p+1 p+2J
2 -1 1 -1
Grit5m2) Geiterd)
at —pp-1| W+l o p+2 p+1 p+2/[ [ 2e7t—e™2 e-f—e-“]
B _2< 1 + —1> ( 1 4 2 ) —2e7t+2e7H —et42e72
p+1l p+2 p+1 p+2

b) Méthode de diagonalisation de la matrice A

Si la matrice d'état A est diagonale, on montre facilement que:

A, 0 .. 0 ett 0 . 0

_ |0 A A_ |0 etz o
A= T e I w0
0 .. 0 ’:{n 0 0 E?An

D'ou I'idée de passer par un changement de variables judicieux, de la représentation
d'état initiale vers une autre représentation faisant intervenir une matrice d'état
diagonale.

Si A est une matrice carrée (nxn) quelconque, les n valeurs propres distincts de A sont

notés 1i, elles sont associées aux n vecteurs propres Vi par :
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(34)
D'ou
AV, = AV,
AVE - /121[.»']2
AV;T — *’1:1{”;1
(35)
Sous forme matricielle:
A, 0 .. 0
AR AA T AANA | B
0 7
b i (36)
En multipliant a gauche les deux membres de (36) par [V; V; ... V]
A0 .00
v "'H‘]_I,A.[Vl V, Wl = 0 A-.2 O
' lo .. 0 2
| : (37)
TIAT =A = A=TAT !
Finalement: .
E:At — Teﬂt T—l
(39)

Exemple 2: Calculer la matrice de transition e®du systéme donné dans l'exemple 1.

_T0 1
a=15
Valeurs propres:
det(Al — A) = 0
Ao—1 | | )
=0=2A,=-14, =-2
2 A+3 ! ?
-1 0
=14 2
Vecteurs propres :
7 = [El EE]T r— [Ul TFE]T
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Az = A,z

{—02 —13} Eﬂ - [2] =z, = —2,

On pose

zi=1=22z,=-1z=[1 —1]F

Aw = Av
5 Slll=-[]=-2n=v
On pose

v,=2=z =—-1Lv=[-1 2]"

alors
1 -1 _ 2 1
T =1z w]z[_l 2]:»1" 1:[1 1}
Vérification
A=TAT™? I [ 1 1 —1r[ i —2![21 ﬂ = {—Ug _13_]2t L
et =Te¥ T 1:[—1 E H 0 E}zt [1 J :[ Zze—flze—zt —e jrze—ﬂ

c) Méthode de SYLVESTER

Si la matrice A possede 7 valeurs propres distinctes i, on montre que :

E’At — n E‘ 1 '::A A IJ
g =1 j=1 I:zl AI}
J= (40)

Remargue : pour les valeurs propres multiples, une autre formule de Sylvester, plus
compliquées est utilisée.

Exemple 3 : Calculer la matrice de transition e® du systéme donné dans l'exemple 1.

_T0 1
a=l5, 5
Valeurs propres: 1, = —let 1, = —
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2

t _ 2 At (‘4_ ﬂj) Ayt (A— A1) Agt (A— A1)
EA _ZE 1_[ —° [(:;1»1_ ﬂz) e (ﬂz_ ﬂl)

i[]

_ |: ZE_ _ E_.—Zt E—f‘ . E—Ef l
—2e t+2e 7t —e P4+ 2072t

e[t

-1

[l
"'b

—

ll.u "‘11, ||

d) Méthode de CAYLEY-HAMILTON
Cette méthode, qui repose sur la propriété d'une matrice d'étre toujours solution de
son équation caractéristique, présente I'avantage d'étre relativement rapide pour des
matrices d'ordres peu élevés et de mettre en ceuvre des calculs moins complexes,
donc moins générateurs d'erreurs de calcul.
Considérons une matrice A et son équation caractéristique

det(Al —A) =" +a,_ A" '+ +aqi+a, =0

(41)
On a toujours

A ta, A 4t @A+ ad =02 4" = —a, A" — o —qA—qyl =0 42)

Donc, pour foutes matrices carrées possédant n valeurs propres distinctes, toute
puissance de A supérieure ou égale a n peut s'exprimer en fonction d'une combinaison

des puissances de A inferieures a 7.

Aztz A”f”
+ et
2! n!

edt =+ At +

et = ﬂn—l(t)-‘q”_l + an—z(:t)‘qn_z Tt (:I.')}l + (:t)‘r (43)
Notons que tous les valeurs propres A; de la matrice A vérifient également cette

équation, c-a-d :

e Mt = - 1(1_) ﬂz'u_l + ﬂn—z(t) Hz'”_z Tt (Tl(f:) "1!' + ﬁﬁ(:t)f

(44)
En résumé cette méthode consiste a calculer eAtde la facon suivante :
Eélt — u— a; (f)r{lz
(45)
ou les fonctions ai (t) sont a calculer en résolvant le systéme d’ équations suivant :
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et = 3570 a5 (0)2]

Exemple 4: Calculer la matrice de transition e® du systéme donné dans I'exemple 1.

(46)

A=
Valeurs propres: AM=-letd,=-2
oAt — Z (DA = ag ()] + a, (D]
i=0

et =Y a; (O =ap(t) —a,(t). e =Y, (0A = ap(t) — 2a,(t)
{ e " =ay(t) —ay(t) 3[a1(t) =e f—e?f
e 2t = aq,(t) — 2a,(t) lay(t) =2et —e 2t

2e”t — 72t et —e”
2e t 4+ 273t —pt 4272

4t — q (O] + a, ()] = {_ *
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