Résolution des équations non linéaires

D’habitude on résout les équations az? + bx 4 ¢ = 0 en utilisant le discrémi-
nant A qui nous informe sur l’existence des racines de cette équation, mais si
on donne I'équation e* + —22 = 0, il est possible que cette équation n’admet
pas des racines exactes mais des racines approximatives, donc on est dans le cas
des équations non linéaires.

Soit f : [a,b] C R — R une fonction continue.

Ce chapitre est consacré a résoudre I’équation nonlinéaire du type: f(x) = 0.

Le probléme est de trouver les valeurs de = € [a,b] qui sont solutions de
léquation f(x) =0

En général les méthodes de résolution de I’équation non linéaire f(z) = 0
sont des méthodes itératives qui consistent & construire une suite (z,,) convergente
vers la solution Z, qui s’appelle zéro ou racine de f.

Pour résoudre ces équations non linéaires on va utiliser quelques méthodes
numériques

1) Méthode de Dichotomie (ou bissection)

Le principe de la méthode de Dichotomie est basé sur le théoréme des valeurs
intermédiaires

Théoréme:

Soit f une fonction continue sur [a, 0] ,telle que f (a).f (b) < 0 alors il existe
¢ € la, b tel que f (¢) = 0.

Pour déterminer la solution ¢ de I’équation f(z) = 0, ou f est une fonction
continue sur [a; b], on suit la maniére suivante:

Au rang zéro: On pose a = ag , b = by, donc il existe xq € |ag, bo[ telle que
f(zo) =0

Au rang un: On divise Uintervalle [ag, bg] en deux parties égales, et on va

ag + by

voir le signe de f , alors on a deux cas:

1) Si f (ag) f (ao _2‘_ bo) <0, (f <a0 _2|_ bo) est du méme signe que f (b0)> on

a0+b0

pose a1 = ag et by =

2) Si f (ag) f (ao ;_b[)) >0, (f <a02—|—bo) est du méme signe que f (ao)) on

ag + bg

et by = bg. donc Izy € Jag, by telle que f (z1) =0,

Nous avons obtenu un intervalle de longueur moitié telle que 1’équation
f(@)=0

On va itérer ce processus pour diviser de nouveau l'intervalle en deux.

On note ce nouveau intervalle contenant x1 par Jag, b1[, et on va voir le signe

b
de f <a1 —2|_ 1) , alors on a deux cas:

pose a1 =

1)Sif(a1) f (a1 ;b1> <0, (f <a1 ;bl) est du méme signe que f (b1)> on



a1+b1

pose as = a; et by = —5
b b
2)Sif(a1) f <a1—2|— 1) >0, <f (al—; 1) est du méme signe que f(al)) on
ar + by

pose as = et by = by, ot Jxo € Jag, bo[ telle que f (z2) =0,

En itérant ce processus n fois , on obtient une suite (), oy telle que

1)Sif(an) f (a"er") <0, (f <an ;r b") est du méme signe que f (bn)> on

2
a, + by,
pose apy1 = ap et by = ,

2)Si f (an) f (an;—bn> >0, (f (a";—bn) est du méme signe que f (an)> on

a, + b,

pose api1 = et by+1 = by, donc Iz, 41 € Jan+1,bnr1] telle que

f(xn+1) =0,

Etude de la convergence de la méthode de Dichotomie

an + by
Posons ¢,, =

On a f est continue sur [a,b], vérifiant f (a).f (b) < 0 donc il existe ¢ €
Ja, b] telle que f (c) = 0. (Pexitence de la solution est vérifiée).
b—a

2n

Soit ¢ € [ap, by de longueur I'unique solution de 'équation f(z) = 0.
Si on fait n itérations, on obtient la majoration suivante

b—a
e —cn| < o < € ou € est la précision souhaitée, d’ott on peut conclure

. i ) b—a
que lim ¢, = ¢, et on arréte le processus dés que b, —a, = —— < ¢ et le
n—oo v
) . ) ) ) In(b—a) —Ine
nombre d’itérations n vérifie I'inégalité: n > %
n

Exemple: Soit la fonction f définie par f (z) = 2 — 4z + 2.

En appliquant la méthode de Dichotomie trouver le zéro de I’équation f (x) dans
I'intervalle [0, 1] avec une précision out tolérence € = 1072,

La fonction f est continue sur [0, 1], et de plus on a

F () f(0)=(-1)(2) = -2 < 0, donc d’aprés le théoréme des valeurs inter-
médiaires I'exitence de la solution est vérifice

Calcullons le nombre d’itérations n

21
n > n6:>n_ 1 =6.6439, donc on prend n =7
In2 In2

an + bn

Posons ¢, =

On construit le tableau suivant



n Qp by, Cn f(an) f(bn) f(cn)

0 0 1 0.5 2 -1 0.125

1 0.5 1 0.75 0.125 -1 —0.57813

2 0.5 0.75 0.625 0.125 —0.57813 —0.255 86

3 0.5 0.625 0.5625 0.125 —0.255 86 —7.2021 x 1072
4 0.5 0.5625 0.53125 0.125 —7.2021 x 1072 2.4933 x 1072
5 0.53125 0.5625 0.54688 2.4933 x 1072 —7.2021 x 102 —0.023 96

6 0.53125 0.54688 0.53907 2.4933 x 1072 —0.023 96 3.7184 x 1074
7 0.53907 0.54688 0.54298 3.7184 x 10~* —0.023 96 —1.1835 x 1072

Donc 3 ¢ € ]0.53907,0.546 88] solution de 1'équation f (z) =0
Ona b, —a, =0.54688 — 0.53907 = 0.00781 < e = 102,

Exemple: Soit la fonction f définie par f (z) = e* +
Meéme questions que l’exemple précédent en prenant l'intervalle [—1, 0]
et e = 1072,

La fonction f est continue sur [—1,0], et de plusona f (—1) f (0) = —0.63212 <

0, donc d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires ’exitence de la solution
est vérifiée
Calculons le nombre d’itérations n

n > hle;snz I = n > 7, donc on prend n =7
In2 In2
Posons ¢, = an + bn
On construit le tableau suivant
n QA bn Cn f(an) f(bn)
0 -1 0 -0.5 —0.63212 -1
1 -1 —-0.5 —0.75 —0.63212 0.106 53
2 —0.75 —-0.5 —0.625 —0.27763 0.106 53
3 0.625 —0.5 —0.5625 —9.0006 x 102 0.106 53
4 0.625 —0.5625 —0.59375 —9.0006 x 1072  7.2828 x 1073
5 —0.59375 —0.5625 —0.57813 —4.1498 x 1072 —7.2828 x 1073
6 —0.57813 —0.5625 —0.57032 —4.1498 x 1072 —7.2828 x 103

7 —057032 —0.5625 —0.56641 —4.9755x 1073 —7.2828 x 1073
Donc 3 ¢ € |-0.57032, —0.562 5[ solution de I’équation f (x) =0
On a b, —a, = —0.5625 — (—0.57032) = 0.007 82 < 0.01

Méthode de point fixe:

Soit f(z) est une fonction continue strictement monotone sur [a, b] telle que
f () f () <0.

Parmi les méthodes de résolution des équations non linéaires f(x) = 0, la
méthode de point fixe ou la méthode des approximations successives qui est
basée sur la construction d’une suite (z,) qui converge vers la racine unique
Z de léquation f(x) = 0.

Construction de la suite (z,,) :

On transforme 1’équation non linéaire f(x) = 0 en un probléme équivalent

g(x) =,

[ (en)
0.106 53
—0.27763
—9.0006 x 1072
7.2828 x 1073
—4.1498 x 102
—1.7184 x 102
—4.9755 x 1073
1.1493 x 1073



ou la fonction g : [a;b] — R qui a la propriété suivante T = ¢(T) si et
seulement si f(Z) = 0, le point Z est appelé le point fixe de la fonction g.

La fonction n’est pas unique.

La suite (x,) est définie par recurrence de la maniére suivante:

On donne la valeur initiale z¢ € [a, ]

1 =g (x0), T2 =9g(z1),..., Tnt1 = g (Tn), o0 n est le nombre d’itérations.

Conditions de convergence de la suite (x,,) vers la racine unique Z.

Théoréme

Si la fonction g vérifie les deux conditions suivantes

i) g (x) € [a, b] pour tout z € [a, b],

il) max ’g' (z)‘ < k < 1; alors

z€[a,b]

La suite (z,,) définie par z,+1 = g (z,) converge vers la racine unique = de
léquation f(x) = 0.

L’erreur peut étre évaluée par l'inégalité | — x| < |Tp11 — n| < € oU € est
une précision ou tolérence, et le nombre d’itérations minimal n est calculé par:

Ine—In(b—a)
n>——_ V=%
- Ink

Exemple

Soit la fonction f (z) = 2® — 3z + 1, o x € [1,2] .

En appliquant la méthode de point fixe et en prenant xg = 1 trouver la racine
de léquation f (z) = 0 dans lintervalle [1,2] avec une précision ou tolérence
e=10""1

La fonction f est continue sur [1,2], et de plus on a

F(1)f(2)=(-1)(3) = =3 <0, donc d’aprés le théoréme des valeurs inter-
médiaires I'exitence de la solution est vérifiée.

Vérifions la monotonie de la fonction f dans [1, 2]

f(z) =322-3=3 (2 —1) > Osur [1,2], donc f est continue et strictement
croissante sur [1, 2], ce qui prouve que le zéro de la fonction f est unique.

3
1
f(z):x3—3:12+1:()<:>z:$ + oux:(3x—1)1/3

3
1
Donc on note g; (z) = ’ ;— et g2 () = (32 — 1)1/3.

Vérifions les conditions de convergence de la méthode de point fixe pour
91 (z) et g2 (2)

g1 (1) =2/3¢[1,2] dou g1([1,2]) € [1,2]. Alors la méthode de point fixe
diverge.

g2 (1) =1.2599 et g2 (2) = 1.7100 d’ou ¢z ([1,2]) C [1, 2]

gy () = (32 —1)*° ,

gy (1) =272/3 = 0.62996 < 1, et gy (2) =52/ =0.34200 < 1,

D’autre part on a g, (z) = — < 0,ce qui prouve que gy (z) est

(3z — 1)§
décroissante, donc m[ax] ‘g; (x)‘ <0.62996 < 1.
r€e[l,2
D’ou la méthode de point fixe converge donc on définit la suite (z,,) par



x1 =g (x0), 22=9(x1), ., Tnt1 = g (zp), 00 1 est le nombre d’itérations.
Calculons le nombre d’itérations n

—In10—-In(2-1
= nh?O.62r£l)(96 ) — 4.9529, donc on prend n = 5,

Onaxg=1,21=¢g(1) =1.2599, 5 = ¢ (1.2599) = 1.406, 3 = g (1.406)
— 1.4764,

24 =g (1.4764) = 1.5080, x5 = ¢ (1.5080) = 1.5218.

Donc 3 z € ]1.5080,1. 521 8] solution de I’équation f (x) = 0.

On a |r5 —z4| =|1.5218 — 1.5080| = 0.0138 < 0.1

Exemple:
Soit la fonction
f(x)=a2-5 z€2,3].

g1(x)=a2*+x-5
5
L’équation f(:z:):O@:cz—E):O@ go (v :;
(x):x—&—S
g3 1

Quelle est la fonction g; (1 < i < 3) qui vérifie les conditions de convergence
de la méthode de point fixe.

Calculer le nombre d’itérations n en supposons que la précision € = 1071,

Construire la suite (z,,) qui est définie par z,+1 = g (z,,) et converge vers la
racine unique Z de ’équation f(x) = 0, en donnant xg = 2.

Méthode de Newton- Raphson:

Parmi les méthodes de résolution des équations non linéaires f(z) = 0,
la méthode de Newton-Raphson qui est basée sur la construction d’une suite
(z5) qui converge vers la racine unique z de 'équation f(x) = 0.

Supposons que f vérifie les hypothéses suivantes

1) f est une fonction continue strictement monotone sur [a,b] telle que
£(a) £ ) <0. ,

2) f est dérivable sur [a,b], et f (z) # 0 Vz € [a,b)].

L’hypothése 1 vérifie 'existence et 1'unicité de la racine Z de 1’équation
f(z) =0.

Construction de la suite (z,,) :

I’idée principale de la méthode de Newton-Raphson est de prendre dans la
f(z)

f(@)
La suite (x,) est définie par recurrence de la maniére suivante:
On donne la valeur initiale zg € [a, ]

x1 =g (z0) = x0 — ]{((mx(:)))’ 2o =g(x1) =21 — ]{((55311))7"'7xn+1 =g(x,) =
f(n)
f ()

Conditions de convergence de la suite (z,,) vers la racine unique Zz.
Théoréme:

méthode de point fixe la fonction g (z) =« —

Ty — , ol n est le nombre d’itérations.



Soit f une fonction qui vérifie les hypothéses 1 et 2, et de plus en supposant
que f est deux fois dérivable sur [a,b], et f (z) # 0 Vz € [a,b].
Alors la suite des itérés de la méthode de Newton-Raphson

Tnt1 = g (Tn) = Ty — e converge vers la racine unique Z € [a,b] de
n

I'équation f(x) = 0.

Le test d’arrét: On arréte les itérations dés que |z, 11 — 2,| < € ol € est
une précision.

Exemple:

Soit la fonction f (z) = x — cosz, = € [0.5,1].

En utilisant la méthode de Newton-Raphson et en prenant zy = 0.5 trouver
la racine de I'équation f (z) = 0 dans lintervalle [0.5,1] avec une précision ou
tolérence € = 10~

Ona f (z)=14sinz > 0Va €[0.5,1].

f(1)=1-cosl=0.45970, f(0.5)=0.5—cos0.5=—0.37758

La fonction f est une fonction continue, dérivable et strictement croissante

sur [0.5,1], et on a de plus f(0.5) f (1) <0 et f/, (x) = cosx # 0 Vz € [0.5,1].

Alors la suite de la méthode de Newton-Raphson 41 = z,— ]]:/ ((J;n )) converge
vers la racine unique Z € [a,b] de ’équation f(z) = 0.
/ . —0.37758

On a |z — x| = ]0.75523 — 0.5] = 0.25523 > 10~*%, donc on continue
litération.
f (0.75523) =1 +5sin0.7552 = 1.6854, et f(0.75523) = 2.7116 x 1072

2.7116 x 1072
= 9 = 0.75523 16354 0.739

On a |zo — 21| = [0.73914 — 0.75523| = 0.016 09 > 10~*, donc on continue
I'itération.
£(0.73014) = 9.1827 x 1077, et f (0.73914) = 1.6737
9.1827 x 107°
On a |73 — x3] = |0.73909 — 0.739 14| = 0.00005 < € = 10~*
Donc 3 z € ]0.73909,0.739 14] solution de 'équation f (z) = 0.



