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II. Modèles Mécaniques et Spectres discretsII. Modèles Mécaniques et Spectres discrets

** LesLes fonctionsfonctions dede réponse,réponse, dontdont lesles interrelationsinterrelations ontont étéété examinéesexaminées dansdans
lele chapitrechapitre précédent,précédent, représententreprésentent uneune approcheapproche pourpour décriredécrire lele
comportementcomportement anélastiqueanélastique.. NousNous passonspassons maintenantmaintenant àà uneune descriptiondescription

1. Introduction:1. Introduction:

alternativealternative enen termestermes d'und'un ensembleensemble dede paramètresparamètres quiqui peuventpeuvent êtreêtre
considérésconsidérés commecomme desdes attributsattributs intrinsèquesintrinsèques dudu matériaumatériau..

** LeLe pointpoint dede départdépart dede cettecette approcheapproche estest uneune relationrelation contraintecontrainte--
déformationdéformation sese présentantprésentant soussous lala formeforme d’uned’une équationéquation différentielledifférentielle
linéairelinéaire faisantfaisant intervenirintervenir lala contrainte,contrainte, lala déformationdéformation etet leursleurs dérivéesdérivées
dansdans lele tempstemps..
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** LeLe faitfait queque lala réponseréponse d'und'un solidesolide anélastiqueanélastique puissepuisse êtreêtre décritedécrite parpar uneune
telletelle équationéquation peutpeut êtreêtre déduitdéduit dede lala définitiondéfinition dede l'anélasticité,l'anélasticité, quiqui inclutinclut
àà lala foisfois lesles caractéristiquescaractéristiques dede lala linéaritélinéarité etet dudu comportementcomportement

1. Introduction:1. Introduction:

àà lala foisfois lesles caractéristiquescaractéristiques dede lala linéaritélinéarité etet dudu comportementcomportement
contraintecontrainte--déformationdéformation dépendantedépendante..

** PuisquePuisque chacunechacune desdes fonctionsfonctions dede réponseréponse estest maintenantmaintenant reconnuereconnue
commecomme solutionsolution dede lala mêmemême équationéquation différentielle,différentielle, pourpour différentesdifférentes
conditionsconditions dede contraintecontrainte ouou dede contraintecontrainte imposées,imposées, ilil estest immédiatementimmédiatement
évidentévident queque lesles fonctionsfonctions dede réponseréponse doiventdoivent êtreêtre reliéesreliées..
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** LaLa visualisationvisualisation dudu comportementcomportement d'und'un matériaumatériau régirégi parpar uneune équationéquation
dede contraintecontrainte--déformationdéformation différentielledifférentielle particulièreparticulière estest grandementgrandement
facilitéefacilitée parpar l'inspectionl'inspection d'und'un modèlemodèle mécaniquemécanique appropriéapproprié..

1. Introduction:1. Introduction:

** OnOn trouveratrouvera queque l'équationl'équation différentielledifférentielle contraintecontrainte--déformationdéformation lala plusplus
simplesimple capablecapable dede représenterreprésenter uneune élasticitéélasticité impliqueimplique troistrois paramètresparamètres
indépendantsindépendants..

** DeDe manièremanière correspondante,correspondante, lele modèlemodèle équivalentéquivalent estest constituéconstitué dede troistrois
élémentséléments dede basebase (deux(deux ressortsressorts etet unun amortisseur)amortisseur)..
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** LeLe comportementcomportement correspondantcorrespondant àà lala l'équationl'équation ouou lele modèlemodèle àà troistrois
paramètresparamètres estest d'uned'une importanceimportance fondamentale,fondamentale, telletelle matériaumatériau présentantprésentant
cece comportementcomportement estest appeléappelé «« solidesolide anélastiqueanélastique standardstandard »»..

1. Introduction:1. Introduction:

** UneUne partiepartie importanteimportante dede cece chapitrechapitre estest consacréeconsacrée àà l'examenl'examen dudu
comportementcomportement détaillédétaillé d'und'un teltel solidesolide..

** CommeComme lala définitiondéfinition dede l’élasticitél’élasticité impliqueimplique l’exigencel’exigence dede linéarité,linéarité, ilil
s’ensuits’ensuit queque toutestoutes lesles équationséquations différentiellesdifférentielles contraintecontrainte--déformationdéformation dede
l’élasticitél’élasticité doiventdoivent êtreêtre dudu premierpremier degrédegré..
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** EnEn outre,outre, toutetoute équationéquation dede cece typetype doitdoit contenircontenir autantautant ouou aussiaussi peupeu dede
constantesconstantes indépendantesindépendantes queque nécessairenécessaire pourpour décriredécrire lele comportementcomportement
anélastiqueanélastique d'und'un solidesolide particulierparticulier..

2. Equations différentielles « déformations 2. Equations différentielles « déformations -- contraintes » et contraintes » et 
construction de modèles:construction de modèles:

anélastiqueanélastique d'und'un solidesolide particulierparticulier..

** L'équationL'équation linéairelinéaire lala plusplus généralegénérale àà coefficientscoefficients constantsconstants aa lala formeforme::

aa00σσ + a+ a11σσ’ + a’ + a22σσ’’ + a’’ + a33σσ’’’ + … = b’’’ + … = b00εε + b+ b11 εε’ + b’ + b22 εε’’ + b’’ + b33 εε’’’ + …’’’ + …

Pour des raisons de précision, une équation de ce type sera appelée Pour des raisons de précision, une équation de ce type sera appelée 
équation différentielle contrainteéquation différentielle contrainte--déformation.déformation.
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2. Equations différentielles « déformations 2. Equations différentielles « déformations -- contraintes » et contraintes » et 
construction de modèles:construction de modèles:

** NousNous procédonsprocédons àà l'examenl'examen desdes cascas d'équationd'équation précédenteprécédente dansdans lequellequel
toustous lesles coefficientscoefficients aa etet b,b, saufsauf quelquesquelques--uns,uns, sontsont nulsnuls.. OOnn constateconstate queque
lesles modèlesmodèles mécaniquesmécaniques constituentconstituent unun moyenmoyen utileutile dede visualiservisualiser lele
comportementcomportement anélastiqueanélastique desdes matériaux,matériaux, etet queque chaquechaque modèlemodèle
correspondcorrespond àà uneune équationéquation dede différentielledifférentielle «« contraintecontrainte--déformationdéformation »»
uniqueunique..

** PourPour êtreêtre considéréconsidéré commecomme unun modèlemodèle pourpour unun matériaumatériau anélastiqueanélastique
donné,donné, unun systèmesystème mécaniquemécanique doitdoit obéirobéir auxaux mêmesmêmes relationsrelations entreentre lala
force,force, lele déplacementdéplacement etet lele tempstemps queque cellescelles valablesvalables entreentre contrainte,contrainte,
déformationdéformation etet temps,temps, respectivement,respectivement, dansdans lele corpscorps anélastiqueanélastique..
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2. Equations différentielles « déformations 2. Equations différentielles « déformations -- contraintes » et contraintes » et 
construction de modèles:construction de modèles:

** DansDans lele cascas lele plusplus simplesimple dede l'équationl'équation précédente,précédente, oùoù seulsseuls lesles
coefficientscoefficients aa00 etet bb00 nene sontsont paspas nuls,nuls, nousnous avonsavons l'exemplel'exemple d'und'un corpscorpscoefficientscoefficients aa00 etet bb00 nene sontsont paspas nuls,nuls, nousnous avonsavons l'exemplel'exemple d'und'un corpscorps
élastiqueélastique idéalidéal «« ModèleModèle dede MaxwellMaxwell »».. Ici,Ici, lele modèlemodèle mécaniquemécanique
appropriéapproprié estest unun ressortressort dede HookHook..

** LaLa forceforce exercéeexercée sursur lele ressortressort représentereprésente lala contrainte,contrainte, lele déplacementdéplacement
représentereprésente lala déformationdéformation etet lala constanteconstante dudu ressortressort kk représentereprésente lele
modulemodule appropriéapproprié..
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2. Equations différentielles « déformations 2. Equations différentielles « déformations -- contraintes » et contraintes » et 
construction de modèles:construction de modèles:

** UnUn teltel ressortressort aa pourpour caractéristiquecaractéristique queque l’énergiel’énergie yy estest stockéestockée dede
manièremanière réversibleréversible etet qu’ellequ’elle revientrevient àà unun déplacementdéplacement nulnul lorsquelorsque lala
forceforce qu’ilqu’il exerceexerce estest suppriméesupprimée..

** UnUn ouou plusieursplusieurs ressortsressorts constituentconstituent doncdonc uneune partiepartie essentielleessentielle desdes
modèlesmodèles mécaniquesmécaniques dudu comportementcomportement anélastiqueanélastique..
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2. Equations différentielles « déformations 2. Equations différentielles « déformations -- contraintes » et contraintes » et 
construction de modèles:construction de modèles:

** LeLe secondsecond élément,élément, nécessairenécessaire auau frottementfrottement interne,interne, estest lele dissipateurdissipateur
newtonien,newtonien, représentéreprésenté parpar unun pistonpiston sese déplaçantdéplaçant dansdans unun liquideliquidenewtonien,newtonien, représentéreprésenté parpar unun pistonpiston sese déplaçantdéplaçant dansdans unun liquideliquide
idéalementidéalement visqueuxvisqueux..

** UnUn teltel pointpoint d'inflexiond'inflexion aa lala propriétépropriété queque sasa vitessevitesse dede déplacementdéplacement estest
proportionnelleproportionnelle àà lala forceforce appliquéeappliquée;; parpar conséquent,conséquent, lele travailtravail effectuéeffectué
estest entièremententièrement dissipédissipé soussous formeforme dede chaleurchaleur..
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2. Equations différentielles « déformations 2. Equations différentielles « déformations -- contraintes » et contraintes » et 
construction de modèles:construction de modèles:

** EnEn termestermes dede contraintecontrainte etet dede déformation,déformation, quiqui serontseront désormaisdésormais utilisésutilisés
àà lala placeplace dede lala forceforce etet dudu déplacement,déplacement, onon àà «« σσ == ηη..εε’’ »» oùoù «« ηη »» estest lalaàà lala placeplace dede lala forceforce etet dudu déplacement,déplacement, onon àà «« σσ == ηη..εε’’ »» oùoù «« ηη »» estest lala
viscositéviscosité dudu dissipateurdissipateur..

** UnUn dissipateurdissipateur représentereprésente àà luilui seulseul unun liquideliquide visqueuxvisqueux (newtonien)(newtonien);; ilil
n'estn'est utileutile queque pourpour lala descriptiondescription desdes solidessolides lorsqu'illorsqu'il estest utiliséutilisé enen
combinaisoncombinaison avecavec desdes ressortsressorts..
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2. Equations différentielles « déformations 2. Equations différentielles « déformations -- contraintes » et contraintes » et 
construction de modèles:construction de modèles:

** PourPour formerformer desdes modèles,modèles, lesles élémentséléments mécaniquesmécaniques peuventpeuvent êtreêtre
combinéscombinés soitsoit enen sériesérie ouou enen parallèleparallèle.. DansDans uneune combinaisoncombinaison enen sériesérie dede
deuxdeux éléments,éléments, 11 etet 22,, lesles contraintescontraintes σσ11 etet σσ22 sontsont égaleségales alorsalors queque lesles
déformationsdéformations εε etet εε sontsont additivesadditives..déformationsdéformations εε11 etet εε22 sontsont additivesadditives..

** LaLa contraintecontrainte etet lala déformationdéformation totaletotale pourpour uneune combinaisoncombinaison enen sériesérie::

εε = ε= ε11 + ε+ ε22 et σet σ = σ= σ1 1 = σ= σ22

** DeDe même,même, pourpour uneune combinaisoncombinaison parallèleparallèle desdes mêmesmêmes élémentséléments::

εε = ε= ε11 = ε= ε22 et σet σ = σ= σ1 1 + σ+ σ22
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2. Equations différentielles « déformations 2. Equations différentielles « déformations -- contraintes » et contraintes » et 
construction de modèles:construction de modèles:

** EnEn utilisantutilisant cesces règles,règles, ilil estest facilefacile dede voirvoir queque deuxdeux ressortsressorts enen sériesérie ouou
enen parallèleparallèle correspondentcorrespondent àà unun autreautre ressort,ressort, tandistandis queque deuxdeux dissipateursdissipateurs
enen sériesérie ouou enen parallèleparallèle correspondentcorrespondent àà unun autreautre dissipateurdissipateur.. DeDe tellestelles
combinaisonscombinaisons sontsont doncdonc superfluessuperflues etet serasera inutileinutile dede lesles employeremployer..

** NousNous sommessommes alorsalors conduitsconduits àà cece quiqui suitsuit enen tanttant queque lesles deuxdeux modèlesmodèles
lesles plusplus simplessimples combinantcombinant plusieursplusieurs élémentséléments::

11)) UnUn ressortressort etet dissipateurdissipateur enen parallèle,parallèle, appeléappelé modèlemodèle VoigtVoigt (ou(ou
Kelvin)Kelvin)..

22)) UnUn ressortressort etet dissipateurdissipateur enen série,série, appeléappelé modèlemodèle MaxwellMaxwell..



Propriétés Propriétés Physique de la matière condensée Physique de la matière condensée 11

II. Modèles Mécaniques et Spectres discretsII. Modèles Mécaniques et Spectres discrets

2. Equations différentielles « déformations 2. Equations différentielles « déformations -- contraintes » et contraintes » et 
construction de modèles:construction de modèles:

** LaLa descriptiondescription quantitatifquantitatif dudu «« ressortressort retardéretardé »» nécessitenécessite lala dérivationdérivation
puispuis lala résolutionsrésolutions dede l’équationl’équation différentielledifférentielle «« contraintecontrainte--déformationdéformation »»..

** PPourour lele modèlemodèle dede VoigtVoigt--KelvinKelvin l’équationl’équation estest obtenueobtenue commecomme suitesuite::** PPourour lele modèlemodèle dede VoigtVoigt--KelvinKelvin l’équationl’équation estest obtenueobtenue commecomme suitesuite::

J.J.σσ = = εε + + ττ..εε’’

ηη = = ττ/J/JJJ

Avec: Avec: σσ11 = M.= M.εε11, , σσ22 = = ττ.M..M.εε22’’

Figure 1Figure 1. Le modèle de Voigt. Le modèle de Voigt--Kelvin.Kelvin.
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2. Equations différentielles « déformations 2. Equations différentielles « déformations -- contraintes » et contraintes » et 
construction de modèles:construction de modèles:

** PPourour lele modèlemodèle dede MaxwellMaxwell l’équationl’équation estest obtenueobtenue commecomme suitesuite::

ττ. M.. M.εε’ = ’ = σσ + + ττ..σσ’’

ηη = = ττ.M.M

MM

Avec: Avec: εε11 = J.= J.σσ11, , εε22' = J.' = J.σσ22//ττ

Figure 2Figure 2. Le modèle de Maxwell.. Le modèle de Maxwell.
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2. Equations différentielles « déformations 2. Equations différentielles « déformations -- contraintes » et contraintes » et 
construction de modèles:construction de modèles:

** LeLe modèlemodèle VoigtVoigt--KelvinKelvin manquemanque d’élastiqued’élastique instantanéeinstantanée caractéristiquecaractéristique
desdes cristaux,cristaux, celacela peutpeut êtreêtre obtenueobtenue enen fixantfixant unun ressortressort enen sériesérie avecavec
l’unitél’unité dede VoigtVoigt--KelvinKelvin.. (b)(b) (c)(c)

ηη = = ττσσ//δδJJ

JJUU

δδJJ

(a)(a)

Figure 3Figure 3. Le modèle à trois paramètres contenant l’unité de Voigt. Le modèle à trois paramètres contenant l’unité de Voigt--Kelvin.Kelvin.
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2. Equations différentielles « déformations 2. Equations différentielles « déformations -- contraintes » et contraintes » et 
construction de modèles:construction de modèles:

** LorsLors dede l'applicationl'application d'uned'une contraintecontrainte «« σσ »» àà «« tt == 00 »,», lele ressortressort (a)(a) sese
déformedéforme immédiatement,immédiatement, tandistandis queque l'unitél'unité dede «« VoigtVoigt--KelvinKelvin »» restereste nonnon
déforméedéformée..déforméedéformée..

** AprèsAprès unun certaincertain temps,temps, lele dissipateurdissipateur (c)(c) cèdecède jusqu'àjusqu'à cece queque lele stressstress
sursur l'unitél'unité dede «« VoigtVoigt--KelvinKelvin »» soitsoit entièremententièrement transférétransféré auau ressortressort (b)(b) etet
queque lele stressstress «« σσ »» sursur lele dissipateurdissipateur disparaissedisparaisse..

** ÀÀ cece stade,stade, ilil n'yn'y auraaura plusplus dede changementchangement dansdans lele systèmesystème avecavec lele
tempstemps..
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2. Equations différentielles « déformations 2. Equations différentielles « déformations -- contraintes » et contraintes » et 
construction de modèles:construction de modèles:

** CeCe comportementcomportement dede fluagefluage présenteprésente toutestoutes lesles caractéristiquescaractéristiques d'und'un
matériaumatériau anélastique,anélastique, dansdans lequellequel lala déformationdéformation parpar unitéunité dede contraintecontrainte
dede l’élémentl’élément (a)(a) passepasse d'uned'une valeurvaleur instantanéeinstantanée «« JJUU »» àà uneune valeurvaleur finalefinaleUU

«« JJRR »»..

** AA partirpartir dede cece modèle,modèle, lala complaisancecomplaisance dede l’élémentl’élément (a)(a) doitdoit êtreêtre «« JJUU »»
etet lala complaisancecomplaisance combinéecombinée desdes élémentséléments (a)(a) etet (b)(b) doiventdoivent êtreêtre «« JJRR »»
avecavec lala différencedifférence dede complaisancecomplaisance «« δδJJ == JJRR –– JJUU »»..

** Enfin,Enfin, lala viscositéviscosité ηη dudu dissipateurdissipateur àà uneune constanteconstante dede tempstemps diviséedivisée parpar
lala complaisancecomplaisance dudu ressortressort parallèleparallèle..
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2. Equations différentielles « déformations 2. Equations différentielles « déformations -- contraintes » et contraintes » et 
construction de modèles:construction de modèles:

** L’équationL’équation différentielledifférentielle «« contraintecontrainte--déformationdéformation »» dudu modèlemodèle àà troistrois
paramètresparamètres contenantcontenant l’unitél’unité dede VoigtVoigt--KelvinKelvin estest dede lala formeforme::

JJRR..σσ + + ττσσ. J. JUU..σσ’ = ’ = εε + + ττσσ..εε’’

Avec: Avec: εεaa = J= JUU..σσaa, , εεbb = = δδJ.J.σσbb, , εεcc’ = ’ = σσcc..δδJ/J/ττσσ

** CeCe modèlemodèle représentereprésente lele «« SolideSolide anélastiqueanélastique standardstandard »» (ce(ce modèlemodèle
n'estn'est paspas uneune représentationreprésentation unique)unique)..
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2. Equations différentielles « déformations 2. Equations différentielles « déformations -- contraintes » et contraintes » et 
construction de modèles:construction de modèles:

** OnOn peutpeut s’attendres’attendre àà cece queque touttout modèlemodèle plusplus complexecomplexe queque lele modèlemodèle
actuelactuel àà troistrois paramètresparamètres entraîneentraîne l’introductionl’introduction dede dérivéesdérivées temporellestemporellesactuelactuel àà troistrois paramètresparamètres entraîneentraîne l’introductionl’introduction dede dérivéesdérivées temporellestemporelles
plusplus élevéesélevées dansdans l’équationl’équation différentielledifférentielle dede «« contraintecontrainte--déformationdéformation »»..

** LaLa résolutionrésolution dede l'équationl'équation précédenteprécédente peutpeut donnerdonner lesles différentesdifférentes
fonctionsfonctions dede réponsesréponses ouou lala solutionsolution estest dede lala formeforme::

y + y + ττ.y’ = C .y’ = C ((C:C: constante et constante et y: y: fonction de fonction de εε ou ou σσ))
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2. 1. Fonction de fluage normalisée (modèle 2. 1. Fonction de fluage normalisée (modèle à trois paramètres)à trois paramètres)::

PourPour «« tt >> 00 »» onon àà σσ == σσ00,, σσ’’ == 00,, ε(tε(t == 00)) == JJUU..σσ..

y(t) = J(t) = y(t) = J(t) = εε(t)/(t)/σσ00 = C + A.exp(= C + A.exp(--t/t/ττσσ))

AA:: ConstanteConstante d’intégrationd’intégration ((AA == --δδJ)J)..AA:: ConstanteConstante d’intégrationd’intégration ((AA == --δδJ)J)..
CC:: ValeurValeur finalefinale dede lala complaisancecomplaisance «« JJRR »»
ττσσ:: TempsTemps dede relaxationrelaxation àà contraintecontrainte constanteconstante..
CetteCette solutionsolution correspondcorrespond àà lala formuleformule suivantesuivante::

J(t) = J(t) = εε(t)/(t)/σσ00 = J= JRR –– (J(JRR –– JJUU).).expexp((--t/t/ττσσ) = J) = JUU ++δδJ.[1 J.[1 –– expexp((--t/t/ττσσ)])]

OuOu lala fonctionfonction dede fluagefluage normaliséenormalisée ψψ(t)(t) (chapitre(chapitre I)I) estest::

ψψ(t) = [1 (t) = [1 –– expexp((--t/t/ττσσ)])]
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ψψ(t)(t) [J[J ((ωω) ) –– JJ ]/]/δδJJ

II

2. 1. Fonction de fluage normalisée (modèle 2. 1. Fonction de fluage normalisée (modèle à trois paramètres)à trois paramètres)::

Figure 4. Figure 4. Fonctions de fluage Fonctions de fluage ψψ(t) et de J(t) et de J11((ωω) pour un solide anélastique ) pour un solide anélastique 
standardstandard

ψψ(t)(t) [J[J11((ωω) ) –– JJUU]/]/δδJJ

log(t/log(t/ττσσ) ou log[I/() ou log[I/(ωω..ττσσ)] )] 



Propriétés Propriétés Physique de la matière condensée Physique de la matière condensée 11

II. Modèles Mécaniques et Spectres discretsII. Modèles Mécaniques et Spectres discrets

22.. 22.. FonctionFonction dede contraintecontrainte relaxéerelaxée normaliséenormalisée (modèle(modèle àà troistrois
paramètres)paramètres)::

DeDe lala mêmemême manière,manière, pourpour «« tt >> 00 »» onon àà εε == εε00,, εε’’ == 00,, σσ(t(t == 00)) == MMUU..εε..

y(t) = M(t) = y(t) = M(t) = σσ(t)/(t)/εε00 = C + A.exp(= C + A.exp(--t/t/ττεε))00 εε

M(t) = M(t) = σσ(t)/(t)/εε00 = M= MRR + (M+ (MUU –– MMRR).).expexp((--t/t/ττεε) = M) = MRR + + δδM.[M.[expexp((--t/t/ττσσ)])]

AA:: ConstanteConstante d’intégrationd’intégration ((AA == --δδM)M)..
CC:: ValeurValeur finalefinale dudu modulemodule dede YoungYoung «« MMRR »»
ττεε:: TempsTemps dede relaxationrelaxation àà déformationdéformation constanteconstante

« « ττεε = = ττσσ.(J.(JUU/J/JRR) = ) = ττσσ.(M.(MRR/M/MUU) = ) = ττσσ.(1 + .(1 + ΔΔ) »  ) »  
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22.. 22.. FonctionFonction dede contraintecontrainte relaxéerelaxée normaliséenormalisée (modèle(modèle àà troistrois
paramètres)paramètres)::

** LaLa descriptiondescription dudu comportementcomportement dede relaxationrelaxation desdes contraintescontraintes avecavec lele
modèlemodèle dede lala FigureFigure 33.. n’estn’est paspas aussiaussi directedirecte queque cellecelle dudu comportementcomportement
dede fluage,fluage, carcar ilil n’existen’existe aucunaucun élémentélément identifiéidentifié avecavec lala relaxationrelaxation dududede fluage,fluage, carcar ilil n’existen’existe aucunaucun élémentélément identifiéidentifié avecavec lala relaxationrelaxation dudu
modulemodule.. EnEn conséquence,conséquence, ilil estest intéressantintéressant d’envisagerd’envisager unun autreautre modèlemodèle àà
troistrois paramètresparamètres quiqui convientconvient parfaitementparfaitement àà l’expériencel’expérience dede relaxationrelaxation
dede contraintecontrainte..

** CeCe modèle,modèle, illustréillustré dansdans lala FigureFigure 44.. estest composécomposé d’uned’une unitéunité dede
MaxwellMaxwell (définie(définie commecomme unun ressortressort etet unun dissipateurdissipateur enen série)série) placéeplacée enen
parallèleparallèle avecavec unun ressortressort..
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22.. 22.. FonctionFonction dede contraintecontrainte relaxéerelaxée normaliséenormalisée (modèle(modèle àà troistrois
paramètres)paramètres)::

ηη = = ττ ..δδMM

(a)(a) (c)(c)

Figue 5.Figue 5. Le modèle à trois paramètres contenant une unité Maxwell.Le modèle à trois paramètres contenant une unité Maxwell.

ηη = = ττεε..δδMM

MMRR

δδMM

(b)(b)



Propriétés Propriétés Physique de la matière condensée Physique de la matière condensée 11

II. Modèles Mécaniques et Spectres discretsII. Modèles Mécaniques et Spectres discrets

22.. 22.. FonctionFonction dede contraintecontrainte relaxéerelaxée normaliséenormalisée (modèle(modèle àà troistrois
paramètres)paramètres)::

** Initialement,Initialement, lesles deuxdeux ressortsressorts (a(a etet b)b) sontsont étendus,étendus, lele ressortressort parallèleparallèle
contournecontourne lele recouvrementrecouvrement dudu fluagefluage viavia dissipateurdissipateur (c)(c) dansdans l’unitél’unité dede
MaxwellMaxwell::

σ = Mσ = MUU..εε00 = (M= (MRR + + δδM).M).εε00

** AuAu furfur etet àà mesuremesure queque lele tempstemps passe,passe, lele dissipateurdissipateur (c)(c) relâcherelâche àà zérozéro
lala déformationdéformation exercéeexercée sursur lele ressortressort (b)(b).. LaLa contraintecontrainte estest alorsalors
entièremententièrement supportéesupportée parpar lele ressortressort (a)(a) etet égaleégale àà

« « MMRR..εε00 ».».
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** L’équationL’équation différentielledifférentielle «« contraintecontrainte--déformationdéformation »» dudu modèlemodèle àà troistrois
paramètresparamètres contenantcontenant l’unitél’unité dede MaxwellMaxwell estest dede lala formeforme::

22.. 22.. FonctionFonction dede contraintecontrainte relaxéerelaxée normaliséenormalisée (modèle(modèle àà troistrois
paramètres)paramètres)::

σσ + + ττεε. . σσ’ = M’ = MRR..εε + M+ MUU..ττεε..εε’’

Avec: Avec: σσaa = M= MRR..εεaa, , σσbb = = δδM.M.εεbb, , σσ = = ττεε..δδM.M.εεcc’’

** CetteCette équationéquation estest équivalenteéquivalente àà cellecelle dudu modèlemodèle àà troistrois paramètresparamètres
contenantcontenant l’unitél’unité dede VoigtVoigt--KelvinKelvin::

JJRR..σσ + + ττσσ. J. JUU..σσ’ = ’ = εε + + ττσσ..εε’’
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φφ(t)(t)

II

22.. 22.. FonctionFonction dede contraintecontrainte relaxéerelaxée normaliséenormalisée (modèle(modèle àà troistrois
paramètres)paramètres)::

Figure 6. Figure 6. Fonctions de relaxation de contrainte Fonctions de relaxation de contrainte φφ(t) et de M(t) et de M11((ωω) pour un ) pour un 
solide anélastique standardsolide anélastique standard

φφ(t)(t)

[M[M11((ωω) ) –– MMRR]/]/δδMM

log(t/log(t/ττεε) ou log[I/() ou log[I/(ωω..ττεε)] )] 



Propriétés Propriétés Physique de la matière condensée Physique de la matière condensée 11

II. Modèles Mécaniques et Spectres discretsII. Modèles Mécaniques et Spectres discrets

RésuméRésumé::
** LesLes deuxdeux modèlesmodèles àà troistrois paramètresparamètres donnedonne lala mêmemême équationéquation
différentielledifférentielle «« contraintecontrainte--déformationdéformation »,», doncdonc ilil fautfaut enen conclureconclure queque lesles
deuxdeux modèlesmodèles sontsont équivalentséquivalents.. Ainsi,Ainsi, l’unl’un ouou l’autrel’autre modèlemodèle peutpeut êtreêtre

22.. 22.. FonctionFonction dede contraintecontrainte relaxéerelaxée normaliséenormalisée (modèle(modèle àà troistrois
paramètres)paramètres)::

deuxdeux modèlesmodèles sontsont équivalentséquivalents.. Ainsi,Ainsi, l’unl’un ouou l’autrel’autre modèlemodèle peutpeut êtreêtre
utiliséutilisé pourpour représenterreprésenter lele solidesolide anélastiqueanélastique standardstandard..

** LeLe premierpremier modèle,modèle, contenantcontenant l’unitél’unité dede typetype VoigtVoigt--Kelvin,Kelvin, estest lele plusplus
pratiquepratique pourpour l'analysel'analyse dudu comportementcomportement dede fluagefluage..

** LeLe deuxièmedeuxième modèle,modèle, contenantcontenant l’unitél’unité dede typetype Maxwell,Maxwell, estest lele plusplus
pratiquepratique pourpour l’analysel’analyse dudu comportementcomportement desdes matériauxmatériaux enen matièrematière dede
relaxationrelaxation desdes contraintescontraintes..
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** PourPour obtenirobtenir lesles fonctionsfonctions dede réponseréponse dynamiquedynamique JJ11 etet JJ22 correspondantcorrespondant
àà uneune contraintecontrainte périodiquepériodique donnée,donnée, nousnous substituonssubstituons::

σσ = = σσ00.exp[i(.exp[i(ωωt)]t)]

22.. 33.. PropriétésPropriétés dynamiquesdynamiques dudu solidesolide anélastiqueanélastique standardstandard::

εε = (= (εε1 1 –– iiεε22).).expexp[i([i(ωωt)]t)]

DansDans l’équationl’équation différentielledifférentielle «« contraintecontrainte –– déformationdéformation »»::

JJRR..σσ + + ττσσ. J. JUU..σσ’ = ’ = εε + + ττσσ..εε’’

AvecAvec::
JJ11 = = εε11//σσ0 0 et Jet J22 = = εε22//σσ0 0 (chapitre I)(chapitre I)
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** OnOn obtientobtient cece quiqui suitsuit::

JJRR = J= J11 + ω.+ ω.ττσσ.J.J2 2 et ω.et ω.ττσσJJUU = ω.= ω.ττσσ.J.J11 -- JJ22

** QuandQuand ceuxceux--cici sontsont résolusrésolus pourpour JJ etet JJ lesles résultatsrésultats donnentdonnent::

22.. 33.. PropriétésPropriétés dynamiquesdynamiques dudu solidesolide anélastiqueanélastique standardstandard::

** QuandQuand ceuxceux--cici sontsont résolusrésolus pourpour JJ11 etet JJ22 lesles résultatsrésultats donnentdonnent::
« Des équations appelée souvent Debye »« Des équations appelée souvent Debye »

JJ11((ωω) = J) = JUU + + δδJ/[1 + J/[1 + ωω².².ττσσ²]²]

JJ22((ωω) = ) = δδJ.J.ωω..ττσσ// [1 + [1 + ωω².².ττσσ²]²]

RemarqueRemarque:: équationséquations dede DebyeDebye puisqu'ellespuisqu'elles ontont étéété dérivéesdérivées pourpour lala
premièrepremière foisfois parpar DebyeDebye dansdans lele cascas desdes relaxationsrelaxations diélectriquesdiélectriques..
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22.. 33.. PropriétésPropriétés dynamiquesdynamiques dudu solidesolide anélastiqueanélastique standardstandard::

δδJJJJ11

JJ22

Log(Log(ωω..ττσσ))--22 --11 2211

Figure 7.Figure 7. Comparaison de JComparaison de J11((ωω) et J) et J22(ω) en fonction de log((ω) en fonction de log(ω.τω.τσσ) pour le ) pour le 
solide anélastique standardsolide anélastique standard
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22.. 33.. PropriétésPropriétés dynamiquesdynamiques dudu solidesolide anélastiqueanélastique standardstandard::

** LaLa quantitéquantité JJ11 varievarie dede JJUU pourpour lesles hauteshautes fréquencesfréquences ((ωω..ττσσ >>>> 11)) àà JJRR

pourpour lesles bassesbasses fréquencesfréquences ((ωω..ττσσ <<<< 11))..

** LaLa représentationreprésentation graphiquegraphique dede JJ11((ωω)) estest comparéecomparée àà lala fonctionfonction JJ22((ωω))** LaLa représentationreprésentation graphiquegraphique dede JJ11((ωω)) estest comparéecomparée àà lala fonctionfonction JJ22((ωω))
enen fonctionfonction dede log(log(ωω..ττσσ))..

** LaLa quantitéquantité JJ22 estest représentéereprésentée soussous formeforme d’uned’une fonctionfonction àà sommetsommet pourpour
unun maximummaximum àà ωω..ττσσ == 11 etet desdes petitespetites valeursvaleurs pourpour desdes fréquencesfréquences hauteshautes
etet bassesbasses ((ωω..ττσσ <<<< 11 ouou ωω..ττσσ >>>> 11))

** TouteToute fonctionfonction dede fréquencefréquence quiqui varievarie commecomme ωω..τ/[τ/[11 ++ (ω(ω..ττ)²])²] serasera
appeléappelé picpic dede DebyeDebye
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22.. 33.. PropriétésPropriétés dynamiquesdynamiques dudu solidesolide anélastiqueanélastique standardstandard::

** IlIl estest facilefacile dede montrermontrer queque lorsqu'unelorsqu'une telletelle fonctionfonction estest tracéetracée parpar
rapportrapport àà log(log(ωω..ττ),), lala courbecourbe estest symétriquesymétrique parpar rapportrapport àà log(log(ωω..τ)τ) == 00
(c'est(c'est--àà--dire,dire, ωω..ττ == 11),), etet lala largeurlargeur dudu picpic àà mimi--hauteurhauteur estest donnéedonnée parpar::

ΔΔ log(log(ωω.τ) = 1,144 (pic de Debye).τ) = 1,144 (pic de Debye)

PourPour unun solidesolide anélastiqueanélastique standardstandard onon àà::

tangtangϕϕ = J= J22/J/J11 = = δδJ.J.ωω..ττσσ/[J/[JRR + J+ JUU.(.(ωω.τ)²].τ)²]

|J(|J(ωω)| = [J)| = [J11² + J² + J22²]²]
1/21/2 = [(J= [(JRR²² + J+ JUU².².ωω².².ττσσ²)/²)/ (1 + (1 + ωω².².ττσσ²)]²)]1/21/2
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22.. 33.. PropriétésPropriétés dynamiquesdynamiques dudu solidesolide anélastiqueanélastique standardstandard::

** DeDe lala mêmemême manière,manière, pourpour lesles fonctionsfonctions dede réponseréponse dynamiquedynamique dede typetype
«« MM »,», elleselles peuventpeuvent êtreêtre obtenuesobtenues àà partirpartir dede l'équationl'équation::

σσ + + ττεε. . σσ’ = M’ = MRR..εε + M+ MUU..ττεε..εε’’

EnEn remplaçantremplaçant::

εε = = εε00.exp[i(.exp[i(ωωt)]t)]

σσ = (= (σσ1 1 –– iiσσ22).).expexp[i([i(ωωt)]t)]

AvecAvec::
MM11 = = σσ11//εε0 0 et Met M22 = = σσ22//εε0 0 (chapitre I)(chapitre I)
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22.. 33.. PropriétésPropriétés dynamiquesdynamiques dudu solidesolide anélastiqueanélastique standardstandard::

** LaLa procédureprocédure estest analogueanalogue àà cellecelle utiliséeutilisée cici--dessusdessus pourpour obtenirobtenir «« JJ11 »»
etet «« JJ »»::etet «« JJ22 »»::

MM11((ωω) = M) = MUU -- δδM/[1 + M/[1 + ωω².².ττεε²] = M²] = MRR + (+ (δδM.M.ωω².².ττεε²)/[1 + ²)/[1 + ωω².².ττεε²] ²] 

MM22((ωω) = () = (δδM.M.ωω..ττεε)/)/ [1 + [1 + ωω².².ττεε²]²]
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22.. 33.. PropriétésPropriétés dynamiquesdynamiques dudu solidesolide anélastiqueanélastique standardstandard::

** LaLa quantitéquantité MM11 varievarie dede MMUU pourpour lesles hauteshautes fréquencesfréquences ((ωω..ττσσ >>>> 11)) àà
MMRR pourpour lesles bassesbasses fréquencesfréquences ((ωω..ττσσ <<<< 11))..

** LaLa représentationreprésentation graphiquegraphique dede MM11((ωω)) enen fonctionfonction dede log(log(ωω..ττεε)) estest
antisymétriqueantisymétrique parpar rapportrapport àà MM11 == (M(MUU ++ MMRR)/)/22 ouou log(log(ωω..ττεε)) == 00..

** LaLa quantitéquantité MM22((ωω)) estest représentéereprésentée soussous formeforme d’uned’une fonctionfonction àà sommetsommet
pourpour unun maximummaximum àà ωω..ττεε == 11 etet desdes petitespetites valeursvaleurs pourpour desdes fréquencesfréquences
hauteshautes etet bassesbasses ((ωω..ττεε <<<< 11 ouou ωω..ττεε >>>> 11))..
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22.. 33.. PropriétésPropriétés dynamiquesdynamiques dudu solidesolide anélastiqueanélastique standardstandard::

** ZenerZener aa montrémontré queque ϕϕ((ωω)) pourpour lele solidesolide anélastiqueanélastique standardstandard peutpeut êtreêtre
représentéreprésenté soussous lala formeforme d'und'un picpic dede DebyeDebye sanssans approximationapproximation
concernantconcernant lala forceforce dede relaxationrelaxation::

tangtangϕϕ = = δδJ.J.ωω..ττ*/(1 + */(1 + ωω².².ττ*²).(J*²).(J .J.J ))1/21/2 = = ΔΔ..ωω..ττ*/(1 + */(1 + ωω².².ττ*²).(1 + *²).(1 + ΔΔ))1/21/2tangtangϕϕ = = δδJ.J.ωω..ττ*/(1 + */(1 + ωω².².ττ*²).(J*²).(JUU.J.JRR))1/21/2 = = ΔΔ..ωω..ττ*/(1 + */(1 + ωω².².ττ*²).(1 + *²).(1 + ΔΔ))1/21/2

ττ*= (*= (ττσσ..ττεε))
1/21/2 = = ττσσ.(J.(JUU/J/JRR))1/21/2 =  /=  / (1 + (1 + ωω².².ττσσ²)]²)]1/21/2

** LeLe picpic dede DebyeDebye sese situesitue àà::

ωω..ττ*=1*=1

tangtangϕϕmaxmax = = ΔΔ/2(1 + /2(1 + ΔΔ))1/21/2
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22.. 44.. PropriétésPropriétés dynamiquesdynamiques dudu solidesolide standardstandard anélastiqueanélastique enen
fonctionfonction dede lala températuretempérature ::

** LaLa partiepartie précédenteprécédente montremontre que,que, pourpour lele solidesolide anélastiqueanélastique standard,standard,
desdes propriétéspropriétés dynamiquesdynamiques tellestelles que,que, JJ11,, JJ22,, MM11,, MM22 ouou tangtangϕϕ,, prennentprennent
desdes formesformes particulièrementparticulièrement simplessimples lorsqu'elleslorsqu'elles sontsont tracéestracées enen fonctionfonctiondesdes formesformes particulièrementparticulièrement simplessimples lorsqu'elleslorsqu'elles sontsont tracéestracées enen fonctionfonction
dede log(log(ωωτ),τ), oùoù ττ estest l’unl’un desdes tempstemps dede relaxationrelaxation appropriésappropriés ττσσ,, ττεε,, ττ**
(variation(variation dede fréquencefréquence ωω avecavec ττ constant)constant)..

** BienBien queque lala variationvariation continuecontinue dede lala fréquencefréquence dede vibrationvibration d'und'un
systèmesystème soitsoit possiblepossible avecavec uneune méthodeméthode dede soussous--résonance,résonance, celacela n'estn'est paspas
possiblepossible lorsquelorsque lesles méthodesméthodes dede résonancerésonance lesles plusplus courantescourantes (décrites(décrites
précédemment)précédemment) sontsont utiliséesutilisées..
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22.. 44.. PropriétésPropriétés dynamiquesdynamiques dudu solidesolide standardstandard anélastiqueanélastique enen
fonctionfonction dede lala températuretempérature ::

** PourPour tracertracer lele picpic dede «« DebyeDebye »» d’uned’une façonfaçon complète,complète, lala variationvariation dede
ωω sursur deuxdeux tempstemps estest nécessairenécessaire dansdans lala méthodeméthode dede lala résonancerésonance.. CelaCela
veutveut diredire queque plusieursplusieurs spécimens,spécimens, pouvantpouvant vibrervibrer dansdans desdes modesmodesveutveut diredire queque plusieursplusieurs spécimens,spécimens, pouvantpouvant vibrervibrer dansdans desdes modesmodes
différents,différents, doiventdoivent êtreêtre utilisésutilisés pourpour couvrircouvrir lala plageplage dede fréquencefréquence parpar unun
changementchangement desdes membresmembres d'inertied'inertie (généralement(généralement insuffisantinsuffisant pourpour passerpasser
unun échantillonéchantillon dansdans unun picpic dede DebyeDebye..))

** IlIl existeexiste toutefoistoutefois unun autreautre moyenmoyen dede déterminerdéterminer lele pic,pic, àà savoir,savoir, fairefaire
variervarier ττ touttout enen maintenantmaintenant ωω constanteconstante.. CetteCette méthodeméthode estest tellementtellement
importanteimportante dansdans lala pratiquepratique queque nousnous nousnous éloigneronséloignerons dudu développementdéveloppement
théoriquethéorique principalprincipal pourpour aborderaborder cece sujetsujet dansdans lala présenteprésente partiepartie..
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22.. 44.. PropriétésPropriétés dynamiquesdynamiques dudu solidesolide standardstandard anélastiqueanélastique enen
fonctionfonction dede lala températuretempérature ::

** CetteCette méthodeméthode reposerepose sursur lele faitfait que,que, dansdans dede nombreuxnombreux cas,cas, lele tauxtaux dede
relaxationrelaxation ττ--11 estest exprimableexprimable parpar uneune «« EquationEquation d'Arrheniusd'Arrhenius »»::

ττ--11 = = υυ00.exp(.exp(--Q/kT)Q/kT)

ττ = = ττ00.exp(Q/kT) avec .exp(Q/kT) avec ττ00 = = υυ00
--11

TT:: TempératureTempérature absolueabsolue
υυ00:: FacteurFacteur dede fréquencefréquence (constant)(constant)..
QQ:: EnergieEnergie d’activationd’activation (Constante)(Constante)..
kk:: ConstanteConstante dede BoltzmannBoltzmann..
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22.. 44.. PropriétésPropriétés dynamiquesdynamiques dudu solidesolide standardstandard anélastiqueanélastique enen
fonctionfonction dede lala températuretempérature ::

** L’importanceL’importance dede lala relationrelation d’Arrheniusd’Arrhenius estest que,que, dansdans lesles cascas oùoù elleelle
s’applique,s’applique, lala valeurvaleur dede «« ττ »» peutpeut êtreêtre modifiéemodifiée sursur uneune largelarge plageplage enens’applique,s’applique, lala valeurvaleur dede «« ττ »» peutpeut êtreêtre modifiéemodifiée sursur uneune largelarge plageplage enen
modifiantmodifiant lala températuretempérature..

** ParPar conséquent,conséquent, ilil devientdevient possiblepossible dede traitertraiter lesles fonctionsfonctions dede réponseréponse
dynamiquedynamique commecomme sisi elleselles étaientétaient desdes fonctionsfonctions dede températuretempérature
simplementsimplement enen substituantsubstituant l’équationl’équation d’Arrheniusd’Arrhenius dansdans lesles expressionsexpressions dede
JJ11 etet JJ22,, touttout enen considérantconsidérant ωω commecomme uneune constanteconstante..
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II. Modèles Mécaniques et Spectres discretsII. Modèles Mécaniques et Spectres discrets

22.. 44.. PropriétésPropriétés dynamiquesdynamiques dudu solidesolide standardstandard anélastiqueanélastique enen
fonctionfonction dede lala températuretempérature ::

** L’équationL’équation d’Arrheniusd’Arrhenius peutpeut êtreêtre écriteécrite linéairementlinéairement::

ln(ln(ωω..ττ) = ln() = ln(ωω..ττ ) + (Q/k).(1/T)) + (Q/k).(1/T)ln(ln(ωω..ττ) = ln() = ln(ωω..ττ00) + (Q/k).(1/T)) + (Q/k).(1/T)

** DansDans lele cascas dudu picpic dede DebyDeby «« ln(ln(ωω..ττ)) == 00 »» L’équationL’équation d’Arrheniusd’Arrhenius
deviendradeviendra::

ln(ln(ωω..ττ00) + (Q/k).(1/T) + (Q/k).(1/TPP) = 0) = 0

TTPP:: TempératureTempérature quiqui correspondcorrespond avecavec lele picpic dede DebyeDebye..
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22.. 44.. PropriétésPropriétés dynamiquesdynamiques dudu solidesolide standardstandard anélastiqueanélastique enen
fonctionfonction dede lala températuretempérature ::

** SiSi uneune sériesérie dede picspics estest obtenueobtenue àà unun certaincertain nombrenombre dede fréquencesfréquences
différentes,différentes, unun tracétracé enen ligneligne droitedroite peutpeut êtreêtre faitfait dede «« In(In(ωω)) »» vsvs «« 11/T/TPP »,»,
dontdont lala pentepente estest alorsalors «« Q/kQ/k »».. CetteCette méthodeméthode estest l’unel’une desdes moyensmoyensdontdont lala pentepente estest alorsalors «« Q/kQ/k »».. CetteCette méthodeméthode estest l’unel’une desdes moyensmoyens
courammentcouramment utiliséutilisé pourpour obtenirobtenir l’énergiel’énergie d’activationd’activation QQ..

** AA partirpartir dudu typetype dede phénomène,phénomène, onon peutpeut souventsouvent estimerestimer «« ττ00 »» àà unun
ordreordre dede grandeurgrandeur près,près, puispuis estimerestimer «« QQ »» àà partirpartir dede TTpp ouou inversement,inversement,
enen utilisantutilisant l’équationl’équation::

ln(ln(ωω..ττ00) + (Q/k).(1/T) + (Q/k).(1/TPP) = 0) = 0
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II. Modèles Mécaniques et Spectres discretsII. Modèles Mécaniques et Spectres discrets

22.. 44.. PropriétésPropriétés dynamiquesdynamiques dudu solidesolide standardstandard anélastiqueanélastique enen
fonctionfonction dede lala températuretempérature ::

Figure 8.Figure 8. Une série de pics de frottement internes dus à la relaxation de Une série de pics de frottement internes dus à la relaxation de 
« « SnoekSnoek » dans un alliage Fe» dans un alliage Fe--C, tracés en fonction de 1/T pour cinq C, tracés en fonction de 1/T pour cinq 

fréquences différentes. (fréquences différentes. (WertWert et et ZenerZener, 1949.), 1949.)
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22.. 44.. PropriétésPropriétés dynamiquesdynamiques dudu solidesolide standardstandard anélastiqueanélastique enen
fonctionfonction dede lala températuretempérature ::

FigureFigure 99.. CourbeCourbe semisemi--logarithmiquelogarithmique dede ωω enen fonctionfonction dede 11/T/TPP àà partirpartir
desdes donnéesdonnées dede lala figurefigure 88.. UneUne énergieénergie d'activationd'activation QQ == 00,,8181 eVeV estest
obtenueobtenue àà partirpartir dede lala pentepente dede cece graphiquegraphique
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22.. 55.. PlusieursPlusieurs relaxationsrelaxations (spectres(spectres discrets)discrets)::

** Précédemment,Précédemment, onon aa vuvu queque lesles modèlesmodèles mécaniquesmécaniques lesles plusplus simplessimples
d'und'un solidesolide anélastiqueanélastique sontsont desdes modèlesmodèles àà troistrois paramètres,paramètres,
correspondantcorrespondant àà uneune équationéquation différentielledifférentielle «« contraintecontrainte--déformationdéformation »»correspondantcorrespondant àà uneune équationéquation différentielledifférentielle «« contraintecontrainte--déformationdéformation »»
impliquantimpliquant uniquementuniquement leursleurs dérivéesdérivées..

** PourPour unun teltel solide,solide, ilil aa étéété montrémontré queque lesles fonctionsfonctions dede fluagefluage etet dede
relaxationrelaxation desdes contraintescontraintes sontsont toutestoutes lesles deuxdeux exponentielles,exponentielles, chacunechacune
impliquantimpliquant unun seulseul tempstemps dede relaxationrelaxation..
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22.. 55.. PlusieursPlusieurs relaxationsrelaxations (spectres(spectres discrets)discrets)::

** ExaminonsExaminons maintenantmaintenant lele prochainprochain ordreordre dede complexitécomplexité dansdans unun modèlemodèle
décrivantdécrivant unun solidesolide anélastiqueanélastique.. EnEn partantpartant dudu modèlemodèle àà troistrois paramètresparamètres
dede typetype VoigtVoigt--Kelvin,Kelvin, onon peutpeut clairementclairement répondrerépondre auxaux exigencesexigences enendede typetype VoigtVoigt--Kelvin,Kelvin, onon peutpeut clairementclairement répondrerépondre auxaux exigencesexigences enen
matièrematière dede comportementcomportement anélastiqueanélastique enen fixantfixant uneune deuxièmedeuxième unitéunité
VoigtVoigt--KelvinKelvin enen sériesérie avecavec lala premièrepremière..

** UnUn ressortressort isoléisolé ouou unun dissipateurdissipateur isoléisolé nene suffirasuffira paspas pourpour desdes raisonsraisons
quiqui ontont étéété discutéesdiscutées lorslors dede l'élaborationl'élaboration desdes modèlesmodèles précédentsprécédents..
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22.. 55.. PlusieursPlusieurs relaxationsrelaxations (spectres(spectres discrets)discrets)::

ηη(1)(1) = = ττσσ
(1)(1)//δδJJ(1)(1)

δδJJ(1)(1)

Figure 10. Figure 10. Modèle à cinq paramètres contenant deux unité de VoigtModèle à cinq paramètres contenant deux unité de Voigt--
Kelvin. Kelvin. 

JJUU

δδJJ(2)(2) ηη(2)(2) = = ττσσ
(2)(2)//δδJJ(2)(2)
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22.. 55.. PlusieursPlusieurs relaxationsrelaxations (spectres(spectres discrets)discrets)::

** L'écritureL'écriture dede l’équationl’équation différentielledifférentielle «« contraintecontrainte--déformationdéformation »»
appropriéeappropriée pourpour chaquechaque élémentélément etet l’éliminationl’élimination dede toutestoutes lesles variablesvariables àà
l'exceptionl'exception dede lala contraintecontrainte totaletotale «« σσ »» etet dede lala déformationdéformation totaletotale «« εε »,»,
onon obtientobtient::onon obtientobtient::

εε’’ + (1/’’ + (1/ττσσ
(1)(1) + 1/+ 1/ττσσ

(2)(2)).).εε’ + ’ + εε/(/(ττσσ
(1)(1). . ττσσ

(2)(2)) ) 
= J= JUU..σσ’’ + [’’ + [δδJJ(1)(1)//ττσσ

(1)(1) + + δδJJ(2)(2)//ττσσ
(2)(2) + (1/+ (1/ττσσ

(1)(1) + 1/+ 1/ττσσ
(2)(2)).J).JUU].].σσ’ ’ 

+ [((+ [((δδJJ(1) (1) + + δδJJ(2)(2) + J+ JUU)/()/(ττσσ
(1)(1). . ττσσ

(2)(2))].)].σσ

** L’ajoutL’ajout d’uned’une deuxièmedeuxième unitéunité dede VoigtVoigt--KelvinKelvin aa doncdonc modifiémodifié
l’équationl’équation différentielledifférentielle «« contraintecontrainte--déformationdéformation »» d’uned’une équationéquation dudu
premierpremier ordreordre àà uneune équationéquation dudu secondsecond ordreordre dansdans lesles deuxdeux senssens εε etet σσ..
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22.. 55.. PlusieursPlusieurs relaxationsrelaxations (spectres(spectres discrets)discrets)::

** IlIl fautfaut noternoter queque cece résultatrésultat estest équivalentéquivalent àà l'équationl'équation::

aa00σσ + a+ a11σσ’ + a’ + a22σσ’’ + a’’ + a33σσ’’’ + … = b’’’ + … = b00εε + b+ b11 εε’ + b’ + b22 εε’’ + b’’ + b33 εε’’’ + …’’’ + …

AvecAvec lesles coefficientscoefficients saufsauf aa11,, aa22,, aa33,, bb11,, bb22,, bb33 différentsdifférents dede zérozéro

** IlIl yy aa doncdonc cinqcinq paramètresparamètres indépendantsindépendants dansdans l'équationl'équation différentielledifférentielle
dede «« contraintecontrainte –– déformationdéformation »»..

** LaLa déformationdéformation totaletotale représentereprésente lala sommesomme desdes déformationsdéformations dudu ressortressort
avecavec lesles deuxdeux unitéunité dede VoigtVoigt--KelvinKelvin..
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22.. 55.. PlusieursPlusieurs relaxationsrelaxations (spectres(spectres discrets)discrets)::

** LaLa fonctionfonction dede fluagefluage peutpeut êtreêtre immédiatementimmédiatement obtenueobtenue àà partirpartir dudu
modèle,modèle, sanssans qu'ilqu'il soitsoit nécessairenécessaire dede résoudrerésoudre l'équationl'équation différentielledifférentielle::

J(t) = JJ(t) = JUU + + δδJJ(1)(1).[1 .[1 –– expexp((--t/t/ττσσ
(1)(1))] + )] + δδJJ(2)(2).[1 .[1 –– expexp((--t/t/ττσσ

(2)(2))])]

** CetteCette solutionsolution peutpeut êtreêtre vérifiéevérifiée enen lala substituantsubstituant dansdans l’équationl’équation
différentielledifférentielle «« contraintecontrainte –– déformationdéformation »».. CelaCela montremontre queque lala fonctionfonction
dede fluagefluage estest composéecomposée dede lala sommesomme dede deuxdeux expressionsexpressions exponentielleexponentielle
avecavec::

JJRR = = JJUU + + δδJJ(1)(1) + + δδJJ(2)(2)

Avec Avec ττσσ
(1 )(1 ) et et ττσσ

(1 )(1 ): : Les temps de relaxation à contrainte constanteLes temps de relaxation à contrainte constante
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22.. 55.. PlusieursPlusieurs relaxationsrelaxations (spectres(spectres discrets)discrets)::

** DeDe lala mêmemême manière,manière, pourpour::

σσ = = σσ00.exp[i(.exp[i(ωωt)] et t)] et εε = (= (εε1 1 –– iiεε22).).expexp[i([i(ωωt)]t)]

** EtEt parpar analogieanalogie parpar rapportrapport auxaux formulesformules::** EtEt parpar analogieanalogie parpar rapportrapport auxaux formulesformules::

JJ11((ωω) = J) = JUU + + δδJ/[1 + (J/[1 + (ωω..ττσσ)²] et J)²] et J22((ωω) = ) = δδJ.J.ωω..ττσσ// [1 + ([1 + (ωω..ττσσ)²])²]

OnOn obtientobtient cece quiqui suitsuit::

JJ11((ωω) = J) = JUU + + δδJJ(1)(1)/[1 + (/[1 + (ωω..ττσσ
(1)(1))²] + )²] + δδJJ(2)(2)/[1 + (/[1 + (ωω..ττσσ

(2)(2))²] )²] 

JJ22((ωω) = ) = δδJJ(1)(1).. ωω..ττσσ
(1)(1)/[1 + (/[1 + (ωω..ττσσ

(1)(1))²] + )²] + δδJJ(2)(2).. ωω..ττσσ
(2)(2)/[1 + (/[1 + (ωω..ττσσ

(2)(2))²])²]
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22.. 55.. PlusieursPlusieurs relaxationsrelaxations (spectres(spectres discrets)discrets)::

** L'obtentionL'obtention desdes fonctionsfonctions dede réponseréponse dede typetype MM àà partirpartir dudu modèlemodèle àà
deuxdeux unitésunités dede VoigtVoigt--KelvinKelvin n'estn'est paspas évident,évident, doncdonc ilil estest plusplus adaptéadapté dede
sese tournertourner versvers lele modèlemodèle àà deuxdeux unitésunités dede MaxwellMaxwell::

ττεε..δδMM(1)(1)

MMRR

δδMM(1)(1)

ττεε..δδMM(2)(2)

δδMM(2)(2)

Figure 11. Figure 11. Modèle à cinq paramètres contenant deux unités MaxwellModèle à cinq paramètres contenant deux unités Maxwell
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22.. 55.. PlusieursPlusieurs relaxationsrelaxations (spectres(spectres discrets)discrets)::

** LaLa contraintecontrainte totaletotale représentereprésente lala sommesomme desdes contraintescontraintes dudu ressortressort
avecavec lesles deuxdeux unitéunité dede MaxwellMaxwell..

** DeDe mêmemême manière,manière, l’équationl’équation différentielledifférentielle «« contraintecontrainte--déformationdéformation »»** DeDe mêmemême manière,manière, l’équationl’équation différentielledifférentielle «« contraintecontrainte--déformationdéformation »»
appropriéeappropriée pourpour chaquechaque élémentélément etet l’éliminationl’élimination dede toutestoutes lesles variablesvariables àà
l'exceptionl'exception dede lala contraintecontrainte totaletotale «« σσ »» etet dede lala déformationdéformation totaletotale «« εε »,»,
onon obtientobtient:: ::

σσ’’ + (1/’’ + (1/ττεε
(1)(1) + 1/+ 1/ττεε

(2)(2)).).σσ’ + ’ + σσ/(/(ττεε
(1)(1). . ττεε

(2)(2)) ) 
= = 

MMUU..εε’’ + [’’ + [δδMM(1)(1)//ττεε
(1)(1) + + δδMM(2)(2)//ττεε

(2)(2) + (1/+ (1/ττεε
(1)(1) + 1/+ 1/ττεε

(2)(2)).M).MRR].].εε’ ’ 
+ M+ MRR/(/(ττεε

(1)(1). . ττεε
(2)(2))].)].εε
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22.. 55.. PlusieursPlusieurs relaxationsrelaxations (spectres(spectres discrets)discrets)::

** LaLa fonctionfonction dede lala contraintecontrainte relaxéerelaxée peutpeut êtreêtre obtenueobtenue àà partirpartir dudu
modèle,modèle, sanssans qu'ilqu'il soitsoit nécessairenécessaire dede résoudrerésoudre l'équationl'équation différentielledifférentielle::

M(t) = MM(t) = MRR + + δδMM(1)(1).[1 .[1 –– expexp((--t/t/ττεε
(1)(1))] + )] + δδMM(2)(2).[1 .[1 –– expexp((--t/t/ττεε

(2)(2))])]

** CetteCette solutionsolution peutpeut êtreêtre vérifiéevérifiée enen lala substituantsubstituant dansdans l’équationl’équation
différentielledifférentielle «« contraintecontrainte –– déformationdéformation »».. CelaCela montremontre queque lala fonctionfonction
dede lala contraintecontrainte relaxéerelaxée estest composéecomposée dede lala sommesomme dede deuxdeux expressionsexpressions
exponentielleexponentielle avecavec::

MMUU = = MMRR + + δδMM(1)(1) + + δδMM(2)(2)

Avec Avec ττεε
(1 )(1 ) et et ττεε

(1 )(1 ): : Les temps de relaxation à déformation constanteLes temps de relaxation à déformation constante
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22.. 55.. PlusieursPlusieurs relaxationsrelaxations (spectres(spectres discrets)discrets)::

** DeDe lala mêmemême manière,manière, pourpour::

εε = = εε00.exp[i(.exp[i(ωωt)] et t)] et σσ = (= (σσ1 1 –– iiσσ22).).expexp[i([i(ωωt)]t)]εε = = εε00.exp[i(.exp[i(ωωt)] et t)] et σσ = (= (σσ1 1 –– iiσσ22).).expexp[i([i(ωωt)]t)]

OnOn obtientobtient cece quiqui suitsuit::

MM11((ωω) = M) = MRR + + δδMM(1)(1).[.[ωτωτεε
(1)(1)]²]² /[1 + (/[1 + (ωτωτεε

(1)(1))²] )²] 
+ + δδMM(2)(2).[.[ωτωτεε

(2)(2)]²]² /[1 + (/[1 + (ωτωτεε
(2)(2))²] )²] 

MM22((ωω) = ) = δδMM(1)(1).. ωτωτεε
(1)(1)/[1 + (/[1 + (ωτωτεε

(1)(1))²] + )²] + δδMM(2)(2).. ωτωτεε
(2)(2)/[1 + (/[1 + (ωτωτεε

(2)(2))²])²]
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22.. 55.. PlusieursPlusieurs relaxationsrelaxations (spectres(spectres discrets)discrets)::

** OnOn enen conclutconclut queque pourpour lele solidesolide àà cinqcinq paramètres,paramètres, lesles fonctionsfonctions dede
réponseréponse J(t),J(t), M(t),M(t), JJ11(ω),(ω), JJ22(ω),(ω), MM11(ω)(ω) etet MM22(ω)(ω) sontsont toustous représentésreprésentés
soussous formeforme dede sommessommes contenantcontenant deuxdeux termes,termes, impliquantimpliquant chacunchacun unun seulseulsoussous formeforme dede sommessommes contenantcontenant deuxdeux termes,termes, impliquantimpliquant chacunchacun unun seulseul
tempstemps dede relaxation,relaxation, àà lala placeplace dudu termeterme uniqueunique dudu solidesolide anélastiqueanélastique
standardstandard..

** EnEn particulier,particulier, JJ22 etet MM22 sontsont maintenantmaintenant lala sommesomme dede deuxdeux picspics dede
DebyeDebye.. ParPar contre,contre, lele frottementfrottement interne,interne, quiqui étaitétait représentéreprésenté parpar unun seulseul
picpic dede DebyeDebye dansdans lele cascas dudu solidesolide anélastiqueanélastique standard,standard, n’estn’est enen généralgénéral
paspas exprimableexprimable parpar lala sommesomme dede deuxdeux picspics dede DebyeDebye..
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22.. 55.. PlusieursPlusieurs relaxationsrelaxations (spectres(spectres discrets)discrets)::

** LeLe traitementtraitement dudu solidesolide àà cinqcinq paramètresparamètres estest facilementfacilement généraliségénéralisé àà
desdes modèlesmodèles plusplus complexescomplexes::

** ParPar inductioninduction mathématique,mathématique, lele modèlemodèle dede typetype--JJ contenantcontenant «« nn »» unitésunités** ParPar inductioninduction mathématique,mathématique, lele modèlemodèle dede typetype--JJ contenantcontenant «« nn »» unitésunités
dede VoigtVoigt--KelvinKelvin enen série,série, lesles unesunes avecavec lesles autres,autres, etet avecavec unun ressortressort
correspondcorrespond àà uneune équationéquation différentielledifférentielle «« contraintecontrainte--déformationdéformation »» quiqui
contientcontient toustous lesles termestermes jusqu’àjusqu’à l’ordrel’ordre «« nn »» dansdans lesles deuxdeux senssens εε etet σσ..

** EgalementEgalement pourpour lele modèlemodèle dede typetype--MM contenantcontenant «« nn »» unitésunités MaxwellMaxwell
toutestoutes enen parallèle,parallèle, lesles unesunes avecavec lesles autres,autres, etet avecavec unun ressortressort équivautéquivaut àà
uneune équationéquation «« contraintecontrainte--déformationdéformation »» différentielledifférentielle dede formeforme
identiqueidentique..
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22.. 55.. PlusieursPlusieurs relaxationsrelaxations (spectres(spectres discrets)discrets)::

** OnOn peutpeut doncdonc enen conclureconclure queque lesles deuxdeux modèlesmodèles différentsdifférents sontsont
mécaniquementmécaniquement équivalentséquivalents etet queque leursleurs paramètresparamètres peuventpeuvent enen principeprincipe
êtreêtre interinter--reliésreliés enen assimilantassimilant desdes coefficientscoefficients identiquesidentiques dansdans l’équationl’équation
différentielledifférentielle «« contraintecontrainte--déformationdéformation »»..

Théorème:Théorème:

Pour une équation différentielle de l'ordre « n » de « contraintePour une équation différentielle de l'ordre « n » de « contrainte--
déformation » de la forme on à:déformation » de la forme on à:

aa00σσ + a+ a11σσ’ + a’ + a22σσ’’ + a’’ + a33σσ’’’ + … = b’’’ + … = b00εε + b+ b11 εε’ + b’ + b2 2 εε’’ + b’’ + b33 εε’’’ + …’’’ + …

On à : « aOn à : « a00/b/b00 = J= JRR et aet ann//bbnn= J= JUU » » 
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22.. 55.. PlusieursPlusieurs relaxationsrelaxations (spectres(spectres discrets)discrets)::

** L'avantageL'avantage réelréel dede l'utilisationl'utilisation desdes modèlesmodèles devientdevient particulièrementparticulièrement
évidentévident pourpour lesles cascas lesles plusplus complexescomplexes (n(n >> 22)).. Ainsi,Ainsi, lala fonctionfonction dede
fluagefluage pourpour lele modèlemodèle àà cinqcinq paramètresparamètres (n(n == 22)) estest facilementfacilement généraliségénéralisé
pourpour unun modèlemodèle contenantcontenant «« nn »» unitésunités dede VoigtVoigt--KelvinKelvin::pourpour unun modèlemodèle contenantcontenant «« nn »» unitésunités dede VoigtVoigt--KelvinKelvin::

J(t) = JJ(t) = JUU + ∑+ ∑(i = 1 → n)(i = 1 → n)((δδJJ(i)(i).[1 .[1 –– expexp((--t/t/ττσσ
(i)(i))]))])

AvecAvec lesles fonctionsfonctions dynamiquesdynamiques suivantessuivantes::

JJ11((ωω) = J) = JUU + ∑+ ∑(i = 1 → n)(i = 1 → n)((δδJJ(i)(i)/[1 + (/[1 + (ωω..ττσσ
(i)(i))²]))²])

JJ22((ωω) = ∑) = ∑(i = 1 → n)(i = 1 → n)((δδJJ(i)(i).. ωω..ττσσ
(i)(i)/[1 + (/[1 + (ωω..ττσσ

(i)(i))²]))²])
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II. Modèles Mécaniques et Spectres discretsII. Modèles Mécaniques et Spectres discrets

22.. 55.. PlusieursPlusieurs relaxationsrelaxations (spectres(spectres discrets)discrets)::

** DeDe mêmemême pourpour unun modèlemodèle contenantcontenant «« nn »» unitésunités dede MaxwellMaxwell::

M(t) = MM(t) = MRR + ∑+ ∑(j = 1 → n)(j = 1 → n)((δδMM(i)(i).[.[expexp((--t/t/ττεε
(j)(j))]))])M(t) = MM(t) = MRR + ∑+ ∑(j = 1 → n)(j = 1 → n)((δδMM(i)(i).[.[expexp((--t/t/ττεε
(j)(j))]))])

AvecAvec lesles fonctionsfonctions dynamiquesdynamiques suivantessuivantes::

MM11((ωω) = M) = MRR + ∑+ ∑(j = 1 → n)(j = 1 → n)((δδMM(j)(j).(.(ωτωτεε
(j)(j))²/[1 + ()²/[1 + (ωτωτεε

(j)(j))²]))²])

MM22((ωω) = ∑) = ∑(j = 1 → n)(j = 1 → n)((δδMM(j)(j).. ωτωτεε
(j)(j)/[1 + (/[1 + (ωτωτεε

(j)(j))²]))²])
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II. Modèles Mécaniques et Spectres discretsII. Modèles Mécaniques et Spectres discrets

22.. 55.. PlusieursPlusieurs relaxationsrelaxations (spectres(spectres discrets)discrets)::

** UnUn teltel solidesolide peutpeut êtreêtre décritdécrit commecomme unun «« spectrespectre discretdiscret »» dede processusprocessus
dede relaxation,relaxation, ouou simplementsimplement unun «« spectrespectre discretdiscret dede relaxationrelaxation »»..

** ChacuneChacune desdes «« nn ligneslignes »» dudu spectrespectre estest caractériséecaractérisée parpar unun tempstemps dede
relaxationrelaxation «« ττσσ

(i)(i) ouou ττεε
(j)(j) »» etet uneune magnitudemagnitude «« δδJJ(i)(i) ouou δδMM(j)(j) »»..

** EnEn cece sens,sens, lele solidesolide anélastiqueanélastique standardstandard estest unun spectrespectre àà uneune ligne,ligne,
autrementautrement ditdit:: «« TempsTemps dede relaxationrelaxation uniqueunique »»..
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II. Modèles Mécaniques et Spectres discretsII. Modèles Mécaniques et Spectres discrets

22.. 55.. PlusieursPlusieurs relaxationsrelaxations (spectres(spectres discrets)discrets)::

δδJJ((11))

δδJJ((22))
δδJJ((33))

δδJJ((44))

δδMM((33))

ττσσ
(1)(1) ττσσ

(2)(2) ττσσ
(3)(3) ττσσ

(4)(4)

LnLn ((ττ))

δδMM((11))

δδMM((22))

δδMM((33))

δδMM((44))

LnLn ((ττ))
ττεε

(1)(1) ττεε
(2)(2) ττεε

(3)(3) ττεε
(4)(4)

Figure 12. Figure 12. Illustration schématique de manière utile du spectre de temps Illustration schématique de manière utile du spectre de temps 
de relaxation:de relaxation:

(a)(a) Contrainte constante « Contrainte constante « ττσσ » » 
(b)(b) Déformation constante « Déformation constante « ττεε ».».
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II. Modèles Mécaniques et Spectres discretsII. Modèles Mécaniques et Spectres discrets

22.. 55.. PlusieursPlusieurs relaxationsrelaxations (spectres(spectres discrets)discrets)::

δδJJ((11)) δδJJ((22))

LogLog ((ττ))

J(t)J(t) -- JJUU

Figure 13. Figure 13. La fonction de réponse J(t) et JLa fonction de réponse J(t) et J22((ωω) pour un spectre à deux ) pour un spectre à deux 
lignes (lignes (ττ11// ττ22 = 1/10 et = 1/10 et δδJJ11// δδJJ22 = 9/11. Les courbes en pointillés montrent = 9/11. Les courbes en pointillés montrent 

la réponse associée à chaque ligne séparément.la réponse associée à chaque ligne séparément.

JJ((11))(t)(t) JJ((22))(t)(t)

LogLog (t)(t)

LogLog ((ωω--11))

JJ22
((11))((ωω))

JJ22
((22))((ωω))

JJ22((ωω))
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II. Modèles Mécaniques et Spectres discretsII. Modèles Mécaniques et Spectres discrets

22.. 55.. PlusieursPlusieurs relaxationsrelaxations (spectres(spectres discrets)discrets)::

** OnOn peutpeut doncdonc enen déduiredéduire queque dansdans lele cascas d'und'un spectrespectre àà deuxdeux ligneslignes
(modèle(modèle àà cinqcinq paramètres),paramètres), lala fonctionfonction dede réponseréponse nene serasera bienbien résoluerésolue
queque commecomme deuxdeux fonctionsfonctions dede relaxationrelaxation simplessimples sisi lala pairepaire dede valeursvaleurs dedequeque commecomme deuxdeux fonctionsfonctions dede relaxationrelaxation simplessimples sisi lala pairepaire dede valeursvaleurs dede
«« ττ »» diffèrediffère l'unel'une dede l'autrel'autre..

** DansDans cece cas,cas, lesles fonctionsfonctions «« JJ22 etet MM22 »» présententprésentent unun doubledouble pic,pic, tandistandis
queque lesles fonctionsfonctions «« J(t)J(t) etet M(t)M(t) »» présententprésentent uneune doubledouble inflexioninflexion
lorsqu'elleslorsqu'elles sontsont tracéestracées enen fonctionfonction dede log(t)log(t) [ou[ou «« JJ11(t)(t) etet MM11(t)(t) »» parpar
rapportrapport àà log(ω)]log(ω)]..
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II. Modèles Mécaniques et Spectres discretsII. Modèles Mécaniques et Spectres discrets

22.. 55.. PlusieursPlusieurs relaxationsrelaxations (spectres(spectres discrets)discrets)::

** IlIl estest utileutile dede noternoter queque lala relaxationrelaxation totaltotal dede lala complaisancecomplaisance δδJJ estest lala
sommesomme desdes relaxationsrelaxations individuelsindividuels δδJJ(i)(i) (même(même chosechose pourpour lala relaxationrelaxationsommesomme desdes relaxationsrelaxations individuelsindividuels δδJJ (même(même chosechose pourpour lala relaxationrelaxation
totaletotale dudu modulemodule dede YoungYoung δδM)M)::

δδJ ≡ JJ ≡ JRR -- JJUU = ∑= ∑(i = 1 → n)(i = 1 → n)((δδJJ(i)(i)))

δδM ≡ MM ≡ MUU -- MMRR = ∑= ∑(j = 1 → n)(j = 1 → n)((δδMM(j)(j)))


