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Observateur d'état et commande par retour de sortie
des systemes multi variables

1. INTRODUCTION

Dans le chapitre précédent, on a étudié le probleme de la commande par retour d'état
en supposant la disponibilité (a la mesure) de foutes les variables d'état. Mais,
Souvent pour des raisons de l'indisponibilité technique du capteur, de son colit, etc...,
le nombre de grandeurs d'état pouvant étre mesurées par des capteurs est inférieur a
celui du vecteur d'état (c.-a-d., qu'il y a des grandeurs d'état non mesurables). Dans ce
cas la synthése d'une loi de commande par retour d'état est alors compromise. On
pose ainsi le probleme de la synthése d'un algorithme reconstituant le vecteur d'état,
sur la base de la connaissance sur un intervalle de temps, d'une part de I'entrée du
systeme et d'autre part de sa sortie (devant tre mesurables); c'est le probleme de
I'observation.

Cette reconstitution ou estimation de I'état courant devant faite en temps réel,
I'observateur revét usuellement la forme d'un systéme dynamique auxiliaire.

2. DEFINITION DE L'OBSERVABILITE

1. Un systéme est dit observable si, étant donne |'instant to, il existe un instant
t1 tel que la connaissance de y(to,t1) et u(to,t1) permette de déterminer de
maniére unique |'état x(to) = Xo et ceci quelque soit I'entrée du systéme.

2. Un état x; est dit reconstructible a I'instant t; si, quelque soit u(t), il existe
toct: tel que la connaissance de u(t) et de y(t) avec t€[to,t1], permettent de
déterminer x; = x(t1). Si tout état est reconstructible a |'instant ti, le systéme
est dit complétement reconstructible.

Donc I'étude de l'observabilité ne dépend que des matrices A et C.
Pour cette raison, on dit parfois que c'est la paire (A,C) est observable.

La paire (A, C) est observable si et seulement si :
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C
rang(M,) =n telqueM, = C.A
cA™1 (1)

La matrice Mg est dite matrice d'observabilité
Exemple 1:

Etudier I'observabilité du systéme suivant :

X1 (t) ()
[Z(i)] - [i —12 [2(1;)] [ u(t)
y©O =01 1] [28’3

On trouve la matrice |I'observabilité Mget on calcule son rang

rang (A)=2 et M, = [66;4] = B _11]

rang (My)=rang (A)=2
Le systéme est observable
Exemple2

Etudier la commandabilité et I'observabilité et du systéme suivant

ol =7 Skl Gl
0=t 1[G
On calcule M, M. =[B AB]= [(1) _02]

rang (My)=rang (A)=2

Matrice singuliere donc systéme non commandable. En effet ona

x; = 0.5x; — x; n'est pas affecté par u ou par x,
X; = —2x; +u — x, dépend de u

On calcul et M, = 0 1]

] ce qui donne M, = o 2

[ca
rang (My)=rang (A)=2

Matrice singuliere donc systéme non observable
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3. DEFINITION ET PRINCIPE

On appelle observateur un systeme dynamique capable de reproduire (ou estimer) les
états non mesurables d'un systeme a partir de la seule connaissance de I'entrée et la
sortie du systéme et éventuellement les états mesurables.

3.1 Observateur en boucle ouverte

Soit le systéme d'ordre n défini par

{J'C(t) =Ax*xx(t) + B *u(t)
y() = C*x(t)

L'observateur est défini par:

{J?(t) = A %(t) + B *u(t)
J() = C = 2(t)

u(t) 2(t) = Ax(t) + Bu(t) y(t)
" y(t) = Cx(t) —

£(t) = A%(t) + Bu y(t)
7 () =cCx(D) —

u x(t)

Figure 1 observateur d'état en boucle ouverte.

3.1.1 Erreur d'observation
L'erreur d'observation est
e(t) = x(t) —x (¢)
6 (8) = %(t) — % (&)
e(t) = Ax(t) + Bu(t) — Ax(t) — Bu(t)

= A(x() —2(0)) = Ae(t)
=e(t) = e[U)E‘“

Si la partie réelle des valeurs propres de A est négative (systeme stable), alors,

I'erreur d'observation converge vers zéro.
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Remarque 1 : On remarque que l'observateur et le systéeme ont la méme dynamique
(ont les mémes pdles), alors que /a dynamigue d'un observateur doit étre plus rapide

gue celle du systéme a observer afin de pouvoir l'insérer dans la boucle de commande.

3.2 Observateur en boucle fermée

Soit le systéme d'ordre n défini par :

{x(t) =Axx(t) + B *u(t) (1)
Y(O) = € »x()

L'observateur en boucle fermée est défini par :

x(t) = Ax(t) + Bu(t) + L(y — 9)

(2)
y(t) = Cx(¢)
(3)
Ou L(y -9) est un terme de correction, L est un vecteur colonne de dimension n
' Systeme !
U ! X ! y
: > B o i >
l e
U eseeyes AT R + |
T T L () :
| A . | :
= N x a
L— R *(+) » » > :
I A Observateur
S |
Figure 2 Observateur d'état en boucle fermée.
En remplagant (3) dans (2) on obtient :
x(t) = (A—LC)z(t) + Bu(t) + Ly
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On remarque que la matrice d'état de l'observateur est (4 - LC), donc on peut
influencer la dynamique (stabilité et rapidité) de l'observateur en agissant sur le
vecteur L (désigné par l'opérateur).

3.2.1. Erreur d'observation
e(t) = x(t) — x (t)

é (8) = %(t) — % ()

é(t) = Ax(t) + Bu(t) — Ax(t) — Bu(t) — L(y — y)

é(t) = Alx(t) —x(t)] — LC(x — X)

6(t) = (A= LC) (x — %) = (A~ LO)e(t)

é(t) = (A—LC)e(t)
La dynamique de l'erreur d'observation est la sortie d'un systéme du premier ordre
stable imposé par lutilisateur (en utilisant L), donc l'erreur d'observation tend
asymptotiguement vers zéro. e(t) = e(0)e 1Ot aprés un régime transitoire
I'observateur suit correctement I'évolution du systéme a commander.
4. COMMANDE PAR RETOUR D'ETAT AVEC OBSERVATEUR
4.1 Cas particulier : Systemes mono variables
Le principe de la commande par retour d'état avec observateur consiste a utiliser

I'état estimé par un observateur pour ensuite construire un retour d'état comme le

montre sur la fig.6.4Le retour d'état avec observateur est :

Ve (t) u(t) 1(t) = Ax(t) + Bu y (t)
- g y(t) = x(t) —
Systeme
K |«
x(t): mesure

Figure3: Schéma de principe de la commande par retour d'état.
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y"(t) u(t) %(t) = Ax(¢t) + Bu }’(t)
8 ’ > y(t) =Cx(¢t) >
Systéme

(t) =AZ(t) +Bu +Liy—3) [*

y(t) = cx(t) -
Observateur A

y(t)

\ 4

K [

x(t): observation

Figure 4: Schéma de principe de la commande par retour d'état
avec d'observateur.

Soit le systéme mono variable d'ordre n

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) (4)

Avec |'observateur:

x(t) = A%(t) + Bu(t) +L(y(t) — (1))
y(t) = Cx(¢) 5)

Le retour d’ état avec observateur est :

u(t) = g y(t) — K x(t)

(6)
En remplagant (6) dans (4) et (5) : pour la clarté des expressions, on omet la
variable 7
x=Ax—BKXx+ Bgy, 7)
x=A%—BKZX +Bgy. +LC(x — %) )
On met (7) et (8) sous forme matricielle :
F=Tc a_zxe 1B [E]
#17lc A—Br—1Lcllzl ™ Il
A6 9)
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A. = [A —B K est la matrice d'évolution globale
¢ lLc A-BK-ILC (systeme +observateur)

1'°" colonne= 1""¢ colonne +2'“™ colonne :

Ag = [ iiig A —_gKK— LC}

21 Jigne= 2™ ligne - 1™ ligne :

AG:[A—OBK —BK}

A—-LC
L'équitation caractéristique du systeme global est :
det[(sl —(A—BK))x (sl —(A—LC))] =0
sl —(A—BK)| x|sI—(A—LC)|=0

sl —(A—BEK)| =0

{Isf—(ﬂ—LU)I=U (10)
(A - B K) : matrice dynamique du systéme bouclé.
(A - LC) : matrice dynamique de I'observateur
4.1.1 Théoreme de séparation
La dynamique du systeme global est constituée par la dynamique due au retour d'état
plus celle due a l'observateur. Donc, le vecteur K (gain de commande) et le vecteur L
(gain d'observateur) se calculent indépendamment (séparément).
Calcul de K (déja fait au chapitre précedent)
Calcul de L:
Dans la base initiale, on
x(t) = Ax(t) + Bu(t)

Systeme : {
i y(t) = Cx(t)

x(t) = Ax(t) + Bu+ L(y(t) — 3(0))

C]L‘IHE]‘\-’EHE:I_I[':{A _ o
y(t) = Cx(t)
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x(t) = (A — LO)x(t) + Bu(t) + Ly(t)
y(t) = Cx(t)

La matrice d'évolution de I'observateur

Observateur: {

Agpe =A—LC oul=1[l, L - L_]".

Afin de faciliter les calculs, il faut mettre le systeme sous forme compagne
d'observabilité.
x(t) = Ax(t) + Bu(t)
(t) = Cx (t)
%(t) = A%(t) + Bu(®) + L (y(©) - 5(0))
y(t) = Cx(t)
Observateur: {,\( ) = (~-:; LEYX(2) + Bu(e) + Ly(©)
y(t) = Cx(t)

La matrice d'évolution de I'observateur :

Systeme :

Observateur : [

A,.=A—LC ,ou:L= [fﬂ Lo In—l]T'
0 0 0 —aq Do
i 1 0 Pomay | b+l
A=lo 1 0 ’B:b: ,C=1[00..00 1]
: 0 Ap-2 .
L() 0 1 —ay | [] |

Le polynéme caractéristique du systeme en boucle ouverte:

Dgo(s)=s"+a,_;s" 1+ + a;s+ag
(11)

La matrice d'évolution de I'observateur dans la base observable est :
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0 0 0 —ag [,
1 0 P o—a [
Ap=4-LC=|0 1 0 —| ¢+ |[00..01]
: " w0 —a,,
0 .. 0 1 —ap_d ju—l—
D D _(ﬂo + Tﬂ)
1 O —((11 + ?1)
[ 0
I 0 (an 2 + n— z)
_0 0 1 _(ﬂn—l + En—l)-
(12)
Le polyndme caractéristique de |I'observateur en boucle fermée
DgpZa(s) = (s =p' (s —p'a) = (s = p,)
(13)
En imposant # pdles pour |'observateur en boucle fermée : p'l --- p'n
Le polyndme caractéristique désiré de I'observateur en boucle fermée s'écrit :
Dgza(s)=(s—p'D(s—p')(s—p')
En développant, on obtient :
DEES.(S) = Sn + Jgn—l 5”_1 Tt .515 + ISD
(14)

En identifiant (13) et (14) terme a terme, il vient :

‘10:“0""?0 TCI:JSG_GG
frn—l = ﬂn—l + En—l - n 1 18:1 1 n 1

D'une maniére générale :
liz=Bi-aiavec:i=0..n-1
ol :
ai : Sont les coefficients de I'équation caractéristique du systéme en boucle ouverte.
Bi : Sont les coefficients de I'équation caractéristique désirée de I'observateur en

boucle fermée.
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Retour a la base initiale (calcul de L en fonction de L™ )

La matrice d'évolution de 'observateur dans la base canonique observable est :

A partir de cette matrice, on veut arriver a la matrice d'évolution exprimée dans la
base initiale soit :

Ap. =A—LC

Pour cela, on va remonter le probléeme de la mise sous forme compagne observable
(voir le tableau).

Matrice d 'évolution Passage :
de ['observatenr forme observable *— forme initiale
A =A— (Mt ':lTE r Svstéme
o !{—r'—- 5:(A.B.C)
Dua]] dual ]
AT, =AT-CTPM S5*(AT,CT,BT)
AT, = M AT, M | AT, = MPAT, M| | AT = M AT AT =M AT
ET = ;‘r.r:-_hlljr CT = J*IJCT
BT = BTM’ BT = BTM* !
S ST (A, LB
dual Diual
Systéme SOUS forme compagne
A =A—-LC d’ observabilité
5:(4.B.C)
Finalement, on revient & la base initiale :

L=(Mm1)1L
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4.1.2 Résume: algorithme de synthése d'un observateur d'état (cas des systémes
SISO)

Soit un systéme a commander :

i(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)

L'observateur en BF est défini par :
2(t) = Ax(t) + Bu(t) + L(y(t) — 7(1))
y(t) = Cx(1)

L'on dispose d'un spectre désiré pour I'observateur (n poles désirés de I'observateur
en BF)
Etape 1 : Vérification de I'observabilité du systeme : calcul du det(Qo)

Etape 2 : Mettre le systéme sous forme compagne observable :

¥=A%¥+Bu
y =

Ty i
:"“-.'-! ]

Etape 3 : Détermination du polynome caractéristique en BO :

Dgo(s) =s™+ay_q s™ 1+ -+ a5+ aq

Etape 4 : Détermination du polyndme caractéristique désiré de I'observateur en BF:

DRLs*(s) = 5™ + Bpoy SV 4o+ Bis + By

Etape 5 : Calcul du vecteur

L=l L]
dans la base canonique compagne d'observabilité.
li=Bi-aiavec:i=0.n-1
Etape 6 : Calcul du vecteur

L= [ID ii1 ""‘En—l]T

c-a-d, retour a la base initiale :
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Exemple 6.1: Soit un systeme donné :

2= S0 [
y® =01 11[]]

Concevoir un observateur d'état ayant en boucle fermée le pole double p = -5.

Etape 1 : Vérification de I'observabilité du systeme : calcul du det(Q,)

det(0,) =[C CA]T = ‘é ﬂ =1

Etape 2 : Mettre le systeme sous forme compaghe observable :

Systéme dual:

¥ = T = _2 2 = T = l R T = | —
a=aT=" | E=cr=[]c==1 1
Mettre le systeme dual sous forme compagne de commandabilité Q.
. . R 1 01 ,.-1 1 0
=B A'B]= Q= ]

MTH(D) =07 (@) =[-1 1]
MTH(2)=Q (A= [-

w3 e <[]

Systéme dual sous forme compagne de commandabilité

0 1

2 3

|.B=mp =[]].c=c'm =11 o
Alors, la forme compagne d'observabilité du systéeme est :
~ . T 0 271 3 ~aT 17 = ~ o T

1 3 0 [0 1]

Etape 3 : Détermination du polynéme caractéristique en BO :

Dgo(s) =s2—3s5s—-2 =2a,=2,a, = —3
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Etape 4 : Détermination du polynome caractéristique désiré de I'observateur en BF:

D3 (s) =(s+5)(s+5)=s"+10s+25 = f, = 25,5, = 10

Etape 5 : Calcul du vecteur
L= [I'Fr:r I'rl]T
dans la base canonique compagne d'observabilité

;fﬂzﬁﬂ_ﬂﬂzz'?
?lzﬁl_ﬂ_l:]j

Etape 6 : Calcul du vecteur
L=1[lL]"

c-d-d, retour a la base initiale :

S Gl ey | A R s
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