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Exercice 01.
Soit {X (t), ¢ > 0} un processus a accroissements indépendants a espace de valeurs E discret. Montrer

que {X (¢), t > 0} est un processus de Markov.

Solution:
On doit montrer que, quels que soient n € N*, 0 <t <ty < ... <t, et i1,....,i, € Fon a

P{th == in|th_1 == ’L.nfl,...,th = 7,1} = P{th = Zn th—l = Z.nfl }?

Nous avons

P{th = in,th71 = Z’nfl, ...,th = 7’1}
P{th71 = Z.n_l,...,th = Zl}

P{th = i’antn,1 = infla ~'~7Xt1 = 7’1} =

alors

P{X;, = in|Xe, , =in_1,, X¢, =1}
OP{Xy, Xy, =i — i1, X, — Xty = i1 — ip_2, . Xoy — Xy =1 — 0}
B P{Xy, =Xty o = ino1 —in—2,..s Xty — Xy =41 — 0} ’
P (X, — Xty =in —in—1) P(Xt,_, — Xty =n-1—tn—2) .0 (Xp, — Xyy =11 — i0)

P (th_l - th_g = Z.n,1 — Z.nfg) P (th — th = 7;1 - Z())

=P (th - th,l = in - 7:’n—l)
D’autre part

P(Xy, — X1, = in—in1) P (Xt , =in1)
P(Xi, , =in)

P{th - th71 == Y,n - infl} ==

P (th = inath_l = Z.nfl)
P (X4, , =ip1)
== P (th == Zn |th71 == Y:nfl) .




Exercice 02.

Supposons q’'un point fait une promenade aléatoire sur la droite et qu’il ne peut s’arréter qu’aux points
de coordonnés 1,2,3,... m.

En plus on suppose que de ’état ¢ ne peut se déplacer qu’a I’état 141 ou a I’'état ¢ — 1 avec les probabilités

pij = P(X (k+1) =j/X (k) =)

Piit1i = P(Xpp1=i+1|Xx=1)=np,
Piji—1 = P(Xk+1:7’_1|Xk:Z):q:1—p

sii#1eti#m.
Pour i =1 ou i = m on a les états absorbants

P = P(Xk;+1:1 |Xk:1):1,
Pmom = P(Xk+1:m|Xk:m):1

Dans ce cas déterminer I’espace des état ansi que la matrice de transition de cette chaine de Markov.

Solution.

1) Lespace d’états est £ = {1,2,...,m}.

2) On dit que 'on a une chaine de Markov a espace d’états finis F, contenant deux états absorbants {1}
et {m} et tous les autres états transitoires. Dans ce cas la matrice de transitions est d’ordre m et est donnée
par la formule

1 0 00 0 0
P11 P12 P13 -+ Pi(m-1) Pim g 0 p 0 0 0
Pp21 P22 P23 - P2(m-1) Pbam 0 g 0 p 0 0
P=1 ps1 ps2 P33 Psa - - D3m-1) P3m =
Pim—-1)m 00 0 g 0 p
Pm1 Pm2 Pm3 . . Pm(m-1) Pmm 00 0 0 0 1



Exercice 03.
1) Soit pg) la probabilité de transition d’un systéme de ’état ¢ a I’état j pour k pas. Dans ce cas nous
pouvons écrire

# = ZP(Xk:j|Xo:i)P(X0:i)a

J
i=1
m m
k k
= olm= Sl
=1 =1

Montrer que

P — [

= P*F

)

2) La loi de répartition d’un processus de Markov discret homogene {X (¢), ¢t € N} est déterminée par
le vecteur 7 des probabilités initiales et par la matrice stochastique P.

Est-ce-que ce processus est déterminée par m et P(2),

Solution.

1) Pour k = 1 cette affirmation est triviale, puisque la matrice P = P elle-méme est stochastique.
Supposons que Daffirmation est déja prouvée pour le cas k — 1 (k > 2). Dans ce cas

k . .
Py = P{Xisa=jlX, =i},
P{Xk+u =7, X, = Z}
P{XU = Z} ’
Z P{Xk+u = iju+1 =r X, = Z}
r=1
PIX, =i} !

1 < : , ,
= m;P{Xk+u:leu+l :T7Xu:7/}P{Xu+1:7“,Xu:'L},

1 m ' ' .
_ m;P{Xk+u=j|Xu+l P} P{Xup1 = 1| Xe = i }P{Xa = i},

= > P{Xppu =3 Xup1 =r}P{Xyp1 =7 |X, =i},

r=1
1) N~ (kD)
Zprj Dir = Zpirprj )
r=1 r=1
alors
p® — Hpﬁ-f) H = pk-Up = ppt-1) = p2pth-2) = — p*,

2) Supposons que l'espace d’états E = {1,2}. Dans ce cas

s (1 0\ ., (10 (01
(1) are (1) are (0 1),

P? est la méme pour deux P differentes. Mais si 7 = (1/3,2/3)7,

w9 =P =2 (o § ) =0 ar=( g

— O

et
0 1 0

7® =7Tp@p = (1/3,2/3)< Lo ) =(2/3,1/3), si P = ( Lo )

La probabilité a étre dans 1’état 1 aprés trois pas est égale a 1/3 pour le premier cas et a 2/3 pour le
deuxiéme. On a obtenu deux chaines de Markov différentes, ayant les mémes P2.

[a—y



Exercice 04.
Soit {X (t), t € N} une chaine homogene de Markov a 2 états, dont la matrice stochastique est

p-| P Pz _ l—a a
D21 D22 b 1—-b ||
0<a<letO0<b<1.

1) Montrer que si 0 < a + b < 2, alors

n_ 1 b a nll a —a

et e 3
2) Trouver

lim P™.

3) Supposons que le vecteur des probabilités initiales

7= (my,m)" = (0.7, 0.3)",

et que la matrice stochastique

0.2 0.8
p-[ 03 o7

Trouver P (Xo=1,X; =2,Xo =1) et lim P™.

Solution.

p_| P Pz _ l-a a
D21 P22 b 1-b |’

On peut, par exemple démontrer cette formule par récurrence. Soit n = 1. Dans ce cas on a

1 b a F(1—a—b) a —a 1 (b+a)(1l—a) a—a(l—a—>b)=a(a+b)
a+b b a -b b T a+b||b—-b(1-a-b)=-bla+b) a+b(l—a—->b)=(1-0)(a+Db)

En supposant que la formule soit vrie por n

w1 b a nll a —a
P _Hb{H e }

on en tire que

Pn-i—l — PnP7
1 b a 2l a —a 1—a a
a==3| M Rl e 1] Rt |
_ 1 b a ntll ¢ —a
a1 M RO R 12
b a « 1—a a || b a
b a b 1=b| ||b a
a —a l1—-a a | a(l=a)—ab a®—a(1-0)
-b b b 1=b || || =b(1—a)+b* —ab+b(1—0)
_ a—a*—ab a’ —a+ab —(l—a—b) a —a
n —b(1—a)+b> —ab+b(1-0) | b b

Et donc la formule est vraie pour tout n € N.
2)Si0<a+b<2, alors
. w1 b a a —a
L P a+b{Hb a ~b b

N

lim (1ab)n}.



lim (1 — (a+0))" = 07

n—oo

casl: 0<a+b<1—-0<1-(a+b)<1
cas2: 1 <a+b<2—-—-1<1-(a+b)<0

a € |-1,0—ma=(-1)BtqpB€]0,1]

lim «" = lim (=1)"4" =1lim (=1)" lim 8" =0 tq 8 €]0,1]
n—oo n—oo n—oo n—oo
w1 b a

Sia+b=0,dans ce cas P =I5 et P" = I>.
Sia+b=2, dans ce cas

. n o 1 b a . nl a a
L P = a+b{Hb a ‘ﬂl%“ab) b b ‘}
1 b a . nll @ —a
- 2{“ b a ‘*JLH;O(_U “b b ’}

0 1

" 11 n
10 , P _0.5{H H+(—1)

&l

d’ou on tire que lim P, n’existe pas.

n—oo



Exercice 05.

La durée de vie d’'un produit a une fonction de répartition F' (t) = 1 —e~t ¢ > 0. La durée de réparation
a une fonction de répartition G (t) =1 — e~ t > 0.

Notons 0 I’état de fonctionnement, 1 I’état de réparation. Au moment ¢ = 0 le produit est dans I’état 0.
Soit X (t), t > 0, ’état du produit au moment ¢.

1) Ecrire les équations directes de Kolmogorov.

2) Trouver les probabilités

p; =P (X(t)=1) pouri=0,1.

3) Montrer que

lim_po () )
im = ,
t—+o00 po a+ 5
lim_p; () -
im = .
t—+o0 P o+ 6
Solution.
Les intensités de transition sont
po1 (h) 1—e o
o1 h—0 h h—0 h &
. p1o(h) . 1—ePh
A = 1 =1 = 8.
e N T - S

La matrice des intensités infinitésimales est

<>\00 )\01>_<—0[ O[)
Ao A )\ B =B )7

Les équations directes de Kolmogorov sont

Po(t) = Poo(t)Aoo + Por(t) Ao,
PL®) = Poo(t)ror + POL(t)A;.
ou
Pio(t) = —Poo(t)a+ Poi(t)s,
Pél(t) = P()o(t)Oé — P01 (t)ﬁ

avec les conditions initiales Pyy(0) = 1, Py1(0) = 0.
L’équation caractéristique
‘ —a— A I}

« —6—)\‘_0’

ou A(A + a + ) = 0. Les valeurs propres sont donc A\; = 0,Ay = —(a + ). Notons V' = ( vl Vs )T et

U= ( U U )T, les vecteurs propres correspondant a A\; et Ay
—a f U1 _ 0
a —f Vg o 0 )’
—a S uy _ Uy
(o ) () = e (i)

a T
d’ou vy = %vl, uy = uy. Donc V = ( 1 E ) et U = ( 1 -1 )T. La solution générale du systéme

(36) - (5 ) e (2)e

d’équations est



D’aprés les conditions initiales 1 = Cy + Cy, 0 = 01% — Cs. Donc

B8 «o
Ci = , Oy = )
! a+p 2 a+p
Et
B a
Pon(t) = (a+p)t
00 (%) a+5+a+ e ;
o o
P (t) = _ —(a+B)t
o1(%) a+p oz+,6’e



Exercice 06.

Soit {X (t), t > 0} un processus de naissance, ¢’est un processus de Markov avec 'espace d’états E =
{0,1,2,...}, tel que X (0) = 0 et les intensités Ap; =0 (j <kouj>k+1).

1) Ecrire les équations de Kolmogorov.

2) Trouver la relation de recurrence entre p,, (t) = P (X (t) =n) et pp—1 (¢).

Solution.

1) La matrice des intensités de transition est

-Xo o 0 0 .. 0
0 =X M\ 0 . .0
0 0 =X A . .0
0 . . —Am Am

Les équations de Kolmogorov sont

Py(t) = —XoPo(t), Po(0) =1,

Pl (t) = An—1Pm_1(t) — AP (t), P (0) = 0,m > 1.

En intégrant la premiére équation on a Py(t) = e~*f. En résolvant I’équation linéaire homogéne
P (t) = =\ Pn(t)
on a P, (t) = C(t)e~ !, Par la méthode de variation des constantes on a
t
O(t) = )\m—l/ Pm_1($)6)\mrdx
0

et
t
P,(t) = e_’\mt)\m,l/ Pm,l(ac)e’\mxdx.
0



Exercice 07.
Soit {X (t),t € N} une chaine homogene de Markov dont la matrice stoshastique et le vecteur de proba-

bilités initiales .
3

P=|| 0

0

Notons A (t) = {X (t) =1}, t € N. Trouver P(A) , ou A = tQ1A (t).

Solution. Comme py; = p3; =0, on a

DO |00 | Lo | =
DO |00 | Lo | =

1
et m= 0
0

PA)=P{X;,=1}=P{Xo=1,X1=1,...,X; = 1}
pour V¢t € N, d’ou

P(A)) = P{X, =1} = P{Xo = 1}P{Xy = 1[Xo = 1}--P{X, = 1[X, 1 = 1} = 5

Comme {A;}, t € N est une suite décroissante d’événements A, on en tire que

10



