Chapitre 5: Vecteurs aléatoires

1. Définition

Soit (€2, F, P) un espace probabilisé et X = (X7, ..., X,,) une application de Q dans R", qui
a tout élément w de  faut correspondre une suite X (w) = (X1 (w), ..., X,, (w)). On dit que
X est un vecteur aléatoire si pour tout i = 1, n, I’application X; est une v.a.

Sin =1, on dit variable aléatoire.

Si n = 2, on dit couple de variables aléatoires ou v.a & deux dimensions.

2. Couple de variables aléatoires

Le couple de variables aléatoires (X,Y) est défini comme une application (X,Y) : Q — R?
a valeurs dans le plan R2.

Exemple: On place au hasard deux boules rouge et vert dans deux boites A et B. On note
X, la variable aléatoire « nombre de boules dans la boite A » et Y, la variable aléatoire «
nombre de boites vides ».

Définition: On appelle fonction de répartition du couple (X, Y') la fonction

Fixyy(z,y) =P (X <x,Y <y).

a. Cas discrét

Définition : On dit que (X,Y") est un couple discét si X et Y sont deux v.a discrétes.

a.l. Loi jointe d’un couple de v.a finies

On suppose que la v.a X prend 'une quelconque de m valeurs: x1,...,x,, et que la v.a
Y prend 'une quelconque de n valeurs: yi,...,y,. La loi de répartition d'une v.a & deux
dimension (X,Y) est définie par

P(X:I,L,Y:yz):p”, ’L:].,,Tfl7 ]:1,,71

avec: p;; > 0et ), Zj pij = 1. Cette loi peut étre donnée par

Y]
X[nh..____ g

x PX=xn¥=1y)

Définition : La probabilité que X = x;, i = 1, ..., m est donnée par
P(X =)= Zpij = Die
j=1
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La probabilité que Y = y;, j = 1,...,n est donnée par
P(Y =y;) =Y pij=pe
i=1

Les pie €t pej , (i =1,...,m; j=1,...,n) constituent les lois de probabilité pour les v.a X
et Y. Elles sont dites lois marginales de v.a X et Y respectivement.

Remarque: 1l est clair que 'on a

Zpio = Zp.j = ZZ])U =1.
i=1 j=1

i=1 j=1

Exemple: Dans 'exemple précédant, on a X (2) ={0,1,2}, Y (2) = {0,1} et

o9 o @ ® O b

A B A B A B A B

En effet, p1; correspond & X = 0 et Y = 0, c’est a dire que le nombre de boules dans la boite
A est nulle et le nombre de boites vides est nulle; impossible, alors p;; = 0.
p12 correspond & X =0 et Y =1, alors pjp = }1 ...de la méme facon

X\Y 0 1 >
0 T — 1
R
L
2 1| a |Pe=y
> Pe1 = 5 | Pe2 = 35 pij =1
donc

Y |01

X 1]2
(1) 71 et T]1
DPie | 7135 | 1 Die 5 §

et E(X)=1,E(Y)=

1

5-

a.2. Loi conditionnelle d’un couple de v.a

Définition : La conditionnelle de Y si Y = y; est définie par

PX=x,Y =) _py
P(Y =y) Dej

Pyoy(X=z)=P(X =Y =y;) =

avec poj # 0, Vj =1,...,n.
De méme

Px—o, (Y =y;) =P =y; | X =25) = . s=

avec pjo 0, Vi =1,...,m.



a.3. Variables aléatoires indépendantes

Définition : Les deux v.a X et Y sont dites indépendantes ssi pour tout couple (i, j), on a
pij:pioxpoj7 Z:177m7 jzlu"'vn
Définition : Si I'espérance mathématique de la v.a XY existe, alors
m n
i=1 j=1

Remarque: Si X et Y sont indépendantes, alors

=D wpie Y ypes = E(X)E(Y).
=1 j=1

La réciproque n’est pas toujours vraie.

(©) = {0, 1,2} et soient I’événement
= 3 Dlévénement V = {XY =1} =
(2,1)}, alors P (W) = 1, donc

Exemple: Dans I’exemple précédant, on pose Z (§2) = XY
U={XY =0} ={(0, 0) (0,1),(1,0),(2,0)}, alors P (U)
{(1,1)}, alors P (V) = 3, 'événement W = {XY =2} ={

3 0 1
Px |3l g |1
Zips, | 010 % %

alors £ (XY) = E(X)E(Y) = %, mais X et Y ne sont pas indépendantes, puisque par

exemple on a: p;; =0, pre = i et pe1 = % alors P11 7# Pre X Pel-

b. Cas continus

Définition : Un couple de v.a Z = (X,Y) est dit absolument continu s’il existe une
application f (z,y) vérifiée les propriétés

i) f(2.9) >0,V (z,y) € R
i1) /+00 +0<>f (z,y) dedy = 1.

Remarque:

1. La probabilité que le point (X ,Y") se trouve dans le domaine A est
PIxY) €8] = [[ 1@y dady
A
2. En particulier, si A = [a, ] X [¢, d]

P[(X,Y)EA}=P[(a§X§b,c§Y§d)]Z/b/df(w)dydx-



b.1. Fonction de répartition

Définition : La fonction de répartition du couple de v.a Z = (X,Y") est définie par

FZ(x,y):P[(XSx,YSQ)}:/_I /_y f (u,v) dvdu.

Remarque:

82FZ (z,y)

1. On a: fZ (.’L’,y) = ax—ay

2. Les fonctions

FX(x):P(XSx):/x/Oof(u,v)dvdu: lim Fy (z,y)

y—too

Y +o0
et Fy(y):P(YSy):/ / f (u,v) dudv = lirf Fz(x,y)

sont les fonctions de répartitions marginales des v.a X et Y.

3. Les fonctions

+00 +oo
fx (x) = flzo)do et fr(y) = f(u,y) du
sont les fonctions de densités marginales des v.a X et Y, avec fx (x) = F% (x) et

fr () = Fy (y) .-
Exemple : Soient ¢ € R, f la fonction définie par
flry) =coye™ ¥, z,yeR,
1. Déterminer ¢ pour que f soit la fonction de densité d’un couple aléatoire (X,Y").
2. Calculer Fx y) la fonction de répartition du couple (X,Y).
3. En déduire les fonctions de répartitions marginales.

4. Calculer les fonctions de densité marginale.

Solution:

+0o0 “+o0o
1. La fonction f doit étre positive, ainsi ¢ > 0, de plus / f(z,y)dzdy = 1, alors

“+oo +0o0 “+oo +o0 5 9 c
/ f(z,y)dedy = / / crye” " "V dxdy = 1= l <= c=4.
—oco J —oo 0 0



2. Fonction de répartition du couple (X,Y).

Fixyy(z,y) = / / f (u,v) dvdu.

Siz ouy € ]—o0,0[ alors Fixy) (z,y) = 0.
Siz ety e [0,400] alors

z Yy w22 x 2 Yy 2
Fixy)(z,y) = duve dvdu=4 [ uwe ™ du [ ve " dv
o Jo 0 0
= <1 — e_x2> (1 — e_y2> .

3. Fonctions de répartitions marginales: si z et y € [0, +o0[

Fx (z) = lim Fixy)(z,y) = lim (1 - 67:’:2) (1 —eY ) (1 )

Yy—+00 Yy—r—400
et Fy (y) = hff Fixyy(z,y) = hI_iI_l (1 — €_$2> ( ) (1 —e Y )

4. Fonctions de densité marginale si z et y € [0, +o0

fix (x) = F (z) = 20e ™ Ia, (@)
et fy (1) = Fy (v) = 2e 7" 1a, ().

b.2. Loi conditionnelle

Définition : Soit Z = (X,Y) un couple aléatoire absolument continu, f; sa fonction de
densité.

a) La loi conditionnelle de X sachant Y est donnée par :

Iz (%?J)

) e fy (y) # 0.

fX|Y=y (z) =

b) La loi conditionnelle de Y sachant X est donnée par :

_fz(@y) avec T
frix= (y) = (@) fx (x) #0.

Définition : Soit (X,Y’) un couple aléatoire absolument continu.

a) L’espérance conditionnelle de X sachant Y est donnée par :
E(XIY =y) = [ afarm @) e
R
b) L’espérance conditionnelle de Y sachant X est donnée par :

E(Y|X=2x)= / yFyixes () dy.



b.3. Variables aléatoires indépendantes

Définition : Les deux v.a X,Y sont dites indépendantes ssi

P[(X<xY<y)] P(X <z)P(Y <vy), ou
Fixy) (@,y) = Fx (2) Fy (), ou
faxwy (@,y) = fx (@) fr (v) -

Remarque:

1. Si l’espérance de la v.a XY existe, alors
+0o0o +oo
E(XY)= / / wv fx,yy (u, v) dvdu.

2. Si X et Y sont indépendants, alors
E(XY)=E(X)E (),

mais la réciproque est fausse comme dans le cas discrét.

3. Vecteurs aléatoires

a. Loi d’un vecteur aléatoire

Nous avons défini les vecteurs aléatoires & n dimensions comme un n—uplet variables réelles
X =(Xy,...,X,).

Définition : La loi du vecteur X est une mesure de probabilité sur R” muni de sa tribu
Borélienne B (R"). Elle est notée Px et se définit par:

VB € B(R"); Px (B)=P (X € B).
Remarque:

1. Si le vecteur X admet une densité notée f, la loi jointe s’écrit
P(X eB)= / f(x1,...,zp)dzy ... dzy,
B

f est une fonction positive définie sur R" et d’intégrale égale a 1.

2. La loi marginale de X;, (i = I,n) est alors la loi de densité

in (ZL’Z) = f (Il, C 7*1777,) dl)’]l C dIi_1d$i+1 Ce de’n

Rn—1

3. La fonction de répartition

V(z1,...,x,) € R": FX(:Ul,...,:L‘n):/ / fyay ey yn) dyp ... dy;.

—00 —0Q0



Définition :
1. L’espérance du vecteur X sur R" est donnée par:

E(X)=(E(X)),...E(X,)).

2. Pour une fonction g : R” — R"™ mesurable telle que:

“+oo +0o0
/ / g(x1,...,x) [ (21, .. zp) day .. dey, < 00

on déduit:

Elg(X)] = L +Oog(:n1,...,xn)f(a:l,...,xn)dxl...dasn.
[

b. Matrice de covariance

Définition : On appelle matrice de covariance du vecteur X, la matrice carré Ky de taille
n dont les coefficients sont donnée par (s’ils existes)

VZ,j =1,...,n; ki]’ =Cov (XZ,XJ)

Cov (X;,X;) = E[(X; — E(X))) (X; — E(X;))] = E(XiX;) — E(X;) E(X)).

Cov (X;, X;) s’appelle covariance des variables X;, X;. Kx est une matrice symétrique
semi-définie positive.

Remarque:

1. Pour un couple de variables aléatoires réelles (X, Y), nous avons

Var (X) Cov (X,Y)
Kixy) = ( Cov (X,Y) Var(Y) )

2. Le nombre réel r défini par

. Cov (X,Y)

, ot 0% = Var (X) et o3 = Var (V)
OxO0y

est dit coefficient de corrélation de X et Y.
Propriétés:

1. Symétrique: Cov (X,Y) = Cov (Y, X).
En effet

Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y)=E(YX) - E(Y)E(X).



2. Pour tout a,b,c,d € R, la Cov est bilinéaire:

Cov (aX + bXs, Y] +dYs) = aCov (Xy,cYy +dYs) + bCov (Xo, cY; + dY3)
= acCov (X1,Y1) + adCov (X31,Y5)
+bcCov (X2, Y1) + bdCov (Xa, Ys) .
3. Si X et Y sont indépendantes, alors Cov (X,Y") = 0.
4. Var (aX +b0Y) = a*Var (X) + 2abCov (X,Y) + b*Var (V).

5. D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

ICov (X,Y)| </ Var (X)y/Var (Y) = oxoy,

alors —1 <r <1.
En effet: VA € R;Var (AX +Y) >0, alors

P(\) = Var (X) +2\Cov (X,Y) +Var(Y) >0
ol P (A) est un polyndéme de degré 2 par rapport a A, donc

P (\) 0< (Cov(X,Y))? = Var(X)Var(Y) <0

>
& (Cov(X,Y))? < Var(X)Var(Y).
Exemple: Soit U et V' deux variables aléatoires indépendantes de loi U (0,1). Notons

X=U+V
Y=U-V—

On cherche & calculer la matrice de covariance du couple (X, Y).

Solution : On a

| Var(X) Cov (X,Y)
Kxy) = ( Cov (X,Y) Var(Y) )

Alors
1 1 1
Var (X) = Var(U—l—V)=Var(U)+200v(U,V)+Var(V):E+0+E:6
1 1 1
Var (X) = Var(U—V):Var(U)—200?}(U,V)—i—Var(V):E—()-|-E:6
Cov(X,)Y) = Cow(U+V,U-V)=Var(U)—Var(V)+ Cov (U, V)—Cov (U, V) =0

donc la matrice de covariance du couple (X,Y)

o= O

)

les v.a X et Y ne sont pas indépendantes.



Remarque:
1. Siles v.a Xy,..., X, sont indépendantes, la matrice Kx est diagonale.

2. En notation matricielle, la matrice de covariance d’un vecteur X est égal a

Kx=E[(X-E(X)) "(X-E(X))].

Proposition: Soit X un vecteur aléatoire de dimension n. Soit A une matrice de taille
m X n, alors:

Kix =AKy TA (TA transposé de A) .

Démonstration: Nous avons

Kix = E[(AX -~ E(AX)) T(AX — E(AX))] = E[A(X — E(X)) " (X ~ E(X) "A)]
— AE[(X-E(X) T(X-E(X))] "4

Exemple: Il est possible de retrouver le résultat de ’exemple précédent de maniére directe.

En effet, nous avons
X\ (1 1 U
Yy ) 1 -1 V]

Kxy)y = Kawuyv) = AK(U,V) TA, avec A = (

Ainsi

—_ =
—_

[en¥NE

Y)
1 1 L0 1 1 0

_ 12 _
s = (1 4)(F3) (0 4)=(0

c. Changement de variables

)

Soit X = (Xj,...,X,) un vecteur aléatoire de densité fy. On appellera support de fx le
domaine D, supposé ouvert, défini par

D ={z eR", fx (z) > 0}.

Soient Z = ¢ (X)) avec ¢ est définie sur le domaine, bijective sur son image A = ¢ (D) et
supposons que ¢ et ! sont de classe C! sur D et A resp. Considérons le déterminant

%1 o1

o1 CTY Ozp
Jac(p)(x) =] + ...+ |#0.

Oy, 9py,

Gr1 T Bxn

Proposition: La densité du vecteur aléatoire Z est donnée par:

Vzep(D):  fz(2) = |Jac (™) (2)] fx (07 ().

Exemple: Soient X;, X5, X3 trois variables indépendantes de loi U (0,1). On cherche a
déterminer la loi du triplet (Z;, Zs, Z3) défini par les relations

Zl = —lIle, Zg = —X2 lnXl, Z3 = _X2 111X3.
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Solution: L’image du domaine D = (0,1)° est égale a
A = {(Zl,ZQ,Zg) 10 < 29 < 2,0 < 23}

et nous avons

Z2 < Z3Z1>
r1 =exp(—z1), Ty = —, r3=x1 =exp | ——= |.
21 22
Le Jacobien du changement de variables est donné par
—exp(—2z1) O 0
T 1 0 exp |—z (1+ 2
27 z1 =
2 exp (—22) “

finalement, nous obtenons

exp [—zl (1 n —g)]

)

f(z1,22,23) = 1a (21, 22, 23) -

d. Fonctions caractéristiques

Définition: On appelle fonction caractéristique du vecteur aléatoire X = (Xq, ...

fonction a valeurs complexes définie par

Vte R": ox (t)=FE

Lorsque le vecteur X admet une densité :

Vt € R": oy (t) = / exp (iZthk> fx (1, .. xp)dxy ... dzy,.
" k=1

Proposition: Deux vecteurs X et Y ont méme loi si et seulement si py = @y

4. Vecteurs gaussiens

a. Caractérisation des vecteurs gaussiens

Définition: On dit que X = (X7,..., X)) est un vecteur aléatoire gaussien si toute combi-

naison linéaire a coefficients réels des X; suit une loi normale N (m, 0?) .

Remarque: Un vecteur dont toutes les coordonnées sont gaussiennes n’est pas nécessaire-

ment gaussien.

Proposition: Soit X7, ..., X, des variables indépendantes de loi N (0,1). Alors le vecteur

X = (Xy,...,X,) est un vecteur gaussien.
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Démonstration: Soit ay, ..., a, des scalaires et Y = > 7' | a;,Xj. La fonction caractéris-
tique de Y est

oy (t) = FElexp(itY)]=E

exp (z’t Z aka>] = H E [exp (ita,Xy)]

k=1 k=1

La variable Y suit donc la loi N (0,Y,_, a7).

Proposition: Soit X un vecteur gaussien, d’espérance m € R" et de matrice de covariance
Kx. La fonction caractéristique de X est définie par

1
vVt e R™: @y (1) = exp <z Ttm — 3 Tth) :

b. Propriétés des vecteurs gaussiens

1. Soit X € R™ un vecteur gaussien et K sa matrice de covariance. Les variables X}, sont
indépendantes si et seulement la matrice K est diagonale.

2. Soit m € R™ et K une matrice symétrique d’ordre n, définie positive (det K # 0). La
loi normale N (m, K) admet pour densité

" = ! ! ex —lTx—m ta-m
R fx(e) = e (g T m K )

5. Convergence dans le cas vectoriel
Théoréme: Soit une suite du vecteurs aléatoires X, : (Q,, Fn, P,) — (Rk ,B (Rk)) et un
autre vecteur aléatoire X : (Qu, Foo, Po) — (R*, B (R¥)). Alors les propriétés (a) et (b)

suivantes sont équivalentes:

(a) Pour tout t € R¥, oy () — ¢y (t) , quand n — co.

(b) Pour tout point de continuité z € R, Fx, (x) — Fx (z) , quand n — oc.

Définition: Si l'un de deux points (a) ou (b) dans le théoréme précédant a lieu, alors nous
disons que X, converge vaguement vers X, ou X, converge en distribution vers X, ou X,
converge en loi vers X, notée:

X, ~ X ou X, =X ou X, 5 X.
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6. Théoréme central limite vectoriel

Théoréme: Soient Xi,..., X, des vecteurs aléatoires de R™ i.i.d admettant un moment
d’ordre 2. On note m leur espérance et K leur matrice de covariance. Alors

Vd(Xy—m) 5N (0,K).
Preuve: On calcule, pour tout d la fonction caractéristique de Z; = v/d (Yd — m) :

VEER": g, (1) =E [exp (i "tZ,)]

on a par le théoréme central limite que 7tZ; 5 N (0,7 tKt)

1
vVt e R": ©z, (t) T exp <—§ Tth) :
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