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Chapitre 1

Analyse de la variance

1.1 Analyse de la variance a un facteur

Dans le cadre des tests d’hypothéses, nous avons émis des hypothéses concer-
nant la moyenne d’une population (test de conformité) puis comparé les moyennes
de deux populations (test d’homogénéité). Ce chapitre a trait a la comparaison
des moyennes de plusieurs populations (> 2). L’analyse de variance peut étre vue
comme une comparaison multiple de moyennes. Dans tous les cas, la variable étu-
diée est un caractére quantitatif de type continu qui suit une loi normale. Il existe
différents types d’analyse de variance qui se distinguent par le nombre de fac-
teurs étudiés (un facteur, deux facteurs, deux facteurs avec répétitions, etc), la
nature du facteur (caractére qualitatif ou quantitatif) et la nature des modalités
associées au facteur (modele fixe, modéle aléatoire, modele mixte).

Nous ne traiterons que le cas de I'analyse de variance a un facteur controlé
(modele fixe). Les différentes modalités du facteur correspondent aux différentes
modalités d'un caractére qualitatif. Ces modalités sont déterminées par I'expé-

rimentateur.

1.1.1 Structure des données

Les données relatives a une analyse de variance & un facteur controlé sont :
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Modalité 1 | Modalité 2 Modalité i..... Modalité p

1 T12 T14 T1p

Toy Too To; L2p

xnll anZ xniz xnpp

T4 T2 T, T,
Notation :

Le facteur controlé A présente p modalités (1 <i < p). On parle aussi de
niveaux ou traitements. Le nombre de répétitions j pour une modalité i est
notée n;. Le nombre de répétitions pour chaque modalité du facteur n’est pas
forcément le méme. La valeur prise par la variable aléatoire X pour la modalité
i du facteur et la répétition j est notée x;; et la valeur moyenne pour chaque

modalité notée T;;.

1.1.2 Conditions d’application de ’analyse

Indépendance

L’indépendance entre les différentes valeurs de la variable mesurée x;; est une
condition essentielle & la réalisation de I’analyse de variance.

Les p échantillons comparés sont indépendants.

Normalité

La variable quantitative étudiée suit une loi normale dans les p populations
comparées. La variable aléatoire étudiée X dont z;; est une représentation, suit
une loi normale N (u;, o) sous Hj.

En d’autre termes les échantillons suivant une loi normale peuvent faire 1’ob-
jet d’une analyse de variance paramétrique. Pour vérifier que la distribution d’un
échantillon suit une loi normale, il est possible d’utiliser, dans XL Stat 2009, le
test descriptif d’aplatissement et d’asymétrie (de kurtosis and skewness, en an-
glais).

On considére que I’échantillon suit une loi normale a 95 % lorsque la valeur
de son aplatissement est compris entre -2 et +2.

Homoscédasticité

Les p populations comparées ont méme variance. Le facteur A agit seulement

sur la moyenne de la variable X et ne change pas sa variance.
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Différents tests permettent de vérifier 1’égalité des variances relatives aux p
populations. On calcule les différentes variances pour chacun des échantillons a
comparer, et on fait le rapport de la plus grande sur la plus petite, ce rapport
est F'.

Cette valeur est comparée, dans une table de Hartley (ou du Fmax), a une
valeur théorique et doit lui étre inférieure pour un seuil de risque choisi (par
exemple, 95 %) pour conserver I’hypothése d’homogénéité des variances.

Les d.d.1. sont, pour la colonne de la table du Fmax, le nombre de traitements
(=k) (colonnes de données), et pour la ligne de la table, le nombre de données

du plus grand échantillon - 1 (=n-1).

1.1.3 Modéle de ’analyse de variance

Modele sous Hjy : homogénéité des données

L’analyse de variance & un facteur teste l'effet d’un facteur controlé A ayant
p modalités sur les moyennes d’une variable quantitative X. L’hypothése nulle
testée est la suivante :

"Il n’y a pas d’effet du facteur A sur les différentes modalités, et les p

moyennes sont égales & une méme moyenne ".

Hy:pg = o= ps = ... = [j = ... [Lp.

Modele sous H; : Hétérogénéité des données. L’hypothése alternative est la
suivante : "Il y a un effet du facteur A et il existe au moins deux moyennes

significativement différentes."

Hy:3i#j tel que p; # ;.

Ainsi il existe une différence entre les moyennes de la variable selon les mo-

dalités du facteur controlé.

1.2 Equation fondamentale de ’analyse de va-

riance

Notation :

SCEtotale = Somme des écarts totaux ou variation totale.
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SCEinter = Somme des écarts liés aux effets du facteur A ou variation inter
(entre modalités).
SCEintra = Somme des écarts résiduels ou variation intra (interne a chaque

modalité).

1.2.1 Pratique de ’analyse de variance

Principe du test

Soit I’équation de décomposition de la variation totale

pZ nj pZ nj

D) IINES an NS 3 N

=1 i=1 =1 i=1
Jj=p i=n; =p J=p =1,
2 —\2 _ -2 2
E E v, —N(T.) = E n;T; — + E E Ty — E ngﬂﬂ
j=1 j=1 j=1

i=1 =1

Alors il est facile de voir que
SCFEtotale = SCEipier + SCEjnira

L’estimation des variances associées ou carré moyen sont :

_ SCEr B
Variance Totale (CMyp) = N1’ avec N = gnj.
SCEm er
Variance due au facteur A (CM;,per) = —f
p —
SOEzn ra
Variance résiduelle (CMg) = (CM;nira) = N !
- D

Remarque : L’équation fondamentale de I’analyse de variance ne s’applique

pas aux variances : Variance totale # Variance inter + Variance intra.
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1.2.2 Application et tableau de variation

Le tableau de variation donne un résumé des calculs effectués pour ’analyse

de variance.

Sources Degrés Somme des Carré Moyen Test de
de variation | de liberté | Carrés des Ecarts Fisher-Snédécor
Totale N -1 SCET
SCFEint CMint
Facteur p—1 SCEinter CMinter = oL mmter Fo = ﬂ
. OpET 1 CMintra
it
Reésiduelle N-—p SCEintra CMintra = %
-P
Pour effectuer les calculs, des formules développées peuvent étre utilisées.
, SC FEinter )
CMinter = — 1 - Variance des moyennes
p —
SCFEint
CMintra = # = La moyenne des variances.

Comparaison a la table

Une table pour chaque taux de risque donné en cours : 5% et 1%

Lire la valeur F''=%(p — 1,n — p) de la ligne (n — p) et la colonne (p — 1) de
la table choisie

*Si Fps > F'7%(p—1,n — k) alors ’hypothése nulle est rejetée, sinon elle est

retenue.

1.3 Analyse de la variance a deux facteurs

1.3.1 Echantillons de plusieurs observations (de taille n)

Ce plan est appliqué lorsqu’on dispose de plusieurs mesures pour chaque
combinaison des niveaux des deux facteurs. Le bénéfice est qu'on peut tester
I'interaction entre les deux facteurs. L’interaction dans le sens de ’ANOVA, elle,
mesure l'influence que I’état d’un des facteurs a sur l'effet exercé par 'autre
facteur sur la variable dépendante. En d’autres mots, il y a interaction lorsque
leffet des différents niveaux d’un facteur change selon le niveau de ’autre facteur.

Structure des données

Les données relatives & une analyse de variance & deux facteurs controlé avec
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répétitions de méme nombre, sont structurées dans un tableau du type suivant :

Modalité 1 Modalité 2 Modalité 3 Moy M:
Modalité 1 T111, -+, T11n T121, -, T12n 131, -+, T13n
Moyenne C'11 = 7y, | Moyenne C12 = 715 | Moyenne C'13 =713 | Ty,
Modalité 2 To11, vy T21n 991, ++v, T22p 931, +++, T23n
Moyenne C21 = %5, | Moyenne C22 = T, | Moyenne C'23 = Ty | Ta.
Modalité 3 L3115 -r L31n T311, ++e-r T32m 311, .--r» L33p
Moyenne C'31 = 73, | Moyenne C32 = 7T3; | Moyenne C'33 = T3, | T3
Modalité p Tplly ooy Tpln Tplly ooy Tp2n Tpily -eer Tp3n
Moyenne Cpl = Z,; | Moyenne Cp2 = Z),; | Moyenne Cp3 = Zp1 | Tp.
Moyenne Marginal | 7 4 To T3 x
La décomposition des SCE
Soit I’équation de décomposition de la variation totale :
SCET = SCEA+ SCEB + SCEAB + SCER.
Calcul des SCE
p q n p q n
SCEp = Z Z Z (zijx —Z..)° = Z Z Z T2 — npqT,
i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1
p q n p q n p q
SCBr=3_ > > (wu=wg) =3 3 D wip—nd >
i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1 i=1 j=1

p p
SCEx=qn) (T —T.)>=qn) T} — npqt”,
=1 =1

q
SCEp=pnY (T;-T.

q
)2 =pny 7% — npgz*
j=1 j=1

p q
SCEap=n) Y (T — % —%;+%.)° = SCEr — SCER — SCE4 — SCEp
i=1 j=1
Hypothéses
Il y a maintenant trois hypothéses principales a tester :
Hj : le facteur A n’a aucun effet sur les résultats, c’est-a-dire

Ho:pp=po=p3=..=p;, avec i=1p
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H] : le facteur B n’a aucun effet sur les résultats, c’est-a-dire

Hy: iy = g = pig = ... = fu; avec j=1;q

H7”q : les facteurs A et B n’interagissent pas sur les résultats.

Hypotheses contraires :

H, : le facteur A a un effet sur les résultats, c’est-a-dire qu’au moins une des
moyennes /i;.. n’est pas égale aux autres;

Hj : le facteur B a un effet sur les résultats, c’est-a-dire qu’au moins une des
moyennes /;. n'est pas égale aux autres.

H7” : les facteurs A et B interagissent sur les résultats. Autrement dit, ’état
du facteur A influence la réponse face au facteur B, et réciproquement.

Scherrer montre comment décomposer la variance totale des résultats en :

- variance "cellulaire" (c’est-a-dire la variance due a la variabilité au sein

des "cellules" du tableau contenant chacune les t répétitions d’une combinaison

donnée de niveaux des facteurs A et B) (fpiic) :

SOEA).

(p—1) /7

)
q— Y

- variance due a l'interaction AB (%) :

SCER )
[pa(n—1)]/*
Lorsque les populations sont normales, les échantillons indépendants et les

- variance due au facteur A (

- variance due au facteur B (

- variance résiduelle (

hypothéses principales vraies, les variances dues au facteur A, au facteur B, a
I'interaction et résiduelle sont quatre estimations de la variance s? de la méme
population.

Par conséquent, chaque hypothese Hy peut étre testée a ’aide d’'un test de
Fisher comparant les variances dues & chacun des facteurs a la

variance des résidus :

CMy

Fobs —
A 7 CMg
CMpg

Fobs —
B OMpg
CMap

Fobs —
AB CMR

Lorsque Hj est vraie et que les conditions d’application du test sont remplies,
les trois variables auxiliaires F'{, F5 et F'§p sont distribuées respectivement

comme les F de Fisher suivants :
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Fo-).pan-1) Fla-1)patn-1] 0 F(p-1)(g-1).pa(n-1)

Remarque :

1) 11 faut remarquer ici que, contrairement au cas de ’ANOVA a un critére
de classification, cette procédure n’est valide que dans le cas d’'une ANOVA
de modele I, c’est-a-dire lorsque les deux facteurs sont contrélés. Dans le cas
d’ANOVA de modele II (deux facteurs aléatoires) ou III (mixte : un facteur
controlé et un aléatoire), les statistiques F et leurs degrés de liberté peuvent étre
différents.

2) 1l est impératif de tester en premier leffet de l'interaction, les tests des
effets principaux de A et B ne pouvant étre interprétés que si cette interaction

est non significative.

1.4 Echantillons d’une seule observation

Tableau des données
Les données relatives & une analyse de variance a deux facteurs controlés sans

répétitions, sont structurées dans un tableau du type suivant :

Modalité 1 Modalité 2 Modalité 3 Moy M:
Modalité 1 Moyenne C'11 = T1; | Moyenne C12 = T15 | Moyenne C'13 = T3 | 71,
Modalité 2 Moyenne C21 = Ty, | Moyenne C22 = Ty, | Moyenne C'23 = Ty; | Ta.
Modalité 3 Moyenne C'31 = T3; | Moyenne C32 = T3; | Moyenne C33 = T3y | T3.
Modalité p Moyenne Cpl =7, | Moyenne Cp2 = 7,,; | Moyenne Cp3 = Tp; | T,
Moyenne Marginal | T 4 To T3 T

La décomposition des SCE

Soit I’équation de décomposition de la variation totale :

SCET = SCEA+ SCEB + SCEAB.

Calcul des SCE

Mémes formules en remplacant n par 1.
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Le tableau de variation donne un résumé des calculs effectués pour ’analyse

de variance.

Sources Degrés Sommes des Carrée Moyen Test de
des Variations de Liberté carrées des écarts Fisher-Snédecor
Totale N-1 SCET (CMr) = 5¢Er
C My
Facteur A —1 E A My) = 5CEar 4. =
acteur P SC (CMy) = =754 obs %]\]\44,43
__ SCEp, B __ B
Facteur B qg—1 SCE B (CMp) = == Fo = Cinn
Facteur AB (p—1)(¢—1) | SCE Intra (CMyp) = (;icl)%
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