Les équations différentielles

Equation différentielle
Défintion 1:
Une équation différentielle est une relation entre la variable réelle x,

et une fonction inconnue y = f () et ses dérivées y/,y + .., y™ au point z
définie par:

F(z,y(@),y ),y (2),y™ (2)) =0

(et on peut la noter par F(z,y,y/,y”, ny™)=0)

Exemple

y” +3y=0, y/ + 22y% — 5 = 0 sont des équations différentielles.
Défintion 2:

On appelle ordre d’une équation différentielle le plus grand ordre de la dérivée
existant dans I’équation différentielle.

Exemple

y” +3y=¢€", y/ +2zy3 — 5 = 0 sont des équations différentielles du second
ordre et du ler ordre respectivement.

Défintion 3:

On appelle solution générale ou intégrale d’une équation différentielle
toute fonction y = f (z) vérifiant 'équation .

Exemple:

Veérifier que la fonction y = cos z est une solution de ’équation différentielle

y +y=0 (1)

Onay =—sinzety = —cosz,

d’ou y” +y = —cosz+cosx =0, alors y =cosx est une solution

de léquation différentielle (1).

On peut vérifier que les fonctions y = ¢y sinx, y = ¢ cos x sont des solutions
de I’équation différentielle (1) et la solution générale de (1) est

Yy = c18inx + ¢ cos x.

Avant d’entammer le cours des équations différentielles on va faire un rappel
sur les intégrales.

Les intégrales

1) Intégrale définie

Définition

L’intégration définie est liée au probléme du calcul d’une surface délimité

par la courbe d’une fonction f (z) et les droites perpendiculaires 2 = a et
b

x = b et axe abscisses (ox), et on note /f (z) dz,et on dit que la fonction

f est intégrable sur [a,b].



Théoréme:
Toute fonction continue sur l'intervalle [a, b] est intégrable sur cet intervalle..
Théoréme:
Toute fonction monotone sur Uintervalle [a, b] est intégrable .
Propriétés de 'intégrale définie
Supposons que toutes ces intégrales existent, alors:

b

1) /f(a:)d:c/af(x)d:cQ) /af(:z:)dx
/f da:—/f da:—|—/f )dz, ou ¢ € [a,b].
)/(af()+ﬁg :c—a/f dm+ﬁ/

a

5)Si f(x) >0V € [a,b] alors/f x)dz > 0.

b

b
6) Si f(z) > g(z) Yz € [a,b] alors /f (x)dx > /g (z) du.

7) /bf(év)dw >/b|f($)|d$-

8)Sim < f(x) <M Vze [a,b], alors m <

9) /bf(x)dx:/bf(t)dt:/bf(y)dy .......

Primitive d’une fonction

Définition:

On appelle primitive d’une fonction f définie sur un intervalle [a, b] toute
fonction ¢ définie et dérivable sur [a, b] telle que ¢ (z) = f (z) et on écrit

—ff(t)dt

Relation fondamentale du calcul de I'intégrale définie:
Supposons qu’elle existe une autre fonction primitive F' (z) de la fonction

I (z) alors ¢ (z ):F( ) +ec.

On a ¢(a /f )dt =0 donc c=—F(a) et ¢ (x) =F(z)— F(a),

a

b

bia/f(x)dng.




d’oupourxzbonago(b):/f(t)dt:F(b)—F(a).

Exemple:
La fonction sin x est la primitive de la fonction cosz , et toutes les fonctions
sinz + ¢ (c € R) sont des primitives de la fonction cosz, et

b

/cos tdt = sinb — sina.

a
2) Intégrale indéfinie
Définition:
La primitive d’une fonction f (x) est la fonction F' (z) telle que
F' (z) = f(2), et cette primitive n’est pas unique
Exemple:
22 + ¢ est la primitive de la fonction 2z ot ¢ est une constante.
Si la fonction f est une fonction continue alors elle admet une infinité de
primitives.
Définition:
On appelle la recherche d’une primitive F' () d’une
fonction f (x) est I'intégration indéfinie

f(z)dx = F (z) + ¢, ou x est la variable de I'intégration.
Propriétés de I'intégrale indéfinie
1) y:/f x)de = dy = f (z)dx.

) ([r6w) = 1.9 4 [1010) = oy

4) / (x)dx = /df( ) = f () 4+ ¢ ou ¢ est une constante.

Intégrales de fonctions élémentaires

D [r @@ =L 4o oiner et -1
ga;gx—n+1 c,oun ,etn
Exemple:
3 (Inz)?
Calculer les intégrales suivantes: / T (£C2 + 2) dx, / dx
x
Posons g (z) = (22 +2) = dg (z) = g (z)de = 2zdx
: 1 1g* 1 (2?42
donc /az (z2+2)dd:r = 5/ (g(m))gdg(x) = ig iw) +c= 5 (ac ) ) +c

’ d
Posons g (z) =Inz = dg(z) =g (x)dz = &
x

Inz)? Inz)®
donc/(n;) dxz(nx) +c.

3

dg(a:)_n T c
2y [LE <y @)+




Exemple:

. . dx sin xdx
Calculer les intégrales suivantes: ,
dr+1 cosx + 2

Posons g (z) =4z + 1= dg (z) = ¢ (¢)dz = 4dx
dx 1 fdg(x) 1
donc =- :11n|4$+1\—|—c.

dr+1  4) g(w)

Posons g (z) = cosx 4 2 = dg (z) = ¢ (¢) dx = — sinzdz
sin xdz

donc [ ——— = —In|cosz + 2| + ¢
cosx + 2

3) /cos (g(x))dg(x) =sing (z) + c.

4) /sin (9(z))dg (z) = —cosg(z)+c.
Exemple:

Calculer les intégrales suivantes: /cos (52 + 1) du, /x sin (22 + 1) da

1
/cos(5x+ 1)dx = gsin(5x+1) +c
Posons g (z) = (22 + 1) = dg (z) = g (z)de = 2zdz
1
donc /xsin (332 +1)dz = —5 cos (z24+1) +c

5) / tan (g () dg (z) = — In |cos (g (2))] + c.

6) /Cot (9 (z)) dg (z) = Insin (g (z))[ +c.

Exemple:

tan (vz) ,
3V

dzr = —% In |cos /x| + c.

Calculer I'intégrale suivante: /
/ tan (1/T)
3z

g()
0 [ardg @)= ]

+ctelquea>0eta#1
na
Exemple:

Calculer les intégrales suivantes: / a’*dx, / ze~ dx

3 p a3z
/a xr = 3na +c.
Posons g (z) = —22 = dg (z) = ¢ (2)dz = —2xdz

donc [ we " da = —_76_'”2 +c.
d 1
8) /29& = farctanm—i—c.
) +a? «a a

Exemple:

v s . dx
Calculer l'intégrale suivante: [ —————

¢4+ ax+1



2) "1

Posons g (z) = <x + ;) = dg (z) =g (z)de = du

/ dx 7/ dx
2+ +1 < 1>2 3
T+

d(m+1) (33-1-1)
donc / du = / 2 = —1 arctan 72 +c=
2+ x+1 1\? 3 V3 V3

(”f 2> 13 53

Calculer l'intégrale suivante: [ ————
alculer I'intégrale suivante /x2+3x—4

/ dx _/ dx
224+ 3c—4 ( 3)2 25

T+ -

Posons g () = (:c + 2) =dg(z) =g (z)de =dx

fier )

22 +3x —4 3\ 2

2 4

)G

+c==-In

5 ) ()]0
2 2 2

Changement de variable

Si le calcul de [ f (x)dx n’est pas immédiat, le résultat peut étre obtenu
en changeant la variable = en la variable ¢ a ’aide de la transformation
x = @ (t) et 'intégrale devient /f (x)dz = /f (o ()¢ (t)dt

Vadz
z+1°

d
Posons x = t? = dz = 2tdt et /\/i:lc devient
T

Exemple: Calculer l'intégrales suivante:



Vada /2t2dt 2/(t2+1—1)dt

c+1  Je¥r1- 241

dt
2 [dt—2 | —— =2t —2arctant + c.
241

Intégration par partie
La méthode d’intégration par partie est basée sur la formule de la
différentielle du produit de deux fonctions d’une variable : u (z) = u et
v(z) =wv.
Supposons que f (z) = u (x) dv (x) ot les fonctions u (z) et v (x) sont
dérivables en . On a du (z) = u (z)dz , dv(z) =0 (z)dz et

= udv + vdu alors

d (wv)
/f(x)dz :/(u(z)dv(z))d:c:u(x)v(m)ffv(z)du(z) = uwv — [vdu.

Quelques exemples d’intégrales par partie
Calculer les intégrales suivantes

1) /xlnxdx

d 2
Posonsuzln:cetdv:xda?édu:—xetv:%7
T
2 2 2
donc /zlnzdx:%lnxffgdx: %lnx7%+c'

En général on utilise la méthode d’intégration par partie pour calculer
les intégrales /x" Inxdz, ot m € R en prenant

u=Inx et dv = z"dx.

2) [ ze3%dx

3z
e
Posons u = x et dv = €3*dx = du = dx et v = 5
3z 3z
x e x e
donc [ ze®dr = e — [ —dx = e — — +c
3 J 3 3 9

En général on utilise la méthode d’intégration par partie pour calculer
les intégrales/x"‘eﬁﬂ”dx, ou a € N*, 6 € R en prenant
u=z% et dv = ePdx.

3) /ex cos 2zdx

sin 2z
Posons u = €* et dv = cos2xdx = du = e®dx et v = 5
e’ e’ sin 2z

donc /e”” cos 2xdx = 5 sin 2x — f — x.
On utilise la méthode d’intégration par partie une autre fois

sin 2x —cos2x
Posons u = €* et dv = dx = du = e*dx etv:T,

e’ sin 2z —e* e” cos 2x

f Tdm = 4 COSQQ: + f T, d’Ou



v 2
e® cos 2xdx = %Sian—I— %cosQw—fm

1 dzx,

et /e"’”costdx = % %sian—l— Zcos?x) +c

En général on utilise la méthode d’intégration par partie pour calculer

les intégrales /eo‘z cos fxdx, ol (/e‘m sin Bxdx) avec o, 8 € R* en prenant

u=e** et dv = cos fxdz ou (sin frdx).

4) /de
/de:/

(VI—22) (VI—a?

arcsin x dr = arcsinx

—/dex
V1 — a2

dz par la méthode de 'intégration par

dx = du = dx et v = —V/1 — 22,

22
B /\/1 — 2
T
Calculons l'intégrale / r——
8 V1—2z?
T
artie en posant u = z et dv = ——
p p 22
22
donc /7031‘ =—zV1—-22+ /\/1 — z2dzx,
V1—22
d’ou /\/1 — 22dx = arcsinx + zv1 — 22 — /\/1 — x2dx
1
/\/1 — 22dx = 3 (arcsinm +zv1— a:Q) +ec

Remarque

anrl
/ﬁdﬂf, OunEN),
par la méthode de 'intégration par partie en posant

w= 12" et dv = ————dz = du = (n+1)z"dz et v=—V1— 2.
V1—2?

On calcule toujours les intégrales (

5) /x arcsin zdz

1 x?
Posons u = arcsinz et dv = zdx = du = ——=dx et v = =5

V1—22

2 2
donc /x arcsin xdr = z arcsinx — /xidx =
2 2v/1 — 2
2
T

1
3arcsinx— 3 <—x\/1 —22+ [ V1 —xQdm> +c

On calcule toujours les intégrales (/x” arcsinzdz, ou n € N) ,

par la méthode de 'intégration par partie en posant

1 n+1
u = arcsinz et dv = 2"dx = du = ——=dr et v = ——, d’ou
V1 —z2 n+1
d xn-l—l x”+1 1 d
™ arcsin xdxr = arcsineg — [ ———————=dx =
/ n+1 /(n—l—l)\/l—ac2

P [ g [



ke . " T
arcsin x — (7

—dz
n+1 n+1) /1 — 22

On utilise la méme méthode pour le calcul de < / x™ arccos xdx, ol n € N) ,

6) /x arctan xdx

1 2
Posons u = arctanx et dv = xdx = du = ——dzr et v = z—,
14 2 2
z? x?
donc /z arctan xdx = — arctanx — /7@:
2 2(1+22)
22
Calculons / mdm
2 1 — 1
/xidm /x + /dm / = x — arctan zx,
(14 22) (1+ 1+
d’ou /:13 arctan xdx = ? arctanx — 3 (x — arctan x) +ec.

7) /x cos xdx
Posons u = x et dv = cosxdx = du = dx et v =sinx,

donc /xcosxdxzxsinx—/sinmdmzxsinx—i—cosa:—l—c

On calcule toujours les intégrales (/x” sin xdx, ol /:E" cosxdx, mn € N*> ,

par la méthode de 'intégration par partie en posant
u=z" et dv =sinadzr ot dv = coszdr = du = na" 'dx et v = — cos z,
oll v = sinx, et on recommence par la méme méthode jusqu’on arrive a

T sin zdx ol /33 cos xdx.

Intégrale de fonctions rationnelles
Calcul des intégrales de la forme / R (x)dz, R(z) est une fonction

P (z)
Q (z)
et en supposant que ces polynémes n’ont pas de racines communes, donc on
a deux cas:

1¢" Cas: degrés de P (x) < degrés de @ (), alors

rationnelle qui s’écrit de la forme ou P (z) et @ (z) sont des polyndmes,

P
1) Si Q (x) = (x —a)™, m € N*, alors on peut écrire 0 Exi de la forme:
T
P(x): O‘mm+ Qym— ,1n1+ L,
Q(x) (z—a) (z —a) (x—a)
ol am, Qpm_1, ..., sont des constantes réelles & déterminer.
A Om—1 a1
7mdx+/7dx+ +/ dx =
Q /(m—a) (z —a)" (x —a)
1 1
— + 1 — +..+talnjz—a|l+c
"(1-m)(z—a) (2-m)(z—a)



Exemple: Calculer les intégrales suivantes

4 A
/7dx =4ln|z — 2| + ¢, alors /7d:c =Aln|z—al+c
(x —2) (x —a)
3 -3
5dr = + ¢,
(x+1) z+1
1 / A d A +
alors ~dr = — c,
(@ —a)" (1—m)(z—a)™"
ol m est un nombre naturel > 2
2
x
La fraction ( 3 beut étre décomposée de la manicre suivante:
22 +1 ag a9 oq

-0 -1 -1 @ P

Pour trouver les constantes «q, a9, ag, on utilise une méthode simple qui
est la suivante:

On voit que Q (z) = (z — 1)® ’annule au point z = 1.

Commengant par ag : On multiplie les deux cotés de ’équation (E) par
(x — 1)3 et puis on remplace z par 1, on trouve as = 2.

Pour trouver oy, as on remplace x dans 1’équation (E) par n’importe

quel nombre réel différent de 1, par exemple on prend x =0 et z = 2,

on trouve respectivement les équations —
1=-24ay—aretb=24+ay+a;,dota; =1et ay =2

(24+1) 2 2 o
/(x—1)3d$_/(x—1)3d$+/(x_1)2dx+/(xl)dx_
1 1
,22@71)2—Q(x_1)+ln|x71|+c.

2) SiQ(z) =(z—a)’ (z-b)7,

alors on peut écrire (2 de la forme:
@ Q (x) 5
P(x Qy Op—1 oy q
= + + ot + +
Q) (z—a)f (z—a)f " (x—a)  (z-b)*
ﬂqfl ﬁl

— T + ...+ CEDR alors

(z—b)
/g%id;v:/(xf%)pdx—k/(xi[pa)lpldx—i—...—i-/(xoqa)dx_i_
/(x _qb)qder/(xqb)lqlder...+/(xﬁ_1b)dx

Exemple

1
Calculer / *dw
(z—1)"(z+2)
1
La fraction Lpeu‘c étre décomposée de la maniére suivante:

(@ —1)*(z+2)




z+1 A B C
2 = 3 T + e
(z-1@+2) (@-1)° (@-1) (2+2)
Pour trouver les constantes A, B, et C' on met les fractions au dénominateur
commun et égalons les numérateurs, ou on utilise la méthode suivante:
Pour trouver A on multiplie les deux cotés de 1'égalité * par (x — 1)2 , et puis

2

on remplace x par 1, alors A = —

Pour trouver C' on multiplie les deux cotés de 1’égalité * par (x + 2), et puis
-1

on remplace x par -2, alors C = —.

Pour trouver B on remplace x dans les deux cotés de I’égalité * par n’importe
quel nombre réel différent de 1 et -2, par exemple prenant z = 0.

1
On trouve ’équation suivante: — = 5 B - 1—8 d’ou B =

9
/mdm:/?@méﬂ 5 | ey -

1
+§ln|x71|f§1n\x+2|+c.

3(x-1)
P A B

3) Si (z) =— vt , ol les racines du dénominateur sont
Qz) ax*+pr+~y

complexes.

Exemple

T —2
Calculer /md@

On voit que les racines du dénominateur 3z% + 4z + 2 sont complexes, et la

dérivée de 3z2 44z +2 est 6x+4,alors on peut écrire la fraction

322 + 4+ 2
de la forme:
x—2 1 6x + 4 8
== — , donc
3x2+4rx+2 6 \3z2+4x+2 3(3z2 +4z+2)
/7:6_2 dx—l/76x+4 dx—§/ ! dr =
322 +4x+2  6) 322 44a+2 3 (\/3 2)2 9
T+ —=| +3
V3 3
1 1
fln‘3x2+4m+2|—§ 5 dx.
6 3 (\/3 2) 2
T+ —| +3
V3 3
Calculons maintenant cette derniére intégrale:
2
Posons g (z) = (\/gx + \/§> = dg (z) = V/3dz,
1 1
/ 5 dx:—/ V3 5 dxr =
<\/§x+2) 2 v <\/§x+2) +2
V3 3 V3 3
1 2
V3 < V3 1 ﬁ( 2)
—~= arctan ————— + ¢ = — arctan — \/gx—i—— + ¢, donc
V2 7 e m Y
V3 V3

10



Tz —2 1 9

cP(x) P ()
V06w o (e 1 e )
sont complexes.

Exemple

2\% arctan g (\/§x + j?:) +ec.

, oll les racines du dénominateur

3
Calculer / 237 +d dx
(x+1)" (22 4 2z +2)
On voit que les racines dugdénominateur 22 + 22 + 2 sont complexes.
alors la fraction ;C 4 peut étre décomposée de la maniére
(x+ 1) (22 4+ 22+ 2)
ivante: z° +4 A n B L Cz+ D
sulvante: (x N 1)2 (x2 + 20+ 2) (.%' + 1)2 (x + 1) (m2 + 92z + 2)
Pour trouver les costantes A, B, C et D, on met les fractions au dénominateur
commun et égalons les numérateurs.ou on utilise la méthode suivante:
Pour trouver A on multiplie les deux cotés de 1’égalité * par (x + 1)2 , et puis
on remplace x par —1, alors A =3
Pour trouver B,C et D on remplace = dans les deux cotés de 1’égalité x par
trois nombres réels différents de —1
Si on pose par exemple z = 0,z = 1, £ = —2 nous trouvons un

systéme d’équations
D

2=3+B+ 5

1 3 B C+D

9_3_py_tP

Les solutions de ce systéme est: B=3, C = —2et D = —8.

344 2
Donc/ 2x + dz :/ 3 2dz+/ 3 dzf/f7+8dx
(z+1)% (22 + 22 + 2) (z+1) (z+1) (22 + 22 +2)

Puisque la dérivée de x2 + 2z + 2 est 2z + 2,

/ 2z +8 d / 2z + 2 4 / 6 d
————dr = | —————dz ———dx =
(2 + 22 4 2) (2% + 2z +2) (z+1)°+1
In (2? + 2z + 2) + 6arctan (z + 1) + ¢
344 -3
/ ;j i dr = + 3|z +1| —In|2? + 2z + 2| -
(x+1)" (22422 +2) (z+1)
Garctan (z + 1) +c .
2éme Cas: degrés de P (x) > degrés de Q (z), alors
En utilisant la division Euclidienne de P (z) par @ (z) suivant les
P (z)
Q (z)

puissances décroissantes, on peut représenter la fraction comme

la somme d’un polynéme et d’une fraction
P (z) B (x)
=A(z)+ ,
Q@ 0w
ol B(x) est un polynome de degrés < degrés de Q ().
Exemple

11



4
1
Calculer / Ldaz
24+ —2

On a d’aprés la division Euclidienne de z* + 1 par z? + 2 — 2 suivant
les puissances décroissantes:

zt 41 9 —bx + 7
—_— = — _— d7 ¥
(22 +2—2) o $+3+:L“2—|—x—2’ ot
zt 41 —bx + 7
T gp= | (2 —w+3)d _orr gy
/m2+m—2x /(33 7 +3) :c+/z2+17723?
On a —dx + 7 _ =5 2z + 1 n 9
24+x—-2 2 224+x-2 2(@2+z-—2)
5w+ 7 5, 19 1
x+2> T
()
5, 19 1 2) 2 5, 19 |z-1
2 2 2
zt 41 3 2 -5 9 19 r—1
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