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Cours 7

Martingale et temps d�arrêt
Une martingale et caractérisée par l�égalité E (Xm j Fn) = Xm^n: Il est na-

turel de se demander si cette égalité est encore valable pour deux temps d�arrêt
T et S au lieu de deux constantes m et n. Le théorème d�arrêt de Doob répond
à cette question sous certaines conditions.
On se donne un espace de probabilité �ltré (
;F ;F; P ) où F =(Fn)n2N :

Dé�nition 1 Soit (Xn)n2N un processus F�adapté et T un F�temps d�arrêt.
On note XT l�application dé�nie pour chaque ! 2 
 par XT (!) = XT (!) (!) :

Lemme 2 L�application XT et FT�mesurable.

Preuve. Soit B 2 B (R) et n un entier naturel

fXT 2 Bg \ fT = ng = fXn 2 Bg \ fT = ng 2 Fn

qui entraîne fXT 2 Bg 2 FT et donc XT est FT�mesurable.

Proposition 3 Soit (Xn)n2N une F�martingale et T un F�temps d�arrêt borné
par m 2 N. Alors XT est intégrable et E (XT ) = E (X0) :

Preuve. Vu que T � m; alors fT � mg = 
 et donc XT =
mP
k=0

Xk1IfT=kg et

donc

E (jXT j) �
mX
k=0

E (jXkj) 1IfT=kg �
mX
k=0

E (jXkj) < +1;
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ce qui achève l�intégrabilité de XT : Montrons que E (XT ) = E (X0) :

E (XT ) =
mX
k=0

E
�
1IfT=kgXk

�
=

mX
k=0

E
�
1IfT=kgE (Xm j Fk)

�
=

mX
k=0

E
�
E
�
1IfT=kgXm j Fk

��
=

mX
k=0

E
�
Xm1IfT=kg

�
= E (Xm)

= E (X0) :

Théor me 4 (d�arrêt de Doob :cas �ni) Soient (Xn)n2N une F�martingale,
S et T un F�temps d�arrêt bornés par une constante m 2 N et tels que S � T:
Alors E (XT j FS) = XS p.s.

Preuve. Soit A un élément de FS: On dé�nit la variable aléatoire R comme
suit

R = S1IA + T1IAc :

Cette variable aléatoire est un F�temps d�arrêt borné par m. En e¤et,

fR = ng = fS1IA = ng [ fT1IAc = ng
= (A \ fS = ng) [ (Ac \ fT = ng) 2 Fn

Car : A \ fS = ng 2 Fn par la dé�nition de FS et Ac \ fT = ng 2 Fn puisque
Ac 2 FS � FT :
Montrons maintenant que E (XT j FS) = XS p.s.
Grace à la proposition précidente on a

E (XR) = E (X0) = E (XT ) :

et on a aussi

E (XT ) = E (XT1IA +XT1IAc) = E (XT1IA) + E (XT1IAc)
E (XR) = E (XS1IA +XT1IAc) = E (XS1IA) + E (XT1IAc)

D�où E (XS1IA) = E (XT1IA) ce qui signi�e que E (XT j FS) = XS p.s.
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Dé�nition 5 Soit (Xn)n2N un processus stochastique et (Tn)n2N une suite crois-
sante de temps d�arrêt �nis. La suite (XTn)n2N est appelée un échantillonnagede
(Xn)n2N :

Le théorème suivant (admis) montre que si la suite (Tn)n2N est croisssante,
alors l�échantillonnage (XTn)n2N de la mrtingale (Xn)n2N est encore une martin-
gale sous certaines conditions.

Théor me 6 (d�échantillonnage) Soit (Xn)n2N une F�martingale (resp. sous-
martingale, sur-martingale). Si (XTn)n2N est un échantillonnage de (Xn)n2N tel
que :
i) 8n 2 N; E (jXTnj) <1;
ii) lim supN E

�
jXnj 1IfTn>Ng

�
= 0; n 2 N;

alors (XTn)n2N est une F�martingale (resp. sous-martingale, sur-martingale).

Proposition 7 Sous chacune des conditions suivantes :
1) 9k 2 R�+ tel que jXnj � k p:s:; n 2 N:
2) 8n 2 N;9kn 2 N tel que Tn � kn p:s:;
les hypothèses du théorème d�échantillonnage sont véri�ées.

Preuve. 1) Supposons que la condition 1) de la proposition précidente est
véri�ée. On a

fjXTnj > kg =
[
i2N

(fTn = ig \ fjXij > kg) �
[
i2N

fjXij > kg ;

donc 0 � P (fjXTnj > kg) �
S
i2N
P (fjXij > kg) = 0; ceci implique que jXTnj � k

p:s:, d�où la prmière conditions du théorème d�échantillonnage E (jXTnj) � k <
1: On va maintenant prouver la deuxième condition. Or la suite d�évenements
(fTn > Ng)N2N converge en décroissant vers fTn = +1g donc

lim
N!+1

P fTn > Ng = P
 \
N2N

fTn > Ng
!
= P (fTn = +1g) = 0;

puisque Tn est �ni p:s:, et 0 � limN!+1 E
�
jXnj 1IfTn>Ng

�
� k limN!+1 P fTn > Ng =

0; d�où lim supN E
�
jXnj 1IfTn>Ng

�
= 0; qui est la deuxième conditions du théo-

rème d�échantillonnage.
2) Supposons maintenant que la condition 2) est véri�ée. D�abord, il su¢ t

de remarquer que XTn �
knP
i=0

Xi1IfTn=ig et donc jXTnj �
knP
i=0

jXij et E (jXTnj) �
knP
i=0

E (jXij) < +1: Et en�n, pour N � kn on a bien E
�
jXnj 1IfTn>Ng

�
= 0; ce qui

termine la preuve de la proposition.
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Corollaire 8 Soit T un F�temps d�arrêt. Si (Xn)n2N est une F�martingale
(resp. sous-martingale, sur-martingale), alors le processus arrêté au temps T ,
soit (XT^n)n2N est une F�martingale (resp. sous-martingale, sur-martingale).

Preuve. On a déjà vu que chaque variable aléatoire T ^ n est un temps
d�arrêt borné par n, et comme la condition 2) de la proposition précidente est
véri�ée avec kn = n; le théorème d�échantillonnage donne la conclusion.
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Cours 8.

Convergence des martingales
Inégalités remarquables
Di¤érentes inégalités remarquables sont utilisées dans l�étude des resultats

de convergence de martingales. En voici quelques-unes.

Lemme 9 (première inégalité maximale de Doob) Si X est une sous-
martingale et � > 0, on a

�P

�
sup
k�n

Xk � �
�
� E

�
Xn1Ifsupk�nXk��g

�
:

Preuve. On pose A =
�
supk�nXk � �

	
; A0 = fX0 � �g et pour chaque

0 < k � n; Ak = fX0 < �; :::; Xk�1 < �;Xk � �g : Il est facile de voir que
Ak 2 Fk et donc 8 0 < k � n;

E (Xn1IAk) � E (Xk1IAk) � �P (Ak) :

et comme A =
nS
k=0

Ak; on a �nalement

E (Xn1IA) =
nX
k=0

E (Xn1IAk) � �
nX
k=0

P (Ak) = �P (A)

c�est-à-dire

�P

�
sup
k�n

Xk � �
�
� E

�
Xn1Ifsupk�nXk��g

�
:

La preuve du lemme est terminée.

Lemme 10 (technique) SiX et Y sont deux variables aléatoires positives telles
que 8� > 0; �P (X � �) � E

�
Y 1IfX��g

�
: Alors 8p > 1 et q = p

p�1 ; on a

kXkp � q kY kp(i.e [E (Xp)]
1
p � q [E (Y p)]

1
p ):

Preuve. Posons G =
+1R
0

p�p�1P (X � �) d� etD =
+1R
0

p�p�2E
�
X1IfX��g

�
d�:

L�hypothèse �P (X � �) � E
�
Y 1IfX��g

�
implique que G � D: Comme

G =

+1Z
0

p�p�1

0@Z



1IfX��gdP

1A d� = Z



dP

XZ
0

p�p�1d� =

Z



XpdP
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et

D =

+1Z
0

p�p�2

0@Z



Y 1IfX��gdP

1A d� = Z



Y dP

XZ
0

p�p�2d� =

Z



Y qXp�1dP

L�inégalité G � D s�écrit donc
R



XpdP �
R



Y qXp�1dP: D�où

E (Xp) � qE
�
Y Xp�1� � q kY kp 

Xp�1



q
= q kY kp

�
E
�
Xp�1�� 1q :

Donc (E (Xp))1�
1
q � q kY kp : Finalement, kXkp = (E (Xp))

1
p = (E (Xp))1�

1
q �

q kY kp :

Proposition 11 (Inégalité maximale de Doob dans Lp): Si X est une sous-
martingale positive, pour p > 1, et q = p

p�1 ; soit
1
p
+ 1
q
= 1; on a :



supk�nXk




p
�

q kXnkp :

Preuve. Si X est une sous-martingale et � > 0, on a d�après la première
inégalité maximale de Doob

�P

�
sup
k�n

Xk � �
�
� E

�
Xn1Ifsupk�nXk��g

�
:

Posons X = supk�nXk et Y = Xn; l�inégalité précidente s�écrit �P (X � �) �
E
�
Y 1IfX��g

�
: Le lemme technique implique alors que kXkp � q kY kp ; c�est-à-

dire


supk�nXk




p
� q kXnkp ce qui termine la preuve.

Théor me 12 (Inégalité de Kolmogorov) Si (Xn)n2N� est une F�martingale
de carré intégrable et � > 0; on a pour tout n � 1 :

P

�
sup
1�k�n

jXkj � �
�
� 1

�
E
�
X2
n

�
:

Preuve. Il su¢ t de remarque que (X2
n)n2N� est une sous-martingale positive

et que

P

�
sup
1�k�n

X2
k � �2

�
= P

�
sup
1�k�n

jXkj � �
�

on obtient donc compte tenu la première inégalité maximale de Doob

P

�
sup
1�k�n

jXkj � �
�
= P

�
sup
1�k�n

X2
k � �2

�
� 1

�2
E
�
X2
n1Ifsupk�nX2

k��g
�

� 1

�2
E
�
X2
n

�
:
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ce qui termine la preuve.

Convergence des martingales L2

On va exposer dans la suite di¤érents résultats de convergence de martingales

Théor me 13 Soit (Xn)n2N� est une F�martingale de carré intégrable (i.e.
Xn 2 L2;8n 2 N�). Si supn2N� E (X2

n) < +1; alors (Xn)n2N� converge dans
L2 et p:s: vers une variable aléatoire X de carré intégrable. De plus pour tout
n � 1; on a Xn = E (X j Fn) :

Preuve. Remarquons d�abord que (X2
n)n2N� est une sous-martingale et donc

la suite des réels (E (X2
n))n2N� est croissante et majorée par x

� = supn2N� E (X2
n)

et donc elle converge dans R vers x�: Puisque

E [Xn+kXn] = E (E [Xn+kXn j Fn]) = E (XnE [Xn+k j Fn]) = E
�
X2
n

�
on a E

�
(Xn+k �Xn)

2� = E
�
X2
n+k

�
� E [X2

n], ainsi E
�
(Xn+k �Xn)

2� � x� �
E [X2

n] ; d�où supk E
�
(Xn+k �Xn)

2� converge vers 0 quand n tend vers +1: Ce
qui montre que (Xn)n2N� est une suite de Cauchy dans L

2 et donc Xn converge
dans L2. Soit X sa limite:
Montrons que Xn converge presque sûrement vers X. On applique l�inégalité

de Kolmogorov à la martingale (Xm+k �Xm)k2N�; on obtient

P

�
sup
1�k�n

jXm+k �Xmj � �
�
� 1

�2
E
�
(Xm+k �Xm)

2�
=
1

�2
�
E
�
X2
m+k

�
+ E

�
X2
m

��
et comme E (X2

n) converge vers E (X2) ; alors pour tout " > 0, il existe n0 2 N�
tel que pour tout m � n0; on a

P

�
sup
1�k�n

jXm+k �Xmj � �
�
� "

�2
;

et par suite,

P

�
sup
k�1

jXm+k �Xmj � �
�
� "

�2
:

Ce qui nous assure que P (f! 2 
 : Xn divergeg) = 0; et par conséquent la suite
(Xn)n2N� converge presque sûrement et sa limite ne peut être que X.
Il nous reste à montrer que Xn = E (X j Fn) p:s::
On a pour toute variable aléatoire Z de carrée intégrableZ




ZXndP !
Z



ZXdP quand n tend vers +1:
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En e¤et

kZXn � ZXk � kZk2 kXn �Xk ! 0 lorsque n ! +1:

En particulier, si on prend Z = 1IA où A 2 Fn; on arrive àZ
A

XndP !
Z
A

XdP quand n ! +1:

et pour tout k � 1; on aZ
A

Xn+kdP =

Z
A

E (Xn+k j Fn) dP =
Z
A

XndP

d�où, on fait tendre k vers +1Z
A

XndP =

Z
A

XdP =

Z
A

E (X j Fn) dP

Cette dernière inégalité étant vraie pour tout A 2 Fn; on en déduit Xn =
E (X j Fn) P � p:s:
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Cours 9.

Convergence des martingales L1

Nombre de traversées ascendantes d�un
processus stochatique à travers le seg-
ments [a; b] :
Soient a et b deux nombres réels avec a < b et (Xn)n2N� un processus stochas-

tique. Pour chaque réalisation ! (! 2 
), on pose T0 (!) = inf fn 2 N� : Xn (!) � ag
et on dé�nit alors,

T1 (!) = inf fn 2 N� : Xn (!) � ag ;
T2 (!) = inf fn 2 N� : n > T1 (!) et Xn (!) � bg ;

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

T2k�1 (!) = inf fn 2 N� : n > T2k�2 (!) et Xn (!) � ag ;
T2k (!) = inf fn 2 N� : n > T2k�1 (!) et Xn (!) � bg ; etc....

Notons que la suite des temps d�arrêt (Tk)k2N est la suite des temps successifs
où la suite (Xn)n2N� croise l�intervalle [a; b] ; appelées passage au niveau (a; b) :
Le temps d�arrêt Tk peut être in�ni, Tk = +1 s�il n�existe pas de n > Tk�1 et
tel que Xn � a où Xn (!) � b: Il est claire que la suite (Tk)k2N est croissante et
satisfait Tk � k pour chaque k 2 N:
Dé�nissons pour m � 1; la suite des nombres de passage au niveau (a; b) de

(Xn)n2N� ; soit

Um (a; b) = card (fn 2 N� : n et impair et Tn � mg) :
c�est-à-dire que 2Um (a; b) variable de la suite (Tn)n2N sont dans [0;m] ; précise-
ment les variables T0; T1; :::; T2Um(a;b)�1:
Notons que la variable aléatoire Um (a; b) représente alors le nombre de traver-

sée ascendantes de (Xn)n2N� et la suite (Um (a; b))m2N� est une suite croissante.

Théor me 14 (de passage à niveau de Doob) Soient a et b deux nombres réels
avec a < b et (Xn)n2N� un processus stochastique. Pour tout entier m non nul :
1) Si (Xn)n2N� est une sous-martingale, alors

(b� a)E (Um (a; b)) � E (Xm � a)+ :
2) Si (Xn)n2N� est une sur-martingale, alors

(b� a)E (Um (a; b)) � E (Xm � a)� :


