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Cours 7

Martingale et temps d’arrét

Une martingale et caractérisée par Pégalité E (X, | F,) = Xyuan- 1l est na-
turel de se demander si cette égalité est encore valable pour deux temps d’arrét
T et S au lieu de deux constantes m et n. Le théoréme d’arrét de Doob répond
a cette question sous certaines conditions.

On se donne un espace de probabilité filtré (2, F,F, P) ou F = (F,)

neN *

Définition 1 Soit (X,,),.y un processus F—adapté et T un F—temps d’arrét.
On note Xt Uapplication définie pour chaque w € €2 par Xr (w) = Xp) (w) -

Lemme 2 L’application X1 et Fr—mesurable.
Preuve. Soit B € B(R) et n un entier naturel
{XreB}n{T=n}={X,eB}n{l'=n}eF,
qui entraine { Xy € B} € Fr et donc Xr est Fr—mesurable. m

Proposition 3 Soit (X,,), oy une F—martingale et T un F—temps d’arrét borné
par m € N. Alors Xr est intégrable et B (Xr) = E (X)) .

Preuve. Vu que 7' < m, alors {T' < m} = Q et donc Xp = Y XjIjp_py et
k=0

donc
m

E (| X7]) SZ (| Xk]) Tyr=py Z (| X&) < +o0,
k=0

k=0
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ce qui achéve lintégrabilité de X7. Montrons que B (X7) = B (Xo) .
E(Xr) = i B (L) X&)
= i E (L= B (X | Fi))
— zm: E (B (Lir—y Xm | Fr))

3B (Xalge)

Théorlme 4 (d’arrét de Doob :cas fini) Soient (Xy,), . une F—martingale,
S et T un F—temps d’arrét bornés par une constante m € N et tels que S < T.
Alors B (Xr | Fs) = Xg p.s.

Preuve. Soit A un élément de Fg. On définit la variable aléatoire R comme
suit

R = S]IA ‘I—T]IAC.

Cette variable aléatoire est un F—temps d’arrét borné par m. En effet,

{R=n}={51s=n}U{TT e =n}
=(An{S=nhHUuA°N{T =n}) e F,

Car : AN{S =n} € F, par la définition de Fg et A°N{T =n} € F, puisque
Ac e Fg C Fr.

Montrons maintenant que E (X7 | Fs) = Xg p.s.

Grace a la proposition précidente on a

E(Xg)=E(Xo) =E(X7).
et on a aussi

E (XT) =E (XTI[A + XT]IAC) =E (XTI[A) +E (XTI[Ac)
E(Xg) =E(Xsly+ Xrlix) = E(Xslla) + B (Xpl4)

D'ou E (Xgl4) =E (Xr14) ce qui signifie que E (X7 | Fs) = Xg p.s. m
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Définition 5 Soit (X,,), .y un processus stochastique et (T),), oy une suite crois-
sante de temps d’arrét finis. La suite (X7,), oy est appelée un échantillonnagede

(Xn)pen -

Le théoréme suivant (admis) montre que si la suite (7)), est croisssante,
alors 'échantillonnage (X7, ), oy de la mrtingale (X)), oy est encore une martin-
gale sous certaines conditions.

Théorlme 6 (d’échantillonnage) Soit (X)), .y une F—martingale (resp. sous-
martingale, sur-martingale). Si (Xr,), cn €st un échantillonnage de (X,), oy tel
que :
i)Vn e N, E (| Xz,]) < oo,

i) limsupy B (| X,,| Liz,>ny) =0, n €N,

alors (Xt,),.en €5t une F—martingale (resp. sous-martingale, sur-martingale).

neN

Proposition 7 Sous chacune des conditions suivantes :
1) Ik € RY tel que | X,| <k p.s.,neN.
2)¥n € N, 3k, € N tel que T,, < k, p.s.,

les hypothéses du théoréme d’échantillonnage sont vérifiées.

Preuve. 1) Supposons que la condition 1) de la proposition précidente est
vérifiée. On a

{1Xz,| >k} = J{ T =} n {1 > k}) < (J{1X] > &},
ieN ieN
donc 0 < P ({| X, | > k}) < U P ({|X;| > k}) =0, ceci implique que |Xr,| < k
ieN
p.s., d’ot la prmiére conditions du théoréme d’échantillonnage E (| X1, |) < k <
00. On va maintenant prouver la deuxiéme condition. Or la suite d’évenements
({7, > N}) yey converge en décroissant vers {7, = +o0} donc

lim P{T,>N}=P (ﬂ {Tn>N}> — P({T}, = +o0}) = 0,

N—+400
NeN

puisque T, est fini p.s., et 0 < limy_, o E (\Xn| ]I{Tn>N}) < klimy_0o P{T,, > N} =
0, d’out limsupy E (|Xn| L7, N}) = 0, qui est la deuxiéme conditions du théo-
réme d’échantillonnage.

2) Supposons maintenant que la condition 2) est vérifiee. D’abord, il suffit

kn kn
de remarquer que X7, < > X;Iip,—;y et donc | X, | < D7 |Xi| et E(|X7p,]) <
i=0 i=0

kn
> E(]X;]) < +o0. Et enfin, pour N > k, on a bien E (|X,,| Ijz,~n}) = 0, ce qui
i=0

termine la preuve de la proposition. m
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Corollaire 8 Soit T un F—temps d’arrét. Si (X,), oy est une F—martingale
(resp. sous-martingale, sur-martingale), alors le processus arrété au temps T,
501t (X1an),ey €5t une F—martingale (resp. sous-martingale, sur-martingale).

Preuve. On a déja vu que chaque variable aléatoire T' A n est un temps
d’arrét borné par n, et comme la condition 2) de la proposition précidente est
vérifiée avec k, = n, le théoréeme d’échantillonnage donne la conclusion.
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Cours 8.

Convergence des martingales
Inégalités remarquables

Différentes inégalités remarquables sont utilisées dans ’étude des resultats
de convergence de martingales. En voici quelques-unes.

Lemme 9 (premiére inégalité maximale de Doob) Si X est une sous-
martingale et X\ > 0, on a

AP (sup Xy > )\) <E (Xnﬂ{supkgnxkzx}> :

k<n

Preuve. On pose A = {supkgn X > )\} , Ao = {Xo > A} et pour chaque
0 <k <n A = {Xo< A ..., X1 <\ X > A}, 1l est facile de voir que
AL € Fretdonc V0 <k <n,

E(X,14) > E(X:Ia) > AP (Ay) .

n
et comme A = |J Ay, on a finalement
k=0

E(X,1,) = ZEX]IAk >/\ZP (Ar) = AP (A)

c’est-a-dire
AP <sup Xy > )‘> <E (Xn]l{supk< sz)\}> '

k<n

La preuve du lemme est terminée. m

Lemme 10 (technique) Si X etY sont deux variables aléatoires positives telles
que YA > 0, AP(X > )) < E(Y]I{XZ,\}). Alors Vp > 1 et q = p% on a

1
, 1 1
X1, < q Y], (e [E (X”H” < q[EY7)]r).
Preuve. Posons G = f pNPTIP (X > N d\et D = f PAP2E (X Txsy) dA.
L’hypothése AP (X > \) < E (Y]I{X»}) implique que G < D. Comme

+o0 X

G = /p)\pl /]I{XZ,\}CZP d)\:/dP/p)\pld)\:/Xde

0 Q Q 0 Q
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et
+00 X
D= / pAP—2 / YixsndP | d\ = / YdP / pAPT2dN = / YgXPldP
0 Q Q 0 Q

Linégalité G < D s’écrit donc [ XPdP < [Y¢qXP~'dP. D’ou
Q Q

1
E(X?) < gB(YXP) <qlIY], ||[X*]|, = alY]l, (B(X"71))7.

Done (E(X?))'"1 < q[|Y]|,. Finalement, ||X]|, = (B(X?))? = (B(X?))'77 <
q ||Y||p . n

Proposition 11 (Inégalité maximale de Doob dans L?). Si X est une sous-
martingale positive, pourp > 1, et q = p%l, soit %—i—% =1,ona: Hsup,cSn Xk”p <
q[1Xall, -

Preuve. Si X est une sous-martingale et A > 0, on a d’aprés la premiere
inégalité maximale de Doob

AP (sup Xy 2 A) <B (XM, x20))

k<n

Posons X = sup,., Xz et Y = X,,, 'inégalité précidente s’écrit AP (X > \) <
E (YI{x>)}) . Le lemme technique implique alors que X1, < qlY]l,, cest-a-
dire ||sup.<, Xka < q|[| X[, ce qui termine la preuve. m

Théorlme 12 (Inégalité de Kolmogorov) Si(Xy), . est une F—martingale
de carré intégrable et A > 0, on a pour toutn > 1:

P ( sup |Xi| > A) < %E (X7).

1<k<n

Preuve. 11 suffit de remarque que (X?2), . est une sous-martingale positive
et que

P(sup X,fZV)zP(sup |Xk|2/\)

1<k<n 1<k<n

on obtient donc compte tenu la premiere inégalité maximale de Doob

P(sup \Xk|2)\>:P<sup X,fZ)\Q)

1<k<n 1<k<n
1 2
< 578 (XM, o))
1 2
S _EE}(X%)'

>
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ce qui termine la preuve. m

Convergence des martingales L:

On va exposer dans la suite différents résultats de convergence de martingales

Théorlme 13 Soit (X)), .. est une F—martingale de carré intégrable (i.e.
X, € L?,Vn € N*). Si sup,en- B (X2) < +o00, alors (X,), oy converge dans
L? et p.s. vers une variable aléatoire X de carré intégrable. De plus pour tout
n>1,onaX,=E(X|F,).

Preuve. Remarquons d’abord que (X?2),, .- est une sous-martingale et donc
la suite des réels (B (X?2)), oy €st croissante et majorée par z* = sup,,cn- E (X?)
et donc elle converge dans R vers z*. Puisque

E [ Xn:Xn] = B(E [ XpuXy | Fo]) =B (XLE [ Xk | Fo]) = E (Xz)

on a B[(Xo — X,)°] = E[X2,,] — E[X2], ainsi E[(Xpp — X,)?] < 2% —
E[X2], d’ou sup, B [(Xpik — Xn)Q] converge vers 0 quand n tend vers 4+o00. Ce
qui montre que (Xy), .y~ est une suite de Cauchy dans L? et donc X,, converge
dans L2. Soit X sa limite.

Montrons que X,, converge presque stirement vers X. On applique I'inégalité
de Kolmogorov & la martingale (X415 — Xp),cn- On obtient

1
P ( sup ‘Xerk - Xm‘ > )\) < EE [(Xerk - Xm)Q}

1<k<n
1

= L B(X2,) +B(x2)]

et comme B (X?2) converge vers E (X?), alors pour tout € > 0, il existe ng € N*
tel que pour tout m > ng, on a

€
P ( sup | Xppr — Xon| > /\) < N2

1<k<n

et par suite,

19
P (igple—f—k — Xl > A) < ’eh
>1

Ce qui nous assure que P ({w € : X,, diverge}) = 0, et par conséquent la suite
(Xn)neN* converge presque sirement et sa limite ne peut étre que X.

I1 nous reste a montrer que X,, = E (X | F,) p.s..

On a pour toute variable aléatoire Z de carrée intégrable

/ZXndP — /ZXdP quand n tend vers + oo.
Q Q
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En effet
12X, — ZX| < |1 Z|1* |X,, — X|| — 0 lorsque n — +o0.

En particulier, si on prend Z = 14 o A € F,,, on arrive a

/XndP—>/XdP quand n — 4+ oo.
A A

et pour tout £k > 1, on a
/Xn+de = /E(X,Hk | Fr)dP = /XndP
A A A

d’ou, on fait tendre k vers +oo

/XndP:/XdP:/E(X\fn)dP
A A A

Cette derniére inégalité étant vraie pour tout A € F,, on en déduit X, =
E(X|F,) P—ps. nm
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Cours 9.

Convergence des martingales L

Nombre de traversées ascendantes d'un
processus stochatique a travers le seg-

ments (a1

Soient a et b deux nombres réels avec a < b et (X,,),,cy. un processus stochas-
tique. Pour chaque réalisation w (w € ), on pose Ty (w) = inf {n € N*: X, (w) < a}
et on définit alors,

Ti (w) =inf{n e N*: X, (w) <a},
T (w)=inf{n e N":n>T (w) et X, (w) > b},

Top1(w) =inf{n e N*:n > Ty, 5 (w) et X, (w) <a},
Top (w) =inf{n € N*:n > Ty, (w) et X, (w) > b}, etc....

Notons que la suite des temps d’arrét (7}), . est la suite des temps successifs
ot la suite (Xy,), . croise 'intervalle [a,b], appelées passage au niveau (a,b).
Le temps d’arrét T, peut étre infini, 7, = 400 s’il n’existe pas de n > T 1 et
tel que X, < a ot X, (w) > b. Il est claire que la suite (7}),.y est croissante et
satisfait T, > k pour chaque k& € N.

Définissons pour m > 1, la suite des nombres de passage au niveau (a, b) de
(Xn) soit,

Upn (a,b) = card ({n € N* : n et impair et T,, < m}).

neN*

c’est-a-dire que 2U,, (a,b) variable de la suite (7},),,.y sont dans [0, m], précise-
ment les variables Ty, 11, ..., Toy,, (a,b)—1.

Notons que la variable aléatoire U,, (a, b) représente alors le nombre de traver-
sée ascendantes de (X,,), .- et la suite (Up, (a,))),,cn~ €st une suite croissante.

Théorlme 14 (de passage & niveau de Doob) Soient a et b deux nombres réels
avec a < b et (Xn)neN* un processus stochastique. Pour tout entier m non nul :
1) Si (Xy),en+ €5t une sous-martingale, alors

(b—a)B(Uy(a,b) <EB(X,, —a)".
2) Si (Xp),en» €5t une sur-martingale, alors

(b—=a)E U (a,b) <E(X;, —a) .



