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Exercice1:
1) Soit (Zn)n�1une suite de v.a.r. indépendantes de même loi donnée par :
P (Zn = 1) = p; P (Zn = �1) = 1 � p: On pose B0 = f;;
g et Bn = �(Z1; :::; Zn) pour
n � 1: Soit (bn)n�1 une suite de v.a. positives bornées, telles que bn soit Bn�1-mesurable
pour tout n � 1; on dé�nit un jeu en décidant que si Zn = 1, on gagne bn , et si Zn = �1;
on pert bn: Soit S0 la fortune initiale, Sn la fortune aprés le n-iéme coup.
Montrer que (Sn)n�1est une martingale si p = 1

2
; une sous-martingale si p � 1

2
; une sur-

martingale si p � 1
2
:

2)Soit (Xn)n�0 une sur-martingale pour la �ltration (Bn)n�0,
a)Soit ("n)n�0 une suite de v.a.positives et bornées, "n étant Bn�1-mesurable pour n � 1 et
"0 constante. On pose Z0 = X0; et pour n � 1 , Zn = Xn � Xn�1:Montrer que la suite
Yn = "0Z0 + :::+ "nZn est une sur-martingale.
b) Soit T un temps d�arrêt adapté à la �ltration (Bn)n�0: Montrer que le processus�
X̂n

�
n�0

= (XT^n)n�0 est une sur-martingale.

Exercice2:
Soit (Yn)n22N une suite de v.a.r. indépendantes

intégrables, avec E(Yn) = �n: On pose mn =
nX
k=1

�k, puis:

S0 = 0, F0 = f
; �g, et pour n � 1, Sn = Y1 + :::+ Yn, Fn = �(Y1; :::; Yn),
1-Montrer que Zn = Sn �mn est une martingale.

2-Si la suite Yn est de carré sommable, on pose �2n = var (Yn) et v
2
n =

nX
k=1

�2k:

Montrer que Xn = Z
2
n � v2n est une martingale.

Exercice3:
Soit (Xn)n2N une suite de v.a indépendantes. Pour a � 0; on pose:

Y an = Xn1fjXnj�ag ; m
a
n = E (Y

a
n ) et Sn =

nX
k=1

(Y ak �ma
k).

On suppose qu�il existe a � 0 tel que les séries:X
n

P (jXnj � a) ;
X
n

E (Y an ) ;
X
n

V ar (Y an ) soient convergentes.

a) Montrer que (Sn)n�1 est une martingale, en déduire que
X
n

(Y an �ma
n) converge

presque surement.
b) Montrer que

X
n

Y an converge presque sûrement.
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c) Montrer que
X
n

Xn converge presque sûrement.

Exercice4:
Soit (Xn)n2N une sMG pour la �ltration (Bn)n2N et soit (mn)n2N une suite croissante de
temps d�arrêt �nis. On pose Yn = Xmn : Montrer que les hypothèses
8n � 0; E (jYnj) < +1 et
8n � 0; lim

R
fmn>Ng

jXN j dp = 0

sont véri�ées dans les deux cas suivants:
a) Il existe M > 0 tel que pour tout n; jXnj �M P:p:s:
b)Les temps d�arrêt mn sont bornés:
8n � 0; 9kn 2 N , mn � kn P:p:s:
Exercice5: (théorème généralisé de Lebegue)
Soit (Xn)n2N une suite de v.a intégrable qui converge P:p:s vers X. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes

1)X 2 L1 et Xn
L1�!

n�!+1
X

2)La suite (Xn)n2N est uniformément intégrable.
Exercice6:
Soit H une partie de L1: les propriétés suivantes sont équivalentes:
1) H est uniformément intégrable.
2)Il existe une fonction g : R+ �! R+ telle que lim

t�!+1
g(t)
t
= +1; et sup

X2H
E [g (jXj)] < +1:

2


