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TD 3: Martingales et temps d’arrét

Exercicel:

1) Soit (Z,)n>1une suite de v.a.r. indépendantes de méme loi donnée par :

P(Z,=1)=p, P(Z, = —1) =1—p. On pose By = {0,Q} et B, = 0(Z,...,Z,) pour
n > 1. Soit (b,),>1 une suite de v.a. positives bornées, telles que b, soit B,_i-mesurable
pour tout n > 1, on définit un jeu en décidant que si Z, = 1, on gagne b, , et si Z,, = —1,
on pert b,. Soit Sy la fortune initiale, .S,, la fortune aprés le n-iéme coup.

Montrer que (S,),>1est une martingale si p = %, une sous-martingale si p > %, une sur-
martingale si p < %

2)Soit (X,,)n>0 une sur-martingale pour la filtration (B,),>o,

a)Soit (£,,),>0 une suite de v.a.positives et bornées, €, étant B,_;-mesurable pour n > 1 et
go constante. On pose Zy = Xy, et pour n > 1, Z, = X,, — X,,_1.Montrer que la suite
Y, =02y + ... + €, 7, est une sur-martingale.

b) Soit T un temps d’arrét adapté a la filtration (B,,),>0. Montrer que le processus

<Xn) = (X7an),>o €st une sur-martingale.
n>0 =

Exercice2:

Soit (Y},),,ccn une suite de v.a.r. indépendantes

neec

intégrables, avec E(Y,,) = p,,. On pose m,, = Z [y, Duis:
k=1

So=0,Fo={Q¢},etpourn>1, 8, =Y, +..+Y,, F,=0(Y1,...Y,),
1-Montrer que Z,, = S,, — m,, est une martingale.

n
2-Si la suite Y, est de carré sommable, on pose 02 = var (V) et v2 = Z o3
k=1
Montrer que X,, = Z2? — v2 est une martingale.

Exercice3:

Soit (X},),cy une suite de v.a indépendantes. Pour a >~ 0, on pose:
n

Y= Xalyxi<ay » My = E (Vi) et S, = > (Vi —mf).
k=1
On suppose qu’il existe a > 0 tel que les séries:

Z P(|X,] > a); Z E(Y"); Z Var (Y,*) soient convergentes.

a) Montrer que (S,),-, est une martingale, en déduire que Z (V" —mf) converge

n
presque surement.

b) Montrer que Z Y% converge presque stirement.

n



c) Montrer que Z X, converge presque stirement.

n
Exercice4:

Soit (X,),cy une sMG pour la filtration (B,,), .y et soit (m,),., une suite croissante de
temps d’arrét finis. On pose Y,, = X,,,,. Montrer que les hypothéses
Vn >0, E(|Y,]) < +oo et
Vn>0,lim [ [Xy|dp=0
{mn>N}
sont vérifiées dans les deux cas suivants:

a) Il existe M > 0 tel que pour tout n, |X,,| < M P.p.s.

b)Les temps d’arrét m,, sont bornés:

vYn >0, 3k, € N,m, <k, Pp.s.

Exercice5: (théoréme généralisé de Lebegue)

Soit (X,),cy une suite de v.a intégrable qui converge P.p.s vers X. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes

DX ellet X, 2 X

n—---+00

2)La suite (X},),cy est uniformément intégrable.

Exercice6:

Soit H une partie de L!. les propriétés suivantes sont équivalentes:

1) H est uniformément intégrable.

2)11 existe une fonction g : Ry — R telle que . lim @ = +o00, et )s(u%E g (| X])] < +o0.
€

—+00



