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Théoreme des Résidus

4.1 Résidus

Définition 4.1.1
Soit f : € — C une fonction analytique au point zy, et 6 = [Z e ,f"ii < lz-2y < ri (Disque
trou€). On appelle résidu de f au point zg, le ceefficient a_y du developpement de Lavrent de f
au voisinage de =y, Ce nombre est noté Zes( f,20)
Remarque :
Soit
5 -z a_y
Z)= 8z =2a) = s & : + N .
f{ } ";‘: u(-f- ﬂ) [Z = :u): G- Ia} g + ﬂ'l(,,, ,_“'j 4 n*(- ) +

le développement de Laurent de f au voisinage de 2y, comme ce développement existe
toujours pour les fonctions analytiques au voisinage de z,, donc a_, existe toujours et

est FINL
Trés important :
Dans I'exemple précédent on a trouvé que

S 2 _yED e 11 -
flz) = G+ eI - "ﬂw—éﬁ wemgt s =5 ¥ =i, Cllane
sigr_u’fie pas que #es(f,0) = 1, car ce développement ne se fait pas au voisinage de 0
mais dans une couronne qui n'est pas un disque troué.

Par contre :

2 1 1 - 1
(:-:): = m = =1y = n_z 1
’ E+1)(z+3) z+1 z+3 Zm{ 2 (1 3,”1)1 Ry gt

donne #es(f,0) = 0.

4.2 Résidu a l'infini

Si f admet un développement de Laurent
[ a 1 e pour z trés grand, alors on peut toujo
définir le résidu de f au voisinage de l'infini. Considérons I'expression }E) dz, si] 2121:;
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Placed Image


] L1 " l
avorisinage de infing alors = se trouve au voisinage de 0. Posons # = —; on a donc

Mok 1 /) ;
JE) iz = - R f ( .* ) dt, don la définition

rp | =

Définition 4,21

SOi f 1% — C une fonction analyligue au point 2o, ¢l ‘¢ - [ e f/l tl> R, R » “\- On

1 1 /1]
i!’lﬂi'”l‘ résudude Fal mhpn, le nombre es(f, o0) =, J'g‘-;[l\:,”] avec gLz) - f ( }

Remarque 4.2.1

Pasons @ f(2) = Eu.,:” = —_l:.f(l) = —ll'

- = ] #

- -

-~ '] L o - 'I'.{ -
Dot 'on tire : .l":‘.\i{__f, o) = =a_y, ot done ;

Aes(f,0) + Hes(f, o0) = "T"

—

i : ; 1
Remarque 4.2.2 Si f(z) se présente sous la forme f(2) = ¢ (: ] alors

Kes(f,o0) = -g'(0)

4.2.1 Points singuliers des fonctions analytiques

Soit f une fonction analytique dans un ensemble ouvert connexe :

{l= [: e C/I: -2l<rr> U] c C; soita un point frontiére de (), c'est a dire |a — zo| = 7.
Si f peut étre prolonger en une fonction analytique en a, on dira qu’alors que le pointa
est un point régulier, f est donc bornée au voisinage de a; sinon ¢’est un point singulier.

4.2.1.1 types de singularités

Soit le développement de Laurent d'une fonction f au voisinage de a.

B - . .
f(z)—;cnt- a)' + My

Trois cas se présentent alors :
1*"Cas:
Tous les d, sont nuls. f est donc analytique en z = a. Le développement de Laurent

coincide avec la série de Taylor au voisinage de a.

2% Cais

Unnombre fini ded, nest pas nul. Soitalors m le plus grand entier positif tel que d,, # 0.
Alors (z—a)" f(z) estanalytique au point a. On dira alors que a est une singularité d’ordre
m, ou pdle d’ordre m ; (pble simple, double, triple, . . . pourm=1,23,...).

3" Cas :

Un nombre infini de termes d,, n'est pas nul. a est appelé singularité essentielle de I
Pour tout entier positif m ; (z - a)" f(z) n'est pas borné au voisinage de a.



4.2.2 Théoréme des résidus

Théoréme 4,2.1 Q.
Soit L3 in onverd simplement connexe, ef ay, 8z, .-« €
Soll LY = LY [y, a3, ..o pity] €l

[0 —C, analytique.

yilab) — (Y, unlacet quelconque dans (1

ilors . ;
' Rl
(z) dz = 2mi aest f, m ) 0}
J D i
; { peti r s (e telle
grﬂ:::m = {: e Hlll' O<|z=ml< rl} & (1, on choisira ry aUss! petit que possible de e
byl t dans <ol en-

manitre que % N % = B pourk # K el st ; L Rl i
[ étant n?-mlyliquu.- dans % admet donc un développement de La

semble :
3 3 P . oz = o) + ulz)
flz) = Zr.,;i.’z—ml"nz:.;t:-n.} +;l:-ml"‘ ;t‘ al A

Posons alors g(z) = flz)= Z uglz) , done
sl

» ¢ est analytique dans L)' 3

e Size% glz) = (flz)~mlz)) - Zu,{:}

Jai :
comme pour | # k le point a, est régulier pour u(2), il 'est aussi pour ; u(z) ; d"autre
juk

i | it régulie 2z} - donc il l'est pour g. on
(, par définition le point @ est régulier pour f(z) = m(z) |
;:u E:nc prolonger gpun une fonction analytique dans (1 tout entier, comme (1 est

simplement connexe, le théoréme de Cauchy donne

’[3{:} dz =0,

d’oi la formule.

4.2.21 Calcul pratique du résidu d'une fonction :

Soit f(z2) = E a0z = 2)" le développement de Laurent de f au voisinage de 2o.

[

Lintégrale de f le long d'un lacet ne dépend donc que d'un ceefficient dans le
développement de Laurent; qui est 2.y On va montrer que dans beaucoup de cas on

peut déerminer ce cacflicient sans passer par le développement de Laurent,




L va lllh“l\ﬂ!ll'l dditiis A
!T‘ 'l. UL l'l\| i |I-|"|h- ||.|rl||-'|.1.-

St alies #2) L1t P Mz = 20} 4
A ,
@=Za)flx) s oz = 5y Wp & (2 = 3y)" # o Wi, 2) # (2 = Tabiy * AL fal
1L par passage & s limible, on olstiend
Wi f i b |2 N 1 | (4.1

S (=) se prdsente sous la lorme,

fiz) = it ol ey =0 et Q) el

Q=)

(4 2)

alivrs
<k ¥

Remarque 4.2.3 Sia = 0l sigulonitit vst il wgingularite appanciies, <prblee anprpi

el e, ot o fittsse singulorids,

Exemple 4.2.1
fiz) = —"—-— o a I|m Sz) = 0; 0 est une singularité apparentc de |
lmnu‘:dl.ﬂumuni en ulllﬁnnt le développement de Lautent f

On peut le voir *
"‘il-l"'ln |: l}ln...m-‘l - { -”rl..-ll ¥ ~ L 3 ;"1 - ..I_-
Ona, f”“"_" e A@men 3 SC7

Oin voit bien quiiln’y a [.'I'ﬂ:i du tout de uinhulnrlté
Exemple 4.2.2

ot
Donnons le residu de flz) = ek au point 2y = =1,
2= =1 mut un pole simple el f s pr-.‘.‘-s-unin sous la forme (4.2) ; on a done,

E#’ |r 1-' i
m 3‘: — ﬂ‘{"i{f =1} = —T = E'

2 Cas g est un pole multiple.

Sait m 'ordre de la singularité de 2, Ecr:'-mns '

f(z) = f:ﬂm + = i :::}:" = ron o =“ bty ay(z=2p) 4=
(== 'z”-lul.ﬁ'] = oy + Mee (2= ) +0-mealZ = zll} 4o ag(z = 2g)" L4 fglz = 2p)" + -+~
En dérivant jusqu’a 'ordre m = 1, on obtient :

((z = za)" f(2))"1 = (= Dy +aglm = 1)Uz = 2g) + -+

d'ou 'on obtient :

Jim ((z - 20)" nz}]“"'". (4.4)

1
(= 1)}

Cette formule est intéressante seulement quand 'ordre est 2 ou 3 & la limite. Si
I'ordre est grand 4 ou plus, mieux faut utiliser le développement de Laurent.




7/18

lmnq-rl.l,-l ean e cn ini (3} ret le vepeperet e BreY Lepeys Baromi A0 Pt B ED T
commie e alovs (| morwl pae facile de demnes it | pcliey 0 W prmyniientt) M [
Dans ce coe Iy preocdds le pilus wler crmurats emi e rrmapiae y A By fiseme gi o) LRI
WM certain mombre de termes de lrurs dbvelnpywernts en wbowe B Tk @9 Tersngt be T

—— e &
- s 3 - - -

Exemple 4.2

1
% i . — P TN
rouver e nisidu au point 3, = 0 de b forehion F2) = S Ty

d'ordre 2, o9 s

1 1 s = 1) ' ain )

o 0w = . b S et [ M = ——p=2

o f.0) = T }imiiltffl.l} s !lﬂ(”ﬂ= - ”) = .hm..: T =}
Exemple 4.2.4

»

s o i
Trouver le résidu au point 2, = | de la fonction fiz) = F?T'ﬁ'*""' u"*l"‘“"""“""

I, ona

o

~fz = 1)8inZ = h‘t'l'_'l_i)

1 e ) com 1 d
Hesf.i) = 5 Umliz =) fiz)) = 3hm E_—,ﬁ) o 1 (z 0

: 1hm(ne:-;'f-m:-n:-u--'r’nm:) _(3sh1-4ch )

r R (z = 1) (1]

Exemple 4.2.5

& ;.lltl

Trouver le résidu au point 2 = 0 de la fonction f(z) = Z-

6;
Inutile de préaser quon n'utilisera pas la formule (4.4). On utilisera directement le

développement de Laurent.

___ﬂl:l -:“.I‘
LG kot = : (1420 1=2/4+2 4 =T[4+ -+ (=114 + ).

el = e * E T +z
#4-z) 4= (1+z/4) 4
Dans ce produit, seul le ceefficient de =* est utile, et qui est -1/4%

; D est un phle d ordre

Droi: #es(£,0) = 1/4 - (=1)/4° = ..% - -ﬁ,
Exemple 426
o s i 41 ot ) 5=t e

de dire directement l‘nrdregel.l sin ité ; on va utiliser la remarque (4.2.4).
1 1
-+ i—gz’-r —2 - 4

. tgimz TR SO IR - RO
T
nmm“ﬁnphﬂuﬁmpuum.m,mu;.

Exemple 4.2.7
Trouver le résidu au point z; = 0 de la fonction f(z) tz:u’%.

On - n_ 1+cos(2n/z) _z e 2¥n™
a fz) = zcos* — =z = 5 1+;—{h]!=ﬁ




_— n? n! n" w nt  In"
"1-':"3_*'11’3;-‘1!45?4“-- =1-—:—+3—:T|'4—§.___5
0 est donc une singularité essentielle, on a d'aprés ce dévelop pement de Lau

jﬂm 0= -7,

rent quc

4.3 Application du théoréme des résidus a des calculs
d'intégrales

431 Intégrale du typel = fix) dx

s ge dans un

On suppose que f soit la restriction 4 R d'une fonction [, qui est analytiq
/ e ..a1,] of1 D contient le demi plan fermé

ensemble ouvert de la forme D' = D = (it 0z, -«
Im= > 0, et les 4, sont des points du demi-plan ouvert Im = > 0.
de deux chemins suivants :

On considére alors un lacet 3, juxtaposition 3 ¥ 2
]'1,:I'——!J', pour -R=<t<R.

ys1t— Re', pour D<t<m
il est immédiat aue l'on

O le nombre R est pris tel que R > |a] pour tous les indices & ;

a pour tout k, Tla, 1) = 1.
Le théoréme des résidus permet d'écrire,

{x)d (z)dz = (zydz =2m Aes(f, m).
_[:fxl r+j;f ) j;f ;

Si de plus,
u“.].]."mf flz)dz=0,
g

par passage a la limite on a donc :

! fﬂ flx)
Premier cas :

z .
flz) = ﬁ:‘.% oii P et Q sont des polynomes premiers entre eux. Aucun des zéros de Q

n’étant réel. Supposons en outre que |'on ait,
deg Q=2+ degP.

La formule (4.5) est valable, les a; étant les zéros de Q tels que Imay > 0.

dx = 2mi Z Fes(f,a). | (4.5)
k=]

Exemple 4.3.1 Calculer I'intégrale :

I=f__ x dx
y 2+ +9)




=SS > — -« — —— ——~+____ —1]
| 3
Remarguons que [ = = 4 Ax
e I.E e ) | rons alom,
”:',i = !- - £
2 (2% & 1)zt 4 9)
L‘r'l-:14zivﬁf'=2l2‘=4

5

Jeiona P(z) = =% et Q) = 2(=° + 1)(=* + 9), ot deg
les racines de Qfz) sont 1, =1, et =3, done aucune n'est réelle, la

applicable.
Seuls i et 31 ont des parties imaginaires strictement positifs, 4ot
i ]E[ = ;:1-I:i§if + i We=l [, 1)« Hesl f.210)
i et 21 dtant deux poles simples de f, appliquons la formule (4.3
Pour le pdle iona:
@es(f, i) = lim(z - 1 ¥ = i =——— T
es([of) = MG = D3y g) ~ e @+ 0 -
= lim 2 . T
T R A +9) + (= - D) 2ANE) I
Pour le pdle 3f on a ]
= lim (- 35— = gy T
jﬁu' 3ﬂ .'.]ﬂ' , 1[:3 . ']H:-i- | _1.-"3!1 ill.:' + 1]'.:' * hll'
l z .
= M IEE+ 0+ B+ D) Aed-§) I
D'ow,
I_‘!- (_l +_3— —E-
=="\32i 33;'}‘ 8

Exemple 4.3.2 Calculer I'intégrale :

= X
T xt e dix+2-4

1 )
= . les et on a 2y =
Posons f[‘z] = STE+I-§ Les poles de f sont simples et on a =
Z=—1-—3 Fmiza) < 0, est a rejeter.

Les conditions sont toutes vérifiées, on a alors,

f i = 2nides(f. 1 +1).

o xt+2ix+2-4

1

formule (4.5) est done

l1+iet

1

T F o - i) =
es(f,1+0) = lim (z=1-f(z) = lim (=1=1)7 e
Finalement,

i 2.9

f=1ﬂt'2—+;{f= 5 |§1
1

dm S i T 3 4

(@) -i2x-4) (P +2) - i -2

“16x+20

Remarquons que, f(¥) = 3 on 5 4 T (2 v 2y + x-4) ¥ +8¢
d’oti l'on déduit,
(x? + 2)idx _2n
o+ B 160420
(4 — 2x)dx
oo X+ 827 = 16x +20

5
n
5




. Aucun des

Deunidme can : |
flz) = hﬂ;}* @, > 0 o0 et Q sont des polynimes premiers entne GUs
2éros drll:‘:!ln‘ﬁlani roul, Supposis en oulne que Vo i,

deg Qa1 +dep P

L formute (4.5) et valable, bes a étant les zdros de @ tels que Im i > 0

Exemple 4.3.3  calculer 'intégrale

= osinady
‘=] Wedtesd

Sail fiz) = T_E_“_' on a deux Pﬁl“ ulmplm n==l+hotzys= =] = | ce demier esl

Sezed
.A mﬁm {'" #-i-l
Onadone #as(f,=1+ 0= lim (z+1=0ftz)= Hm (241 =D575773 %7
e iy ™ - ﬂt-l-l - “"-1“.“‘ 1,,_,““"""_""“':] RO diddunt,

Finalement, 3 P i = 2 T

sinx dy -1
= e ——— = i I'
I= | Feaxez o un
com X dx -1
= L F i+l ne’ cos

i
4.3.2 Intégrale du type | =f R{cos @, sin &) dd
-n

Sait Rix, ) une fonction rationnelle en x et en ¥ qui n'a pas de poles sur le cercle
¥+ ¢ =1, alors ona

n _ sazl 2=z 42
I=Iﬂ.‘!{mﬂ+iln”ﬂ=fmnlﬂ( BT )f: (4.6)

L'égalite (4.6) est justifie par le changement de variables suivant ;
s=e” scost)+isin® ="' s e = cos ) = isind

d'al I'on Hre_l 3 &
culniti. dngeisT R e

ghzr! zmgt

Fm:f{:}-kl-ﬂ( T ).uﬂlnlum:

I=2ni )" des (f(),n),

o ln somme est étendue A tous les pdles de f(z) tels que [z < 1.




