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oreme des résidus a des calculs

4.3 Application du theé
d’intégrales

4.3.1 Intégrale dutype I = [‘ F(x) dx

On suppose que (’; soit la restriction a R d’une fonction f, qui st analytique dans un
fns:emble ouvert de la forme D" = D — [a;, a2, . - -, a.| ot D contient le demmi plan ferme
mz > 0, et les a, sont des points du demi-plan ouvert Imz > 0.

OI‘I idé - a1 ~ oy
considere alors un lacet y, juxtaposition 1 V 2 de deux chemins cuivants®

yit——t, pour —-R<t<R.
,"Zif—)Re"L, pour 0<t<

Oii le nombre R i -
est pris tel que R > |a;| pour tous les indices k; il est immeédiat que l'on

a pour tout k, 7 (a, v) =1
Le théoréme des résidus permet d’écrire

R
IR fie) o f flz)dz = J_-_f(:-) 2 =2mi ) Aes(f, a0

Si de plus,




N

Remarquons que | = 2 [ —r*—‘---l.i—l.-—---- Posons alors,
2 Joe (B2 ¥ 1) +9)

f& =5 Za @ +9)
= 2 - 2 = 4

) =4 = 2+ deg P
> (4.5) est donc

Iciona P(z) = 22 et Q(z) = 2(z* + 1)(z2 + 9), et deg
les racines de Q(z) sont i, —i, 3i et —3i, donc aucune n le, la formule

applicable.
Seuls 7 et 3i ont des parties imaginaire

- : 22 dz . ‘
red [Tl < am(@alf D+ REUED
2[ (z2 + 1)(z2 + 9) Yrii (Aes(f, 1) !

f, appliquons la formule (4.3).

‘est réel

s strictement pns‘-ilifs. d’ou

i et 2i étant deux pOles simples de
Pour le poleiona:

Res(f, i) =lim(z—1 = o ] e
es(f,) = im( =3y g) ~ AN @@ + D@ + 9
i = 1

- i 1 =
= — e o)
M@ +9) + @+ D22)  2020)E) 32i
Pour le pc‘)le 3iona:
2 2
Res(f,3i) = lim(z — 31 - = li s
(f, 31) :E};-( ’)2(z2 +1)(z2+9) zh_”f}f 2@z + 1)@ +9))
: 7 = S
= lim = = 29
3 2((22)(z2 + 9) + (22 + 1)(22)) 2(6i)(—8) 32
D’ou,
I:2ni(_—1:+—37)-‘- L
32i 32i 8

Exemple 4.3.2 Calculer l'intégrale :

= ~ dx
T ) 2 +2ix+2 -4

= . O 1 a7y = 1+1¢€
Posons f(,‘zr) i Les poles de f sont simples et on a Z . t
zp =—1-3i, Im (z2) < 0, est a rejeter.
Les conditions sont toutes vérifiées, on a alors,
& dx
= 2MiA 1 +1).
Im x24+2ix+2-4 et L
e 1-i)f(z) = lim (z-1-i) N T o S
e T 2 +2z+2 -4 z—1+i22+2 ~ 244
1 2n .M
[=21i —— = — +ig
2+4i 5 5
1 (x2+2)—-i(2x—4) . (x2+2)—-i(4—2x)

dx+2-4 (242l +@x—4F B = 16+ 20

(x* + 2)dx _ 27
J. Feee-16r+20 5
i (4 — 2x)dx

). x* +8x2 — 16x +20

= i
~ 5




Deuxigme cas i 5
3 . miers € > pux. Aucun des
(=) }’"(: o™ = 0 o0 P et Q sont des pnlyn(\nws premiers entre

Q=

, i
zéros de Q n’étant réel, Supposons en oulre que 1'on ait,

deg Q 2 1+ deg P.

. =\ ()‘
La formule (4.5) est valable, les a; étant los zéros de Q tels que Tm i =

Exemple 4.3.3 caleuler Vintégrale

. @ ginxdx
T )X +2x+2

Soit f(z) = = ;f,; . ona deux poles simples 21 = 1 +ietzp=-1~ i ce dernier est
d rejeter. oiz o-1-i
On a donc #es(f, =1 +i) = lim (z+1- i)f(z) = zﬁli__r_"}”(z +1-073 1 22+2 2
-y e et dx e-1-i : Lt PR 3
. sl L [hans R O = 1 d’oul’on déduit,
Finale :mnt,‘[“.\‘ e 27t = ne =i = ne!(cosl—1s )
= [ st et
Jow X2 +2x+2
¥ cosxdx 5
= e TR ICOS 15
J j; X2 +2x+2
Tt
4.3.2 Intégrale du type !l = f R(cos 6, sin 6) d6
=97
Soit R(x, y) une fonction rationnelle en x et en y qui n‘a pas de poles sur le cercle
v +y?=1alorsona:
n =1 =N
. ZHZ Y BT dz _
I= f R(cos 6, sin 0) dO = r R s : — (4.6)
= Jizi=1 2 21 1z

L'égalité (4.6) est justifiée par le changement de variables suivant :

2= e = cos 0 +isin0 =z =€ = cosf —isin0

d’ou l'on tire
zt+z -2

s les poles de f(z) tels que 1z4| < 1.




