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Solution de la deuxième partie de l�exercie N�3 de la Série N�2

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

Exercice 1 Suite de l�exercice 1, et 2.

1- Déduire, de l�exercie 2, une base D�1
r �orthonormée de R3:

2-Déterminer les composantes principales des pro�ls-lignes et déduire celles des pro�ls-colonnes.

3-Quelle sont les valeurs de l�espérance et la variance (empiriques) de chaque composante
principale pour les deux pro�ls? Quelles sont les valeurs des corrélations entre les com-
posantes principales? Que peut-on déduire?

4-Déterminer les contributions absolues et relatives, de chaque ligne, aux inerties des axes
principaux.

5. Déduire, de la question 2, les coordonnées des lignes des deux nuages de points Yr et Yc
dans les nouvelles bases associées.

6.Dans le même plan dé�nit pas les deux premiers axes principaux, représenter les deux nu-
ages de point associes à Yr et Yc:
7-Analyser et discuter les résultats obtenus.

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
Solution

Pro�ls-lignes:

Xr =

0@ 0:106 38 0:595 74 0:255 32 4: 255 3� 10�2
0:013 4 4: 857 6� 10�2 0:351 76 0:586 27
0:288 46 0:442 31 0:192 31 7: 692 4� 10�2

1A ;

, Correlation matrix:

0BB@
1:0 0:553 9 �0:953 74 �0:721 41

0:553 9 1:0 �0:778 57 �0:976 16
�0:953 74 �0:778 57 1:0 0:896 23
�0:721 41 �0:976 16 0:896 23 1:0

1CCA, Correlation ma-
trix: 0BB@

1:0 0:553 9 �0:953 74 �0:721 41
0:553 9 1:0 �0:778 57 �0:976 16
�0:953 74 �0:778 57 1:0 0:896 23
�0:721 41 �0:976 16 0:896 23 1:0

1CCA
Dr =

0@ 0:296 16 0 0
0 0:376 18 0
0 0 0:327 66

1A :
�1 = 0:479 66; �2 = 5: 310 9� 10�2; �3 = 5: 997� 10�7; �4 = 0:



u�1 :=

0BB@
0:132 46
0:325 89

�9: 079 1� 10�2
�0:367 58

1CCA ; u�2 :=
0BB@

0:309 57
�0:267 64
�0:106 4

6: 445 7� 10�2

1CCA ;

u�3 :=

0BB@
2: 242 0� 10�2
�0:215 51
0:421 87
�0:228 77

1CCA ; u�4 :=
0BB@
0:131 06
0:339 63
0:270 95
0:258 35

1CCA :
Pro�ls-colonnes:

Xc =

0BB@
0:240 39 3: 846 3� 10�2 0:721 18
0:519 49 5: 380 4� 10�2 0:426 72
0:279 07 0:488 37 0:232 56
0:048 78 0:853 66 9: 756 1� 10�2

1CCA ;

Dc =

0BB@
0:131 06 0 0 0
0 0:339 63 0 0
0 0 0:270 95 0
0 0 0 0:258 35

1CCA ;
�1 = 0:479 66; �2 = 5: 310 9� 10�2; �3 = 0:

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

v�k :=
1p
�k
ND�1

c u
�
k; k = 1; 2:

v�1 =
1p
�1
ND�1

c u
�
1 =

1p
�1
X t
cu
�
1

=
1p

0:479 66

0BB@
0:240 39 3: 846 3� 10�2 0:721 18
0:519 49 5: 380 4� 10�2 0:426 72
0:279 07 0:488 37 0:232 56
0:048 78 0:853 66 9: 756 1� 10�2

1CCA
T

�

0BB@
0:132 46
0:325 89

�9: 079 1� 10�2
�0:367 58

1CCA
v�1 =

0@ 0:227 95
�0:484 42
0:256 46

1A
v�2 =

1p
�2
ND�1

c u
�
2 =

1p
�2
X t
cu
�
2

=
1p

5: 310 9� 10�2

0BB@
0:240 39 3: 846 3� 10�2 0:721 18
0:519 49 5: 380 4� 10�2 0:426 72
0:279 07 0:488 37 0:232 56
0:048 78 0:853 66 9: 756 1� 10�2

1CCA
T

�

0BB@
0:309 57
�0:267 64
�0:106 4

6: 445 7� 10�2

1CCA
2



v�2 =

0@ �0:395 6
2: 467 7� 10�3

0:393 1

1A :
Une base D�1

r �orthornormée de R3 :

v�1 =

0@ 0:227 95
�0:484 42
0:256 46

1A ; v�2 =
0@ �0:395 6
2: 467 7� 10�3

0:393 1

1A ; v�3 =
0@ 0:296 16

0:376 18
0:327 660

1A :
Composantes principales des pro�ls-lignes:

ck = XrD
�1
c u

�
k; k = 1; 2; 3:

c1 =

0@ 0:106 38 0:595 74 0:255 32 4: 255 3� 10�2
0:013 4 4: 857 6� 10�2 0:351 76 0:586 27
0:288 46 0:442 31 0:192 31 7: 692 4� 10�2

1A

�

0BB@
0:131 06 0 0 0
0 0:339 63 0 0
0 0 0:270 95 0
0 0 0 0:258 35

1CCA
�10BB@

0:132 46
0:325 89

�9: 079 1� 10�2
�0:367 58

1CCA

c1 =

0@ 0:533 06
�0:891 86
0:542 07

1A :

c2 =

0@ 0:106 38 0:595 74 0:255 32 4: 255 3� 10�2
0:013 4 4: 857 6� 10�2 0:351 76 0:586 27
0:288 46 0:442 31 0:192 31 7: 692 4� 10�2

1A

�

0BB@
0:131 06 0 0 0
0 0:339 63 0 0
0 0 0:270 95 0
0 0 0 0:258 35

1CCA
�10BB@

0:309 57
�0:267 64
�0:106 4

6: 445 7� 10�2

1CCA

c2 =

0@ �0:307 83
1: 509 8� 10�3
0:276 47

1A :

c3 =

0@ 0:106 38 0:595 74 0:255 32 4: 255 3� 10�2
0:013 4 4: 857 6� 10�2 0:351 76 0:586 27
0:288 46 0:442 31 0:192 31 7: 692 4� 10�2

1A

�

0BB@
0:131 06 0 0 0
0 0:339 63 0 0
0 0 0:270 95 0
0 0 0 0:258 35

1CCA
�10BB@

2: 242 0� 10�2
�0:215 51
0:421 87
�0:228 77

1CCA

c3 =

0@ 2: 832 7� 10�5
1: 560 9� 10�5
�8: 276 1� 10�6

1A :
3



c4 =

0@ 0
0
0

1A :
ck = YrD

�1
c u

�
k =

�
Xr � 1pgtr

�
D�1
c u

�
k

c1 = YrD
�1
c u

�
k =

�
Xr � 1pgtr

�
D�1
c u

�
1

= XrD
�1
c u

�
1

c2 = YrD
�1
c u

�
2 =

�
Xr � 1pgtr

�
D�1
c u

�
2

= XrD
�1
c u

�
2

c3 = YrD
�1
c u

�
3 =

�
Xr � 1pgtr

�
D�1
c u

�
3

= XrD
�1
c u

�
3

c4 = YrD
�1
c gr =

�
Xr � 1pgtr

�
D�1
c gr

= XrD
�1
c gr � 1p

En conclusion la matrice des composantes principales des pro�ls-lignes est:

C :=

0@ 0:533 06 �0:307 83 0 0
�0:891 86 1: 509 8� 10�3 0 0
0:542 07 0:276 47 0 0

1A
Composantes principales des pro�ls-colonnes (relations quasi-barycentriques):

ck :=
1p
�k
Xreck et eck := 1p

�k
Xcck; k = 1; 2:

eck := 1p
�k
Xcck; k = 1; 2:

ec1 = 1p
�1
Xcc1 =

1p
0:479 66

0BB@
0:240 39 3: 846 3� 10�2 0:721 18
0:519 49 5: 380 4� 10�2 0:426 72
0:279 07 0:488 37 0:232 56
0:048 78 0:853 66 9: 756 1� 10�2

1CCA
�

0@ 0:533 06
�0:891 86
0:542 07

1A

=

0BB@
0:699 95
0:664 54
�0:232 08
�0:985 39

1CCA

4



ec2 = 1p
�2
Xcc2 =

1p
5: 310 9� 10�2

0BB@
0:240 39 3: 846 3� 10�2 0:721 18
0:519 49 5: 380 4� 10�2 0:426 72
0:279 07 0:488 37 0:232 56
0:048 78 0:853 66 9: 756 1� 10�2

1CCA
�

0@ �0:307 83
1: 509 8� 10�3
0:276 47

1A

=

0BB@
0:544 33
�0:181 63

�9: 057 3� 10�2
5: 747 6� 10�2

1CCA :
En conclusion la matrice des composantes principale pro�ls-colonnes est:

eC :=
0BB@

0:699 95 0:544 33 0
0:664 54 �0:181 63 0
�0:232 08 �9: 057 3� 10�2 0
�0:985 39 5: 747 6� 10�2 0

1CCA
****************************************************************
3- a) Les valeurs de l�espérance et la variance de chaque composante principale pour les deux
pro�ls:

C =

0@ 0:533 06 �0:307 83 0 0
�0:891 86 1: 509 8� 10�3 0 0
0:542 07 0:276 47 0 0

1A
b) Les valeurs les corrélations entre les composantes principales:
c) Déduction:
**************************************************************
4. Contribution relative du pro�l-ligne i de de la matrice Yr au k�ième axe u�k :

Ctr (i; k) :=
fi�c

2
k (i)Pp

i=1 fi:c
2
k (i)

=
fi�c

2
k (i)

�k
; i = 1; :::; 3; k = 1; 2:

Contribution relative du pro�l-colonne j de de la matrice Yc au k�ième axe v�k :

gCtr (j; k) = f�jec2k (j)Pq
j=1 f�jec2k (j) = f�jec2k (j)

�k
; j = 1; :::; 4; k = 1; 2:

*****************************************************
Contribution relative du pro�l-ligne i de de la matrice Yr au le premier axe u�1 :

Ctr (1; 1) =
f1�c

2
1 (1)

�1
=; Ctr (2; 1) =

f2�c
2
1 (2)

�1
; Ctr (3; 1) =

f3�c
2
1 (3)

�3
:

Alors:

C =

0@ 0:533 06 �0:307 83 0 0
�0:891 86 1: 509 8� 10�3 0 0
0:542 07 0:276 47 0 0

1A
�1 = 0:479 66; �2 = 5: 310 9� 10�2

5



Dr =

0@ 0:296 16 0 0
0 0:376 18 0
0 0 0:327 66

1A :
Ctr (1; 1) =

0:296 16 (0:533 06)2

0:479 66
100 = 17: 545%;

Ctr (2; 1) =
0:376 18 (�0:891 86)2

0:479 6
100 = 62: 389%;

et

Ctr (3; 1) =
0:327 66 (0:542 07)2

0:479 6
100 = 20: 075%:

Contribution relative du pro�l-ligne i de de la matrice Yr au 2�ième axe u�2 :

C =

0@ 0:533 06 �0:307 83 0 0
�0:891 86 1: 509 8� 10�3 0 0
0:542 07 0:276 47 0 0

1A
�1 = 0:479 66; �2 = 5: 310 9� 10�2

Dr =

0@ 0:296 16 0 0
0 0:376 18 0
0 0 0:327 66

1A :
Ctr (1; 2) =

f1�c
2
2 (1)

�2
=; Ctr (2; 2) =

f2�c
2
2 (2)

�2
; Ctr (3; 2) =

f3�c
2
2 (3)

�2
:

Alors

Ctr (1; 2) =
0:296 16 (�0:307 83)2

5: 310 9� 10�2 100 = 52: 842%;

Ctr (2; 2) =
0:376 18 (1: 509 8� 10�3)2

5: 310 9� 10�2 100 = 1: 614 6� 10�3%;

et

Ctr (3; 2) =
0:327 66 (0:276 47)2

5: 310 9� 10�2 100 = 47: 158%:

En conclusion la matrice de contributions des pro�ls-lignes sur les deux axes principaux est:

Ctr =

0@ 20: 07 52: 84
62: 38 1: 61� 10�3
17: 54 47: 15

1A%
**************************************************
5. Les coordonnées des lignes des deux nuages de points Yr et Yc dans les nouvelles bases
associées:

Y �r = C =

0@ 0:533 06 �0:307 83 0 0
�0:891 86 1: 509 8� 10�3 0 0
0:542 07 0:276 47 0 0

1A

Y �c = eC =
0BB@

0:699 95 0:544 33 0
0:664 54 �0:181 63 0
�0:232 08 �9: 057 3� 10�2 0
�0:985 39 5: 747 6� 10�2 0

1CCA

6


