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Module: BioStatistiques

Serie de TD N° 01

Exercice 01:
Déterminer la limite des suites (U,,) ci-dessous:

MU, = VR2+n+1—yn , (2QU, = 222 | 3)U, = L+ (-1)"
n 3
DU =2 G)Up=% , 6)Us=2+(3)", (NU,=5"—4".

Exercice 02:
On considére la suite numérique (Up,),,cy- , définie par

U1 =-1
Unt1 = 50225 VneN,
et les suites (Vi,),cn- et (W), en- tel que

V. = 2 et W, =V, +5".
Un

1/ Montrer que (Vn)neN* est une suite arithmétique, et écrire V,, en fonction
de n.

2/ On considére la somme, S, = W1 + Wy + ... + W,, Ecrire S,, en fonction
de n.

Exercice 03:

On considére la suite U définie pour n € N par

Uy =0
Un+1 = \/2Un +3

1/ Montrer que pour tout entier n € N; 0 < U,, < 3.
2/ Montrer que la suite U est strictement croissante.
3/ Montrer que la suite est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 04:
Soit la suite (U, ),y définie par

Uo =1
Un+1 = 2Un + 1-— n;

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n; U,, > n.
Qu’en déduit-on.
Exercice 05:
Montrer que de termes généraux
n
1 1
U, —etV,=U,+ —.
n

= k2
k=1

sont adjacentes. Que pouvez-vous en déduire.



Corrigé de la Série TD N° 01

Exercice 01:

nsinn

2. On a | < 5

U, — 0 lorsque n — +o0.

3. Up =2+ (—1)" est divergente.
En effet, si U, était convergente vers une limite [, toute suite extraite
serait aussi convergente, vers la méme limite. Or,
Us, = ﬁ +1+—1 lorsque k+— +oc.
Usiy1 = Tlﬂ — 1+~ —1 lorsque k+—— 4o00.
4. U,=2%., Onaln (%) =nln2—-(In2+n3+...+1Inn).Or

n!?’
nilnn = (ln2—|—ln2—|— +ln2> alors

n fois
ln( ;) =In2+ (In2—1In2)+ (In2-In3)+ ...+ (In2 — Inn),
Dans le membre de droite, les termes entre parenthése formentue suite
négative, décoissant, qui tend vers —oo, ceci montre que:

In (%) — —oco donc %y +~—0 lorsque 7+ +oo.

5 U, = 2n,Onaln( ") =3lnn —nln2 — —oo, donc U, — 0

lorsque n +—— 400.

6. Puisque —1 < l <1, lim (%)n = 0 et puisque lim % = 0, on conclut
n—oo n—0oo

que lim U, = 0

n—oo

7. On factorise; pour tout n € N, U,, = 5" —4" = 5" (1 - ﬁ) =5" ( (%)n)

Puisque —1 < § <1, lim (5)" =0
donc lim 1— (%)n = 1. et puisque lim 5" = 4-o00; on déduit que lim U, =
+OO n—oo n—oo n—oo
Exercice 02:

1/ On dit (V) une suite arithmétique; Vn € N*; V11 =V, =r.

neN*
2 2 2(3Un+2) _ 3U,+2
Soit n € Ny Vo = iy = b = S5, = M2,
_ 3Un+2 2 _ 3U,+2-2 __
Vg1 — V= 3p42 2 — 3Und222 _ 3,

n Un Uy,
Donc (V,,),,cn- st une suite arithmétique de raison 3.

-On a (V,,), e~ est une suite arithmétique de raison 3 alors;

Vo=Vo+(n—p)r VY n>p.

alors; V, =Vi+(n—-1)r=-143(n—-1)=3n-5
Donc V,, =3n —5, Vn € N*



2/ On a:

S, = Wi+We+..+W,
= Vi+5'+Vo+52+..V,+5
= Vi+Vo+ .. +V,+5 +52+...+5".

On a (V,,), cn- est une suite arithmétique de raison 3.
Soit a, = 5"; On a (ay), <y~ €st une suite géométrique de raison 5 alors;

Vi+Vot..+V,=

Fart ot an=ap (2
aq a9 an = ap 1-5 .

|3

et

S, =2(Vi+Va)+5 (%)

=

(—2+43n—5)— 3 (1-5")

(37;*7) _ % (1 _ 5n)

SIS VIS

Exercice 03:

1/ Démonstration par récurrence:

Notons P (n) la propriétée (0 < U, < 3)

Initialisation: pour n =0 Uy =0 = 0 < Uy < 3 alors la propriété P (0)
est vraie.

Heérédité: supposons la propriété P (n) vraie pour un entier n, ¢a 0 < U,, <

On écrit alors successivement 0 < U, <3 =—2x0+3<2U,+3<2x3+3
alors 3 < 2U,, + 3 <9, et en utilisant la criossance de la fonction racine carrée
sur [0;+o0[, on obtient V3 < V2U, +3 < V9 V3 < V2U, +3 < 3 donc
\/g S U7L+1 S 3

Ce qui prouve la propriété P (n + 1) est vraie.

Alors la propriété P (n) est vraie pour tout n € N ¢a

pour tout n € N, 0 < U, < 3.

2/ Démonstration par récurrence:

Notons P (n) la propriété (U, < Up41)

Initialisation: pour n =0; Uy = 2Uy +3 = V3= U, < Uj.

Alors la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité: supposons la propriété P (n) vraie pour un entier n, ¢a U, <
Upt1-

On écrit alors successivement U,, < U, 1 = 2U,, +3 < 2U,, 41 + 3, utilisant
la criossance de la fonction racine carrée sur [0; 400, on obtient /2U, + 3 <
V 2Un+1 +3 in, Un+1 S Un+2

Ce qui prouve la propriété P (n+ 1) est vraie.

Alors la propriété P (n) est vraie pour tout n € N ¢a la suite U est strictement
croissante.



3/ puisque U est strictement croissante et majorée, elle converge vers une
limite [.

Puisque pour tout entier n,U,+1 = f(U,) avec f : x — 2z + 3, qui est
continue sur [0, +oo[, la limite [ vérifie [ = f (I).

On résout I'équation [ = /2l +3 < 12 =21 =0et [ =~ 0.

En calculant le discriminant de ’équation. On obtient A =16 = [; = —1
et lg =3.
La condition [ > 0 entraine le faire que : li+m U, =3.

Exercice 04:

1/ Démonstration par récurrence:

Notons @ (n) la propriété (U, > n)

Initialisation: pour n =0; Uy =1=—=0<1.

Alors la propriété @ (n) est vraie pour n = 0.

Heérédité: supposons la propriété @ (n) vraie pour un entier , ¢a

Upy1 = 20,41 —-n>22n+1-—n
> n+1
Oui est la propriété @ (n + 1), donc @ (n) est vraie pour tout n € N.
Puisque
vneN, U,>n
et
lim n = 400
n—oo
alors
lim U,, = 4o0.
n—0oo

Donc la suite (Up),,cy est divergente.
Exercice 05:

Definition 1 Deuz suites (Uy,)
1/V¥neN, U, <V,

2/ (Uy),, est croissante et (V,,),, est décroissante.
3/ Jim. U, —V,) =0.

et (V,,), sont dites adjacentes si

n n

1/Vne N, U, <V,; en effet:
1
VneN U, —-V,=-=<0;
n
2/ La suite (U,,),, est croissante; en effet:

n+1 n
1 1 1
VReN;, Upp1—Upn=)) - 5=—"320.



et La suite (V},), est décroissante; en effet:

Vn_VnJrl :Un"_%_ n+1+%+1

1 1 1
- (n+1)2 + n + n+1
_ —n+(n+1)2—n(n+1)
- n(n+1)2
_ —n+n2+2n+1—n2—n
- n(n+1)2
n(n+1)? > 0.

3/ lim (V,-U,)=+=0
n—oo
Donc (Un),cn- €t(Va),cn- sont adjacentes. On en déduit qu’elles sont con-
vergentes et qu’elles convergent vers une méme limite.

1
n



