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Fiche d’exercices ¢ Calculs sur les matrices

Les matrices sont des tableaux de nombres. La résolution d’un certain nombre de problemes d’algebre linéaire se
ramene a des manipulations sur les matrices. Ceci est vrai en particulier pour la résolution des systemes linéaires.

Dans ce chapitre, K désigne un corps. On peut penser a Q, R ou C.

1. Définition

1.1. Définition

Définition 1.
e Une A est un tableau rectangulaire d’é1éments de K.
o Elle est dite de n x p si le tableau posséde n lignes et p colonnes.
» Les nombres du tableau sont appelés les de A.
* Le coefficient situé a la i-eme ligne et a la j-éme colonne est noté a; ;.

Un tel tableau est représenté de la maniere suivante :

al,l al’z .o al,j ... al’p
az,l a2’2 .o az)j ... az,p
A= a,  a a a; ou A= (ai’i)lgi.g” ou (ai,j)'
1’1 1’2 i,j i,p 1<]<
e U« Iy

Exemple 1.

A_1—25
Lo 3 7

est une matrice 2 x 3 avec, par exemple, a;; =1l etay3 =7.
Encore quelques définitions :

Définition 2.
» Deux matrices sont lorsqu’elles ont la méme taille et que les coefficients correspondants sont égaux.
« L'ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans K est noté M,, ,(K). Les éléments de M, ,(R)


http://www.youtube.com/watch?v=Sdg9O-HqSN0
http://www.youtube.com/watch?v=rxz6nYDwE1Q
http://www.youtube.com/watch?v=a5XQKEQnf_Y
http://www.youtube.com/watch?v=DalK5o-DHB4
http://www.youtube.com/watch?v=G6R50olUptI
http://www.youtube.com/watch?v=IWqJaBkENoQ
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00157.pdf
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I sont appelés

1.2. Matrices particulieres

Voici quelques types de matrices intéressantes :

e Sin=p (méme nombre de lignes que de colonnes), la matrice est dite . On note M, (K) au lieu de
Mn,n(K)-
al’l (11’2 cee al,n
az)l az’z coe a2,n
an,l an,2 e an,n
Les éléments a; 1,dy,...,d, , forment la de la matrice.
o Une matrice qui n’a qu’une seule ligne (n = 1) est appelée ou . On la note
A = (al’l al’z cee al’p) .
« De méme, une matrice qui n’a qu'une seule colonne (p = 1) est appelée ou .On
la note
i
az,1
A=
an,l
o La matrice (de taille n x p) dont tous les coefficients sont des zéros est appelée la et est notée 0, ,

ou plus simplement 0. Dans le calcul matriciel, la matrice nulle joue le r6le du nombre 0 pour les réels.

1.3. Addition de matrices

Définition 3 (Somme de deux matrices).
Soient A et B deux matrices ayant la méme taille n x p. Leur C = A+ B est la matrice de taille n x p définie
par

Cij = ai]' + le
En d’autres termes, on somme coefficients par coefficients. Remarque : on note indifféremment q;; ot a; ; pour les
coefficients de la matrice A.

si a=[> 2 ¢« B=(Y ° 1 A+p=(3 3
1 —17 e —2_1 alors _36

—2
Par contre si B = ( 8 ) alors A+B’ nest pas définie.

Exemple 2.

Définition 4 (Produit d’'une matrice par un scalaire).
Le produit d'une matrice A = (ai j) de M, ,(K) par un scalaire a € K est la matrice (aai j) formée en multipliant
chaque coefficient de A par a. Elle est notée a - A (ou simplement aA).

Exemple 3.

, (1 2 3 N (2 4 6
Si A—(O 1 0) et a=2 alors aA—(O 5 0).

La matrice (—1)A est I’ de A et est notée —A. La A— B est définie par A+ (—B).
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Exemple 4.

2 -1 0 -1 4 2 3 -5 -2
i A= t B= 1 A—B = .
o (4 -5 2) € ( 7 -5 3) s (—3 0 —1)
L'addition et la multiplication par un scalaire se comportent sans surprises :

Proposition 1.
Soient A, B et C trois matrices appartenant a M, ,(K). Soient a € K et § € K deux scalaires.

1. A+ B =B+A: la somme est commutative,

A+ (B+C)=(A+B)+C : la somme est associative,

A+ 0 =A: la matrice nulle est I'élément neutre de U'addition,
(a+pB)A=aA+ A

a(A+B)=aA+ aB.

kA LN

Démonstration. Prouvons par exemple le quatrieme point. Le terme général de (a + 3)A est égal a (a + f8)a;;. D’apreés
les regles de calcul dans K, (a + f)a;; est égal a aa;; + Ba;; qui est le terme général de la matrice aA + BA. O

Mini-exercices.

2 —
1. SoientA= ( rf —1) B= ( %) C= ( ) 36) D=3 ((1) i (1>) E= (—3 o) Calculer toutes les sommes possibles
1 —4 351 3 12 111 6
de deux de ces matrices. Calculer 3A+ 2C et 5B —4D. Trouver a tel que A— aC soit la matrice nulle.
2. Montrer que si A+ B = A, alors B est la matrice nulle.

3. Que vaut 0-A? et 1-A? Justifier 'affirmation : a(A) = (af)A. Idem avec nA=A+A+---+A (n occurrences
de A).

2. Multiplication de matrices

2.1. Définition du produit

Le produit AB de deux matrices A et B est défini si et seulement si le nombre de colonnes de A est égal au nombre de
lignes de B.

Définition 5 (Produit de deux matrices).
Soient A = (q;;) une matrice n x p et B = (b;;) une matrice p x q. Alors le produit C =AB est une matrice n x q
dont les coefficients ¢;; sont définis par :

p
Cij = Z by
k=1

On peut écrire le coefficient de fagon plus développée, a savoir :

Cij = Ay byj + aipbyy + -+ @by + -+ aipby;.

Il est commode de disposer les calculs de la facon suivante.

— — X X X X

A— — AB
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Avec cette disposition, on considére d’abord la ligne de la matrice A située a gauche du coefficient que I'on veut
calculer (ligne représentée par des x dans A) et aussi la colonne de la matrice B située au-dessus du coefficient que
I'on veut calculer (colonne représentée par des x dans B). On calcule le produit du premier coefficient de la ligne par
le premier coefficient de la colonne (a;; X by;), que 'on ajoute au produit du deuxieme coefficient de la ligne par le
deuxieme coefficient de la colonne (a;, x b,;), que 'on ajoute au produit du troisieme. ..

2.2. Exemples

Exemple 5.
1 2 3 12
2 3
4 1 1

On dispose d’abord le produit correctement (a gauche) : la matrice obtenue est de taille 2 x 2. Puis on calcule chacun
des coefficients, en commencant par le premier coefficient ¢;; =1 x1 + 2x (—1) + 3 x 1 =2 (au milieu), puis les
autres (a droite).

1 2 1 2 1
-1 1 -1 1 -1 1
1 1 1 1 1

1
1 2 3\ (e e 1 2 3 2 ¢ 1 2 3 2 7
2 3 4) \cy ¢ 2 3 4) \cy ¢y 2 3 4) \3 11

Un exemple intéressant est le produit d’'un vecteur ligne par un vecteur colonne :
u= (a1 az b an) V=

Alors u x v est une matrice de taille 1 x 1 dont 'unique coefficient est a; b; + a,by + - - - +a,b,,. Ce nombre s’appelle le
des vecteurs u et v.

Calculer le coefficient c;; dans le produit A x B revient donc a calculer le produit scalaire des vecteurs formés par la
i-éme ligne de A et la j-éme colonne de B.

2.3. Pieges a éviter

Premier piége. Le produit de matrices n’est pas commutatif en général.
En effet, il se peut que AB soit défini mais pas BA, ou que AB et BA soient tous deux définis mais pas de la méme taille.
Mais méme dans le cas ot1 AB et BA sont définis et de la méme taille, on a en général AB # BA.

5 1)\(2 0\ (14 3 mais 2 0\(5 1)} (10 2
3 —2J\4 3)7\—2 -6 ' 4 3)\3 —2)7\29 —2)
Deuxieme piege. AB = 0 n’implique pas A= 0 ou B =0.

Il peut arriver que le produit de deux matrices non nulles soit nul. En d’autres termes, on peut avoir A# 0 et B# 0
mais AB = 0.

Exemple 7.

Exemple 6.

() 7). )

Troisiéme piége. AB = AC n’implique pas B = C. On peut avoir AB = AC et B # C.
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Exemple 8.
0 —1 4 —1 2 5 5 —4
A‘(o 3) B_(s 4) C‘(s 4) et AB_AC_(15 12)'

2.4. Propriétés du produit de matrices

Malgré les difficultés soulevées au-dessus, le produit vérifie les propriétés suivantes :
Proposition 2.
1. A(BC) = (AB)C : associativité du produit,
2. ABB+C)=AB+AC et (B+ C)A=BA+ CA: distributivité du produit par rapport a la somme,
3. A-0=0 et 0-A=0.

Démonstration. Posons A= (q;;) € M, ,(K), B = (b;;) € M), ,(K) et C = (c;;) € M, ,(K). Prouvons que A(BC) = (AB)C

en montrant que les matrices A(BC) et (AB)C ont les mémes coefficients.
p

Le terme d’indice (i, k) de la matrice AB est x;; = Zai[ byx. Le terme d’indice (i, j) de la matrice (AB)C est donc
=1

q a9 [(r
inkckaz Zaiebek Chij
k=1

k=1 \{=1

q
Le terme d’indice (¢, j) de la matrice BC est y,; = Zblkck]’- Le terme d’indice (i, j) de la matrice A(BC) est donc
k=1
p q

Z Qi Z berckj |-

(=1 k=1
Comme dans K la multiplication est distributive et associative, les coefficients de (AB)C et A(BC) coincident. Les
autres démonstrations se font comme celle de I'associativité. O

2.5. La matrice identité

La matrice carrée suivante s’appelle la

1 0 ... O

0 1 0
I,=

0 0 ... 1

Ses éléments diagonaux sont égaux a 1 et tous ses autres éléments sont égaux a 0. Elle se note I, ou simplement I.
Dans le calcul matriciel, la matrice identité joue un réle analogue a celui du nombre 1 pour les réels. C’est 'élément
neutre pour la multiplication. En d’autres termes :

Proposition 3.
Si A est une matrice n X p, alors

I,-A=A et A-T,=A.

n p

Démonstration. Nous allons détailler la preuve. Soit A € M,, ,(K) de terme général a;;. La matrice unité d’ordre p est
telle que tous les éléments de la diagonale principale sont égaux a 1, les autres étant tous nuls.
On peut formaliser cela en introduisant le symbole de Kronecker. Si i et j sont deux entiers, on appelle

, et on note §; ;, le réel qui vaut 0 si i est différent de j, et 1 sii est égal a j. Donc

{0 si i ]

1 sii=j.

»J2

Alors le terme général de la matrice identité I, est 6; ; avec i et j entiers, compris entre 1 et p.
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La matrice produit Al, est une matrice appartenant a M, ,(K) dont le terme général c;; est donné par la formule

P

cij = Z a;;Ox;- Dans cette somme, i et j sont fixés et k prend toutes les valeurs comprises entre 1 et p. Si k # j alors
k=1

o kj =0, etsi k=jalors 6 kj = 1. Donc dans la somme qui définit cij, tous les termes correspondant a des valeurs de

k différentes de j sont nuls et il reste donc ¢;; = a;;0;; = a;;1 = a;;. Donc les matrices A, et A ont le méme terme

général et sont donc égales. L'égalité I,A = A se démontre de la méme fagon. O

2.6. Puissance d’'une matrice

Dans 'ensemble M,,(K) des matrices carrées de taille n x n a coefficients dans K, la multiplication des matrices est
une opération interne : si A, B € M,(K) alors AB € M,,(K).

En particulier, on peut multiplier une matrice carrée par elle-méme : on note A2 =Ax A, A> =Ax AxA.

On peut ainsi définir les puissances successives d’une matrice :

Définition 6.
Pour tout A € M,(K), on définit les puissances successives de A par A° = I, et AP™1 = AP x A pour tout p € N.
Autrement dit, A =AXAX--- X A.

S —

p facteurs
Exemple 9.
1 0 1
On cherche a calculer A? avecA=| 0 —1 0 |.On calcule A%, A% et A* et on obtient :
0 0 2
1 0 3 1 0 7 1 0 15
A*=|0 1 0 A=A2xA=|0 -1 0 A'=A*xA=|0 1 0
0O 0 4 0O 0 8 0 16
1 0 2P —1
Lobservation de ces premiéres puissances permet de penser que la formule est : A = 0 (—1)? 0 . Démon-
0 0 2P

trons ce résultat par récurrence.
Il est vrai pour p =0 (on trouve l'identité). On le suppose vrai pour un entier p et on va le démontrer pour p + 1. On
a, d’apres la définition,

1 0 2P —1 1 0 1 1 0 2P+ _q
A=A xA=|0 (-1» 0 |x|[0o -1 of|=[0 (-1)p* 0
0 0 2P 0 0 2 0 0 2p+1

Donc la propriété est démontrée.

2.7. Formule du binOme

Comme la multiplication n’est pas commutative, les identités binomiales usuelles sont fausses. En particulier, (A + B)?
ne vaut en général pas A? + 2AB + B2, mais on sait seulement que

(A+B)? =A%+ AB + BA+ B2,

Proposition 4 (Calcul de (A+ B)P lorsque AB = BA).

Soient A et B deux éléments de M, (K) qui , Cest-a-dire tels que AB = BA. Alors, pour tout entier p > 0,
on a la formule
p
D\ yp—k pk
A+B)Y = ( )AP B
(A+B) ;) .

ot (§) désigne le coefficient du bindme.

La démonstration est similaire a celle de la formule du binéme pour (a + b)P, avec a, b € R.
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Exemple 10.
1111 01 11
Soit A= 121 .Onpose N =A—1= 0021 . La matrice N est nilpotente (c’est-a-dire il existe
01 3 0 0 0 3
0 0 01 0 0 0 O
k € N tel que N* = 0) comme le montrent les calculs suivants :
0 0 2 4 0 0 0 6
N0 0 06 N0 0 00 o Ni—o.
0 00O 0 0 0O
0 0 00O 0 0 0O

Comme on aA=1+N etles matrices N et I commutent (la matrice identité commute avec toutes les matrices), on
peut appliquer la formule du binéme de Newton. On utilise que I¥ = I pour tout k et surtout que N* =0 si k > 4. On
obtient

p 3
AP = Z (i)NkIp—k — Z (p)Nk —T+pN + p(pz!—1)N2 4 p(p—ls)l(p—Z)Ns‘

k=0 k=0 k
D’ou
1 p p* p(*-p+1)
= 0 1 2p pBBp—2)
00 1 3p
00 0 1

Mini-exercices.

1. Soient A= (g _24 _02), B= (§ 19 ), C= ( Bg é), D= (? ), E= (x y z) Quels produits sont possibles ? Les

-2 -3 1
calculer!
00
2. Soient A=(010)etB=(0 0 2). Calculer A%, B, AB et BA.
112 1-10
. 200 000
3. Soient A= (8 2 g) etB= (% 0 8). Calculer AP et BP pour tout p > 0. Montrer que AB = BA. Calculer (A + B)?.

3. Inverse d’une matrice : définition

3.1. Définition

Définition 7 (Matrice inverse).
Soit A une matrice carrée de taille n x n. S’il existe une matrice carrée B de taille n x n telle que

AB=1I et BA=1,

on dit que A est .On appelle BT’ et on la note AL,

On verra plus tard qu'’il suffit en fait de vérifier une seule des conditions AB = I ou bien BA= 1.

o Plus généralement, quand A est inversible, pour tout p € N, on note :
AP=(A1yY=A1a1...4"1,
[ —
p facteurs

o L'ensemble des matrices inversibles de M, (K) est noté GL,(K).

3.2. Exemples

Exemple 11.
Soit A= (§ ). Etudier si A est inversible, c’est étudier I'existence d’'une matrice B = (¢ 5) a coefficients dans K, telle

que AB=1etBA=1.0rAB =1 équivaut a :
a+2c b+2d) (1 0
3c 3d ) \0 1

i (33 9 9) =
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Cette égalité équivaut au systeme :

a+2c=1
b+2d=0
3c=0
3d=1
Sa résolution est immédiate : a =1, b = —%, c=0,d= % Il n’y a donc qu’une seule matrice possible, a savoir

1-2 . . . Sr ez e e .
B= ( ;° ) Pour prouver qu’elle convient, il faut aussi montrer I'égalité BA = I, dont la vérification est laissée au
3

: L 1 -2
lecteur. La matrice A est donc inversible et A~ = ( 0 2.
3

Exemple 12.

. . . . a . .
La matrice A = (g 8) n’est pas inversible. En effet, soit B = (c ) une matrice quelconque. Alors le produit

d

a b\(3 O 3a+5b 0
BA_(C d)(s O)_(3c+5d 0)
ne peut jamais étre égal a la matrice identité.

Exemple 13.
e Soit I, la matrice carrée identité de taille n x n. C’est une matrice inversible, et son inverse est elle-méme par
légalité I,,I, =1,,.
» La matrice nulle 0, de taille n x n n’est pas inversible. En effet on sait que, pour toute matrice B de M,(K), on a
B0, = 0,, qui ne peut jamais étre la matrice identité.

3.3. Propriétés
Unicité

Proposition 5.
Si A est inversible, alors son inverse est unique.

Démonstration. La méthode classique pour mener a bien une telle démonstration est de supposer 'existence de deux
matrices B; et B, satisfaisant aux conditions imposées et de démontrer que B; = B,.

Soient donc B; telle que AB; = B;A = I, et B, telle que AB, = B,A = I,,. Calculons B,(AB; ). D’une part, comme AB; =I,,,
on a B,(AB;) = B,. D’autre part, comme le produit des matrices est associatif, on a B,(AB;) = (B,A)B; = I,B; = B;.
Donc B; = B,. O

Inverse de I'inverse

Proposition 6.
Soit A une matrice inversible. Alors A™* est aussi inversible et on a :

(A '=A

Inverse d’un produit

Proposition 7.
Soient A et B deux matrices inversibles de méme taille. Alors AB est inversible et

(AB)—l — B—lA—l

Il faut bien faire attention a 'inversion de 'ordre !
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Démonstration. 11 suffit de montrer (B~'A™1)(AB) =1I et (AB)(B!A™!) = I. Cela suit de
(B'AHYAB)=B'(4MaH)B=B'IB=B'B=1,
et (AB)B A =ABB A l=AIA'=AA"1=1].

De facon analogue, on montre que si A,,...,A,, sont inversibles, alors

(AAy A ) =ATATT AL

Simplification par une matrice inversible

Si C est une matrice quelconque de M, (K), nous avons vu que la relation AC = BC ol A et B sont des éléments de
M, (K) n’entraine pas forcément I’égalité A = B. En revanche, si C est une matrice inversible, on a la proposition
suivante :

Proposition 8.
Soient A et B deux matrices de M, (K) et C une matrice inversible de M, (KK). Alors Uégalité AC = BC implique Uégalité
A=B.

Démonstration. Ce résultat est immédiat : si on multiplie & droite I'égalité AC = BC par C™!, on obtient I'égalité :
(AC)C™! = (BC)C™!. En utilisant I'associativité du produit des matrices on a A(CC™!) = B(CC™), ce qui donne
d’aprés la définition de I'inverse AI = BI, d’ou A= B. O

Mini-exercices.

1. Soient A= (7' 7?)et B=(21). Calculer A}, B!, (AB)7}, (BA) ™}, A2

2. Calculer l'inverse de ((1J 9 8).
103
3. SoitA= (_(2)1 _(?;2 §). Calculer 2A — A2. Sans calculs, en déduire A™L.

4. Inverse d’une matrice : calcul

Nous allons voir une méthode pour calculer l'inverse d'une matrice quelconque de maniere efficace. Cette méthode
est une reformulation de la méthode du pivot de Gauss pour les systémes linéaires. Auparavant, nous commencons
par une formule directe dans le cas simple des matrices 2 x 2.

4.1. Matrices 2 x 2

s . a b
Considérons la matrice 2x 2 : A= c 4l

Proposition 9.
Siad — bc # 0, alors A est inversible et

Démonstration. On vérifie que si B = —- (4 ~?) alors AB = (} $). Idem pour BA. O
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4.2. Méthode de Gauss pour inverser les matrices

La méthode pour inverser une matrice A consiste a faire des opérations élémentaires sur les lignes de la matrice A
jusqu’a la transformer en la matrice identité I. On fait simultanément les mémes opérations élémentaires en partant
de la matrice I. On aboutit alors & une matrice qui est A"!. La preuve sera vue dans la section suivante.

En pratique, on fait les deux opérations en méme temps en adoptant la disposition suivante : a c6té de la matrice A
que l'on veut inverser, on rajoute la matrice identité pour former un tableau (A | I). Sur les lignes de cette matrice
augmentée, on effectue des opérations élémentaires jusqu’a obtenir le tableau (I | B). Et alors B=A"!.

Ces opérations élémentaires sur les lignes sont :
1. L; « AL; avec A # 0 : on peut multiplier une ligne par un réel non nul (ou un élément de K \ {0}).
2. L« L;+ALj avec A €K (et j # i) : on peut ajouter a la ligne L; un multiple d’une autre ligne L;.

3. L; <> L; : on peut échanger deux lignes.

N’oubliez pas : tout ce que vous faites sur la partie gauche de la matrice augmentée, vous devez aussi le faire sur la
partie droite.

4.3. Un exemple

1 2 1
Calculons l'inverse deA=| 4 0 -1
-1 2 2
Voici la matrice augmentée, avec les lignes numérotées :
1 2 1|1 00 L
AlD=] 4 0 —-1|0 1 O L,

-1 2 2|00 1) 1,

On applique la méthode de Gauss pour faire apparaitre des O sur la premiere colonne, d’abord sur la deuxiéme ligne
par 'opération élémentaire L, < L, —4L, qui conduit a la matrice augmentée :

1 2 1 1 0 O
0O -8 -5(—4 1 O Ly—L,—4L,
-1 2 2 0 0 1

Puis un O sur la premiere colonne, a la troisieme ligne, avec Ly <= Ly + L, :

1 2 1 1 00
0 8 5|—4 10
0 1

0 4 3 1 LyeLy+L,
On multiplie la ligne L, afin qu’elle commence par 1 :
1 2 11 0 O
01 2|3 —% 0 | 1,11,
0 4 3(1 0 1

On continue afin de faire apparaitre des O partout sous la diagonale, et on multiplie la ligne L. Ce qui termine la
premiére partie de la méthode de Gauss :

1 2 11 0 O
01 E[} o
0 0 % -1 % 1 LyeLy—4L,
puis
1 2 1|1 0 O
01 F|4 o
0 01|]—2 1 2 Lye—2Ly

Il ne reste plus qu'a « remonter » pour faire apparaitre des zéros au-dessus de la diagonale :
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1 2 1)1 0 0
01 0|2 =5 =% | toetoil
0 0 1|]—-2 1 2
puis
1 0 O —% % % LyeLi—2L,—L4
01 0|7 - 3
00 1|]—=2 1 2
Ainsi I'inverse de A est la matrice obtenue a droite et aprés avoir factorisé tous les coefficients par 4, on a obtenu
-2 2 2
A= %r 7 -3 —5
-8 4 8

Pour se rassurer sur ses calculs, on n’oublie pas de vérifier rapidement que Ax A =1.
Mini-exercices.
1. Si possible calculer I'inverse des matrices : (33), (% 7). (32), (#5*1).

2. Soit A(8) = (<28 ~sinf). Calculer A(6)7".

sin@ cos6

11100
1010 2111
130 2-21 01200
3. Calculer l'inverse des matrices : ( 1—1),(3 0 5),(_()1%—()2(1)),((1)‘1)_()1§), 11200 |.
217 112 00021
0213 0110 g oozl

5. Inverse d’une matrice : systemes linéaires et matrices élémen-
taires

5.1. Matrices et systéemes linéaires

Le systeme linéaire

au xl + a12 xZ + s + a1P xp b1

as Xq + Aoy X9 + -+ azp xp = b2

an1 Xl + anz XZ + ttt + np Xp bn

peut s’écrire sous forme matricielle :
ap ... Qg X, b,
Ay ... Gy b b,
App -er Gyp Xp b,
~———— ~———

A X B

On appelle A € M,, ,(K) la matrice des coefficients du systeme. B € M, ;(K) est le vecteur du second membre. Le
vecteur X € M, ;(K) est une solution du systéme si et seulement si

AX =B.
Nous savons que :

Théoréme 1.
Un systéeme d’équations linéaires n’a soit aucune solution, soit une seule solution, soit une infinité de solutions.

5.2. Matrices inversibles et systémes linéaires

Considérons le cas ot le nombre d’équations égale le nombre d’inconnues :
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a; ... Qg xq b,

ay; ... dy, Xy b,

Ay .- Qg X, b,
~— ~—_———

A X B

Alors A € M, (K) est une matrice carrée et B un vecteur de M, ;(K). Pour tout second membre, nous pouvons utiliser
les matrices pour trouver la solution du systeme linéaire.

Proposition 10.
Si la matrice A est inversible, alors la solution du systéme AX = B est unique et est :

La preuve est juste de vérifier que si X = A™'B, alors AX = A(A™'B) = (AA™!)B =1 - B = B. Réciproquement si AX = B,
alors nécessairement X = A~'B. Nous verrons bientdt que si la matrice n’est pas inversible, alors soit il n’y a pas de
solution, soit une infinité.

5.3. Les matrices élémentaires

Pour calculer I'inverse d’'une matrice A, et aussi pour résoudre des systémes linéaires, nous avons utilisé trois opérations
élémentaires sur les lignes qui sont :

1. L; « AL; avec A # 0 : on peut multiplier une ligne par un réel non nul (ou un élément de K \ {0}).
2. L« L;+ALj avec A €K (et j # i) : on peut ajouter & la ligne L; un multiple d’une autre ligne L;.
3. L; <> L; : on peut échanger deux lignes.

Nous allons définir trois matrices élémentaires E; _; , Epcra1; ELes, correspondant a ces opérations. Plus
précisément, le produit E x A correspondra a l'opération élémentaire sur A. Voici les définitions accompagnées
d’exemples.

1. La matrice E; ., estla matrice obtenue en multipliant par A la i-éme ligne de la matrice identité I, ou A est un
nombre réel non nul.

1 000
e o 5 00
bl 0 1 0
0 001
2. La matrice Ep . 4z, est la matrice obtenue en ajoutant A fois la j-éme ligne de I,, a la i-€me ligne de I,,.
1 0 00
E ~|-3 1.0 0
Ly«Ly—3L; — 0 0 1 0
0 0 0 1

3. La matrice E; 1, est la matrice obtenue en permutant les i-eme et j-éme lignes de I,,.

10 0 0
5 _r _|0 001
Lyoly ™ Plaly 0 010

0100

[—

Les opérations élémentaires sur les lignes sont réversibles, ce qui entraine I'inversibilité des matrices élémentaires.

Le résultat de la multiplication d’'un matrice élémentaire E par A est la matrice obtenue en effectuant 'opération
élémentaire correspondante sur A. Ainsi :

1. La matrice E; ;. X A est la matrice obtenue en multipliant par A la i-eme ligne de A.
2. La matrice Ej .y 1y, X Aest la matrice obtenue en ajoutant A fois la j-éme ligne de A a la i-éme ligne de A.

3. La matrice E; ., 1, X Aest la matrice obtenue en permutant les i-€me et j-eme lignes de A.
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Exemple 14.
1.
1 0 O X1 Xy X3 X; Xy X3
ELZH%LZXA: 0 % O1x(y1 Y2 ¥3|= %J’l %J’Z %3’3
0 0 1 21 2y 23 2, Zy Z3
2.
1 O _7 Xl XZ X3 Xl - 721 Xz - 722 XB - 723
Epcp, 71, xA=[0 1 X1y1 Y2 Y3 |= 1 Ya Y3
0 0 1 21 29 23 21 Zy Z3
3.
1 00 X1 Xg X3 X; Xy X3
El,op,xA=[0 0 1 x|y Yo Yys|=|2 2 2
010 21 2y 2z3 Yi Y2 ¥3

5.4. Equivalence a une matrice échelonnée

Définition 8.
Deux matrices A et B sont dites si 'une peut étre obtenue a partir de 'autre par une suite
d’opérations élémentaires sur les lignes. On note A ~ B.

Définition 9.
Une matrice est si:
 le nombre de zéros commencant une ligne croit strictement ligne par ligne jusqu’a ce qu’il ne reste plus que
des zéros.
Elle est si en plus :
e le premier coefficient non nul d’'une ligne (non nulle) vaut 1;
et Cest le seul élément non nul de sa colonne.

Exemple d'une matrice échelonnée (a gauche) et échelonnée réduite (a droite) ; les x désignent des coefficients
quelconques, les + des coefficients non nuls :

+

[cNoNeNeNo)

O O O O O ¥%
O O O O + %
S O O + ¥ %
O O O % ¥ ¥
O O O % ¥ %
O O 4+ * % %
O OO O O
O O O O O %
=N elNeNol o)
O OO+~ OO
O O O ¥ ¥ ¥
O O O % ¥ ¥
O O OO O

Théoreme 2.
Etant donnée une matrice A € M, ,(K), il existe une unique matrice échelonnée réduite U obtenue a partir de A par
des opérations élémentaires sur les lignes.

Ce théoréme permet donc de se ramener par des opérations élémentaires a des matrices dont la structure est beaucoup
plus simple : les matrices échelonnées réduites.

Démonstration. Nous admettons l'unicité.
Lexistence se démontre grace a I'algorithme de Gauss. L'idée générale consiste a utiliser des substitutions de lignes
pour placer des zéros la ot il faut de facon a créer d’abord une forme échelonnée, puis une forme échelonnée réduite.

Soit A une matrice n x p quelconque.

Partie A. Passage a une forme échelonnée.

Etape A.1. Choix du pivot.

On commence par inspecter la premiére colonne. Soit elle ne contient que des zéros, auquel cas on passe directement
a I'étape A.3, soit elle contient au moins un terme non nul. On choisit alors un tel terme, que 'on appelle le . Si
C’est le terme a;;, on passe directement a 'étape A.2; si c’est un terme a;; avec i # 1, on échange les lignes 1 et i
(L, <= L;) et on passe a 'étape A.2.
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Au terme de I'étape A.1, soit la matrice A a sa premiere colonne nulle (a gauche) ou bien on obtient une matrice
équivalente dont le premier coefficient a’11 est non nul (a droite) :

[ 0 ap
0 ay
0 ap
0 ap

a2j

a;

J

nj

a;

alp\
a,,

=A ou
p

np

/ /
ap Ay
/ /
dy; Ay
/ /
a; 4
/ /
anl anZ

/ /
a; alp\

/ /
daj ap

/ /
alJ .o alp

/ /
anj anp

~A.

Etape A.2. Elimination.
On ne touche plus a la ligne 1, et on se sert du pivot a;; pour éliminer tous les termes a;, (avec i > 2) situés sous

le pivot. Pour cela, il suffit de remplacer la ligne i par elle-méme moins %x la ligne 1, ceci pour i = 2,...,n:

a a,
L2 — L2 - TﬂLl, L3 — L3 - ﬁLl". .
Au terme de I'étape A.2, on a obtenu une matrice de la forme

/ /

/ /
a;; Ay ay; a,
Y 1 1"
O a22 e a2j e a2p
: A
17 1 1/ o
0 ap a;; a4
1" 17 Y
0 an2 anj anp

Etape A.3. Boucle.
Au début de I'étape A.3, on a obtenu dans tous les cas de figure une matrice de la forme

1 1 1 1
a;; Ay ay; a,p
1 1 1
0 ay ay; a,,
1 1 1 | ~A
0 a; a;; a;,
1 1 1
0 an2 anj anp

dont la premiere colonne est bien celle d'une matrice échelonnée. On va donc conserver cette premiere colonne. Si
ah # 0, on conserve aussi la premiere ligne, et 'on repart avec I'étape A.1 en I'appliquant cette fois a la sous-matrice
(n—1) x (p—1) (ci-dessous a gauche : on « oublie » la premiere ligne et la premiere colonne de A) ; si a%l =0, on
repart avec I'étape A.1 en I'appliquant a la sous-matrice n x (p — 1) (a droite, on « oublie » la premiére colonne) :

1 1 1
S T | al [alz ay; Q1p
22 2j 2p % S (O |
. . . 22 2j 2p
a: cee a.. “es a:
i2 ij ip 1. 1 .. 1
) ) dia 4 dip
1 1 1 :
a e a . e a
n2 nj np \ 1 1 .. 1
an2 anj anp

Au terme de cette deuxieme itération de la boucle, on aura obtenu une matrice de la forme

1 1 1 1
a;; 4y ay; a,
2 el 2. 2
0 ay ay; a5
2 2 | ~A
0 0 a; a,
2 2
\ 0 0 a,; @G

et ainsi de suite.



MATRICES 5. INVERSE D'UNE MATRICE : SYSTEMES LINEAIRES ET MATRICES ELEMENTAIRES 15

Comme chaque itération de la boucle travaille sur une matrice qui a une colonne de moins que la précédente, alors au
bout d’au plus p — 1 itérations de la boucle, on aura obtenu une matrice échelonnée.

Partie B. Passage a une forme échelonnée réduite.

Etape B.1. Homothéties.

On repere le premier élément non nul de chaque ligne non nulle, et on multiplie cette ligne par l'inverse de cet élément.
Exemple : si le premier élément non nul de la ligne i est a # 0, alors on effectue L; « éLi. Ceci crée une matrice
échelonnée avec des 1 en position de pivots.

Etape B.2. Elimination.

On élimine les termes situés au-dessus des positions de pivot comme précédemment, en procédant a partir du bas a
droite de la matrice. Ceci ne modifie pas la structure échelonnée de la matrice en raison de la disposition des zéros
dont on part.

O
Exemple 15.
Soit
1 2 3 4
A= 0 2 4 6
-1 0 1 0

A. Passage a une forme échelonnée.
Premiére itération de la boucle, étape A.1. Le choix du pivot est tout fait, on garde ail =1.
Premiere itération de la boucle, étape A.2. On ne fait rien sur la ligne 2 qui contient déja un zéro en bonne position et
on remplace la ligne 3 par Ly « Ly + L;. On obtient
1 2 3 4
A~|0 2 4 6
0 2 4 4
Deuxiéme itération de la boucle, étape A.1. Le choix du pivot est tout fait, on garde a%z =2.
Deuxiéme itération de la boucle, étape A.2. On remplace la ligne 3 avec 'opération Ly < L3 — L,. On obtient

1 2 3 4
A~[0 2 4 6
0 0 0 —2

Cette matrice est échelonnée.

B. Passage a une forme échelonnée réduite.
Etape B.1, homothéties. On multiplie la ligne 2 par % et la ligne 3 par —% et 'on obtient

1 2 3 4
A~{0 1 2 3
0 0 01

Etape B.2, premiere itération. On ne touche plus 4 la ligne 3 et on remplace la ligne 2 par L, < Ly—3Ls et L; < L;—4Ls.
On obtient

1 2 30
A~10 1 2 O
0 0 0 1
Etape B.2, deuxiéme itération. On ne touche plus a la ligne 2 et on remplace la ligne 1 par L; < L; —2L,. On obtient
1 0 -1 0
A~10 1 2 O
0 0 0 1

qui est bien échelonnée et réduite.
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5.5. Matrices élémentaires et inverse d’une matrice

Théoreme 3.
Soit A € M, (K). La matrice A est inversible si et seulement si sa forme échelonnée réduite est la matrice identité I,,.

Démonstration. Notons U la forme échelonnée réduite de A. Et notons E le produit de matrices élémentaires tel que
EA=U.

& Si U =1, alors EA=I,,. Ainsi par définition, A est inversible et A~* = E.

= Nous allons montrer que si U # I,,, alors A n’est pas inversible.

— Supposons U # I,,. Alors la derniére ligne de U est nulle (sinon il y aurait un pivot sur chaque ligne donc ce
serait I,,).

— Cela entraine que U n’est pas inversible : en effet, pour tout matrice carrée V, la derniere ligne de UV est
nulle ; on n'aura donc jamais UV =I,,.

— Alors, A n’est pas inversible non plus : en effet, si A était inversible, on aurait U = EA et U serait inversible
comme produit de matrices inversibles (E est inversible car c’est un produit de matrices élémentaires qui sont
inversibles).

O

Remarque.

Justifions maintenant notre méthode pour calculer A™!.

Nous partons de (A|I) pour arriver par des opérations élémentaires sur les lignes a (I|B). Montrons que B = A™!. Faire
une opération élémentaire signifie multiplier a gauche par une des matrices élémentaires. Notons E le produit de ces
matrices élémentaires. Dire que l'on arrive 4 la fin du processus a I signifie EA=I. Donc A~! = E. Comme on fait les
mémes opérations sur la partie droite du tableau, alors on obtient EI = B. Donc B = E. Conséquence : B =A"1.

Corollaire 1.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) La matrice A est inversible.
0

0

(ii) Le systéme linéaire AX = (: ) a une unique solution X = (: )
0 0

(iii) Pour tout second membre B, le systéme linéaire AX = B a une unique solution X.

Démonstration. Nous avons déja vu (i) = (ii) et (i) = (iii).

Nous allons seulement montrer (ii) = (i). Nous raisonnons par contraposée : nous allons montrer la proposition
équivalente non(i) = non(ii). Si A n’est pas inversible, alors sa forme échelonnée réduite U contient un premier
zéro sur sa diagonale, disons a la place £. Alors U a la forme suivante

[1 0 -+ ¢k 0 % [ —a
0o . 0 * :
0 0 1 ¢ * —Cyp_1
0 0 0 * On note X = 1
0 0 0 * 0
oo : -+ 0 .o :
0 --- el 0 % \ 0

Alors X n'est pas le vecteur nul, mais UX est le vecteur nul. Comme A= E~'U, alors AX est le vecteur nul. Nous avons
donc trouvé un vecteur non nul X tel que AX = 0. O

Mini-exercices.

1. Exprimer les systemes linéaires suivants sous forme matricielle et les résoudre en inversant la matrice :

+ 1 XxX+t=a
X+z=
2x+4y =7 x—=2y=p
s —2y+3z=1 ,
—2x+3y =-14 x+y+t=2
x+z=1
y+t=4

2. Ecrire les matrices 4 x 4 correspondant aux opérations élémentaires : L, < %LZ, Lye—Ly;— %Lz, L, < L,. Sans
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calculs, écrire leurs inverses. Ecrire la matrice 4 x 4 de 'opération L; < L; —2Ls + 3L,.

- - , R coraduive- (L2 3)(102) (3470
3. Ecrire les matrices suivantes sous forme échelonnée, puis échelonnée redu1te:( 149 ),(% -1 %), 151 4 |
22— - -1 2 Z1-2

6. Matrices triangulaires, transposition, trace, matrices symétriques

6.1. Matrices triangulaires, matrices diagonales

Soit A une matrice de taille n x n. On dit que A est si ses éléments au-dessus de la diagonale
sont nuls, autrement dit :
i < ] - al’j =0.

Une matrice triangulaire inférieure a la forme suivante :

a11 O e e O
ax A2
0
anl an‘2 e e ann
On dit que A est si ses éléments en-dessous de la diagonale sont nuls, autrement dit :

l>] — aij:().

Une matrice triangulaire supérieure a la forme suivante :

all alz oo DAY .o aln
0 ax ... ... ... dy
0 oo i s O an)
Exemple 16.
Deux matrices triangulaires inférieures (a gauche), une matrice triangulaire supérieure (a droite) :
4 0 O 1 1 -1
0 -1 0 > 0 0 -1 -1
1 -2
3 -2 3 0O 0 -1
Une matrice qui est triangulaire inférieure et triangulaire supérieure est dite .Autrement dit: i #j =
ai]' =0.
Exemple 17.
Exemples de matrices diagonales :
-1 0 O
2 0
0 6 0 et 0 3
0 0 O

Exemple 18 (Puissances d'une matrice diagonale).
Si D est une matrice diagonale, il est tres facile de calculer ses puissances DP (par récurrence sur p) :

a; 0 ... ... O a/ 0 ... ... 0
0 ayb 0 ... 0 0 a5 0 ... O
0 0 a,; O 0 0 ab , 0
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Théoréme 4.
Une matrice A de taille n x n, triangulaire, est inversible si et seulement si ses éléments diagonaux sont tous non nuls.

Démonstration. Supposons que A soit triangulaire supérieure.

o Si les éléments de la diagonale sont tous non nuls, alors la matrice A est déja sous la forme échelonnée. En
multipliant chaque ligne i par I'inverse de I'élément diagonal g;;, on obtient des 1 sur la diagonale. De ce fait, la
forme échelonnée réduite de A sera la matrice identité. Le théoréme 3 permet de conclure que A est inversible.

 Inversement, supposons qu’au moins 'un des éléments diagonaux soit nul et notons a,, le premier élément nul de
la diagonale. En multipliant les lignes 1 a £ —1 par l'inverse de leur élément diagonal, on obtient une matrice de la

forme
(1 * *\
0 * *
0 0 1 * *
0 0 0 *
0 0 O *
O cee e 0 *

11 est alors clair que la colonne numéro ¢ de la forme échelonnée réduite ne contiendra pas de 1 comme pivot. La
forme échelonnée réduite de A ne peut donc pas étre I,, et par le théoréme 3, A n’est pas inversible.
Dans le cas d’'une matrice triangulaire inférieure, on utilise la transposition (qui fait 'objet de la section suivante) et
on obtient une matrice triangulaire supérieure. On applique alors la démonstration ci-dessus. O

6.2. La transposition

Soit A la matrice de taille n x p

ap;; Apg aip
dp;  dap Azp
A= .
an1  Ap2 anp
Définition 10.
On appelle de A la matrice AT de taille p x n définie par :
a;;p dzp ... dp
AT a12 a22 oo anz
Qip Az Anp

Autrement dit : le coefficient a la place (i, j) de AT est aj;. Ou encore la i-éme ligne de A devient la i-éme colonne de
AT (et réciproquement la j-éme colonne de A est la j-éme ligne de A).

Notation : La transposée de la matrice A se note aussi souvent ‘A.

Exemple 19.
1 2 3\ (1 4 -7
5 6| =2 5 8
-7 8 9 3 -6 9
T
0 3 1
0 1 -1
1 =5 =(3 s 2) 1 —2 57=|-2
-1 2 5

L'opération de transposition obéit aux regles suivantes :
Théoreme 5.

1. (A+B)T =AT +BT
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2. (aA)" = aA”
3. (AT =A

4. | (AB)T =BTAT

5. Si Aest inversible, alors AT Uest aussi et on a (AT)™! = (A™1)T.

Notez bien l'inversion : (AB)" = BTA”, comme pour (AB) ™' =B™'A™L.

6.3. La trace

Dans le cas d'une matrice carrée de taille n x n, les éléments a,;, a,, ..., a,, sont appelés les

Sa est la diagonale (a;;, s, - -, Ayy)-
din Qi ain
a1 dao Aon
an1 Qp2 Ann
Définition 11.
La de la matrice A est le nombre obtenu en additionnant les éléments diagonaux de A. Autrement dit,

tl‘A=a11+a22+~--+ann.

Exemple 20.
« SiA=(21) alorstrA=2+5=7.

11 2
D PourB:(s 2 8 ),trB:1+2—10:—7.
110 —10

Théoréme 6.

Soient A et B deux matrices n x n. Alors :
1. tr(A+B) =trA + trB,

2. tr(aA) = a trA pour tout a € K,

3. tr(AT) =tra

4. tr(AB) = tr(BA).

Démonstration.

=

. Pour tout 1 < i < n, le coefficient (i,i) de A+ B est a;; + b;;. Ainsi, on a bien tr(A + B) = tr(A) + tr(B).

Cii = @i byi + @by + -+ + @by

2. Onatr(aA) =aa;; + - +aa,, = ala;; +- -+ a,,) = atrA.
3
4. Notons ¢;; les coefficients de AB. Alors par définition
Ainsi,
tr(AB) = ayby
+ds1 b1y
+anl bln

On peut réarranger les termes pour obtenir

tr(AB) = ay; by,
+ay2by4

+a1n bnl

+appby A+
+agybyy A+
+apo b2n L
+ag by A+
+agybyy A+

+a2nbn2 tee

+a1n bnl
+a2nbn2

+a,,bon-

+an1 bln
+an2b2n

+a,,bon-

19

. Etant donné que la transposition ne change pas les éléments diagonaux, la trace de A est égale 4 la trace de AT
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En utilisant la commutativité de la multiplication dans K, la premiere ligne devient
biiay; +biaag +--- + bipan

qui vaut le coefficient (1,1) de BA. On note d;; les coefficients de BA. En faisant de méme avec les autres lignes,
on voit finalement que
tr(AB) = d11 + -+ dnn = tr(BA).

6.4. Matrices symétriques

Définition 12.
Une matrice A de taille n x n est si elle est égale a sa transposée, c’est-a-dire si

A=AT,

ou encore si a;; = aj; pour tout i, j = 1,...,n. Les coefficients sont donc symétriques par rapport a la diagonale.

Exemple 21.
Les matrices suivantes sont symétriques :

Exemple 22.
Pour une matrice B quelconque, les matrices B - BT et BT - B sont symétriques.
Preuve : (BBT)T = (B")"B" = BB'. Idem pour B”B.

6.5. Matrices antisymétriques

Définition 13.

Une matrice A de taille n x n est si
AT =—A,
Cest-a-dire si a;; = —a;; pour tout i,j =1,...,n.
Exemple 23.

2
0 —1 0 4
1 0 -4 0 -5
-2 5 0
Remarquons que les éléments diagonaux d’une matrice antisymétrique sont toujours tous nuls.

Exemple 24.
Toute matrice est la somme d’une matrice symétrique et d’'une matrice antisymétrique.

Preuve : Soit A une matrice. Définissons B = %(A +AT) et C = %(A—AT). Alors d’une part A= B+ C ; d’autre part B est
symétrique, car BT = £(AT + (AT)") = 3 (AT + A) = B; et enfin C est antisymétrique, car CT = 3(AT — (AT)") =—C.

Exemple :
2 10 2 9 0 1
Pour A= (8 _3) alors A = (9 _3) (_1 O) .

_— Y

symétrique antisymétrique

Mini-exercices.

1. Montrer que la somme de deux matrices triangulaires supérieures reste triangulaire supérieure. Montrer que
C’est aussi valable pour le produit.

2. Montrer que si A est triangulaire supérieure, alors AT est triangulaire inférieure. Et si A est diagonale ?
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X1
X2

3. SoitA=| . |.Calculer A" -A, puisA-A”.
Xjn

4. Soit A=(25). Calculer tr(A-AT).

5. Soit A une matrice de taille 2 x 2 inversible. Montrer que si A est symétrique, alors A™! aussi. Et si A est
antisymétrique ?

6. Montrer que la décomposition d’une matrice sous la forme « symétrique + antisymétrique » est unique.

Auteurs du chapitre
« D’aprés un cours de Eva Bayer-Fluckiger, Philippe Chabloz, Lara Thomas de I’Ecole Polytechnique Fédérale de
Lausanne,
» et un cours de Sophie Chemla de l'université Pierre et Marie Curie, reprenant des parties de cours de H. Ledret et
d’une équipe de l'université de Bordeaux animée par J. Queyrut,
* mixés et révisés par Arnaud Bodin, relu par Vianney Combet.
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