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Fiche d’exercices ¢ Nombres complexes

Préambule

L’équation x + 5 = 2 a ses coefficients dans N mais pourtant sa solution x = —3 n’est pas un entier naturel. Il faut ici

considérer ’ensemble plus grand Z des entiers relatifs.

1
x+5=2 2x=—3 x“=3 x2=—+v2

N Z - Q- R C

De méme I'équation 2x = —3 a ses coefficients dans Z mais sa solution x = —% est dans 'ensemble plus grand des
rationnels Q. Continuons ainsi, 'équation x? = % a coefficients dans Q, a ses solutions x; = +1/v2 et x, = —1/v/2
dans I'ensemble des réels R. Ensuite 'équation x? = —+/2 & ses coefficients dans R et ses solutions x; = +i Vv v/2 et
Xy =—1i V/¥/2 dans l'ensemble des nombres complexes C. Ce processus est-il sans fin ? Non ! Les nombres complexes
sont en quelque sorte le bout de la chalne car nous avons le théoréme de d’Alembert-Gauss suivant : « Pour n'importe
quelle équation polynomiale a,x" + a,_;x" ' + -+ + ayx? + a;x + ay = 0 ott les coefficients a; sont des complexes (ou
bien des réels), alors les solutions x4, ..., X, sont dans Uensemble des nombres complexes ».

Outre la résolution d’équations, les nombres complexes s’appliquent a la trigonométrie, a la géométrie (comme nous
le verrons dans ce chapitre) mais aussi a 'électronique, a la mécanique quantique, etc.

1. Les nombres complexes

1.1. Définition

I Définition 1.
Un est un couple (a, b) € R? que I'on notera a +ib


http://www.youtube.com/watch?v=utABzdEXLuE
http://www.youtube.com/watch?v=KmPyB3Twjio
http://www.youtube.com/watch?v=k9eqlVv535o
http://www.youtube.com/watch?v=ej9zpQYsQs8
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00001.pdf
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iR

Cela revient a identifier 1 avec le vecteur (1,0) de R?, et i avec le vecteur (0, 1). On note C I'ensemble des nombres
complexes. Si b =0, alors z = a est situé sur 'axe des abscisses, que I'on identifie a R. Dans ce cas on dira que z est

, et R apparait comme un sous-ensemble de C, appelé .Sib#0,z estdit etsib#0eta=0,
z est dit

1.2. Opérations

Siz=a+ib etz =a’+ib’ sont deux nombres complexes, alors on définit les opérations suivantes :
e addition : (a+ib) +(a’ +ib’)=(a+a’) +i(b+b’)
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o multiplication : (a +ib) x (a’ +ib’) = (aa’ — bb’) +i(ab’ + ba’). On développe en suivant les régles de la
multiplication usuelle avec la convention suivante :

?=-1
1.3. Partie réelle et imaginaire
Soit z = a +1ib un nombre complexe, sa est le réel a et on la note Re(z) ; sa est le
réel b et on la note Im(z).
iR
,,,,,,,,,,,,,,, °
Im(z)| i
0 1 Rekz) R
Re(z)

Par identification de C & R2, I'écriture z = Re(z) +iIm(z) est unique :
Re(z) = Re(z’)
z=2 < et
Im(z) = Im(z")
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En particulier un nombre complexe est réel si et seulement si sa partie imaginaire est nulle. Un nombre complexe est
nul si et et seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire sont nuls.

1.4. Calculs

Quelques définitions et calculs sur les nombres complexes.
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o I dez=a+ibest—g =(—a)+i(—b)=—a—ib.
e La AER: A-z2=(Aa)+i(Ab).
o IV :sig #0, il existe un unique 2’ € C tel que 2z’ =1 (ot 1 = 1 +ix0).

Pour la preuve et le calcul on écrit z = a +ib puis on cherche 2’ = a’ +ib’ tel que zz’ = 1. Autrement dit
(a+ib)(a’ +ib") = 1. En développant et identifiant les parties réelles et imaginaires on obtient les équations
aa’—bb’'=1 (L)
ab’+ba’=0 (L)

En écrivant al, + bL, (on multiplie la ligne (L) par a, la ligne (L,) par b et on additionne) et —bL; + aL, on en

déduit
"(a*>+b%)=a a =2
{ b EZZ + bz% ——p dome { "

/ = ——
b’ = a2+b?

Linverse de 2, noté %, est donc

, 1 a . —b a—ib
g =—-= +i = .
z a?+b2 a?+b%2 a2+ b2
e La : & est le nombre complexe z x %

o Propriété d’intégrité : si zz’ =0 alorsz =0 ouz’ =0.
. . . _ n
« Puissances : 22 =z x 2, 2" =z x -+ x z (n fois, n €N). Par conventionz° =1 etz "= ()" = L.

Proposition 1.
Pour tout z € C différent de 1

l_szrl
1—2

1+z+224--+2"=

La preuve est simple : notons S = 1 +z + 2% +--- + 2", alors en développant S - (1 —z) presque tous les termes se
télescopent et I'on trouve S - (1 —g) = 1 — "L,

Remarque.
Il n’y pas d’ordre naturel sur C, il ne faut donc jamais écrire z = 0 ou z < 2.

1.5. Conjugué, module

Le dez=a+ib estz =a—ib, autrement dit Re(2) = Re(z) et Im(Z) = —Im(z). Le point Z est le symétrique
du point z par rapport a I'axe réel.
Le de z = a +1ib est le réel positif |z| = v/a2 + b2. Comme z x Z = (a +ib)(a—ib) = a® + b? alors le module

vaut aussi |z| = vzz.
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[ 34 z=a+ib
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Quelques formules :

e 24z ' =32+2, 2=3, 23 =32

e =2 z€R
|2

 lslP=2xz, J2l=lzl, |22’ = [z]le]
e |2|=0=2=0

Proposition 2 (L'inégalité triangulaire).

|z + 2’| < |z| + 2’|

z2+2

Avant de faire la preuve voici deux remarques utiles. Soitz=a+ibe€Caveca,b€R :
e |Re(z)| < |2| (et aussi | Im(z)| < |z]). Cela vient du fait que |a| < va2 + b2. Noter que pour un réel |a| est a la fois
le module et la valeur absolue.

e [24+Z2=2Re(z)|etz—Zz =2iIlm(z). Preuve : 2+ 2 =(a+ib)+ (a—ib) = 2a = 2Re(z).

Démonstration. Pour la preuve on calcule |z +2/|? :
lz+2'*> = (z+ z/)m
= 2Z+27 422/ +22
|2|% + |2/|* + 2Re(2'2)
2|2 + |2/|? + 2|2'Z]
2% + |2/|* + 2|22
(2] +12'1)?

NN N

Exemple 1.
Dans un parallélogramme, la somme des carrés des diagonales égale la somme des carrés des cotés.
Si les longueurs des cotés sont notées L et £ et les longueurs des diagonales sont D et d alors il s’agit de montrer
I'égalité
D*+d*=20*+2L%
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z2+2

Démonstration. Cela devient simple si 'on considére que notre parallélogramme a pour sommets 0, z, 2’ et le dernier
sommet est donc z + 2’. La longueur du grand c6té est ici |z|, celle du petit coté est |z’|. La longueur de la grande
diagonale est |z + 2’|. Enfin il faut se convaincre que la longueur de la petite diagonale est |z —2’|.

D2+d2=|z+z'|2+|z—z’|2 = (z+z’)m+(z—z’)m
2822/ +2'8 427 428 —22' —2'F+ 2%
227 +25'7 = 25> + 2|
= 20%+2L2

Mini-exercices.

Calculer 1 — 2i+ﬁ.

Ecrire sous la forme a +1ib les nombres complexes (1 +1i)?, (1+1)3, (1 +1i)*, (1 +1)8.
En déduire 1+ (1 +1) + (1 +i)?+---+ (1 +1i).

Soit z € C tel que |1 +iz| =|1 —iz|, montrer que z € R.

Montrer que si |Rez| < |Reg’| et |Imz| < |Imz’| alors |z| < |2/|, mais que la réciproque est fausse.

AN A o

Montrer que 1/Z = z/|z|* (pour z # 0).

2. Racines carrées, équation du second degré

2.1. Racines carrées d’un nombre complexe

Pour z € C, une est un nombre complexe w tel que w? = z.
Par exemple si x € R, on connait deux racines carrées : +/x,—+/x. Autre exemple : les racines carrées de —1 sont i et
—i.

Proposition 3.

Soit z un nombre complexe, alors z admet deux racines carrées, w et —w.

Attention ! Contrairement au cas réel, il n’y a pas de facon privilégiée de choisir une racine plutét que I'autre, donc
pas de fonction racine. On ne dira donc jamais « soit w la racine de z ».

Si z # 0 ces deux racines carrées sont distinctes. Si z = 0 alors w = 0 est une racine double.

Pour z = a +1ib nous allons calculer w et —w en fonction de a et b.

Démonstration. Nous écrivons w = x +1iy, nous cherchons x, y tels que w? = z.
w=z < (x+iy)’=a+ib
x2—y?=a en identifiant parties
2xy =b et parties imaginaires.
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Petite astuce ici : nous rajoutons 'équation |w|* = |z| (qui se déduit bien stir de w? = z) qui s'écrit aussi x* + y? =
v a2+ b2. Nous obtenons des systemes équivalents aux précédents :

x2—y*=a 2x2=va2+b2+a x=%5VVa@+b>+a
2xy = = 2y’=vVa2+b2—a <= yzi%\/x/m—a
x*+y?=+va2+b2 2xy="»b 2xy =b

Discutons suivant le signe du réel b. Si b = 0, x et y sont de méme signe ou nuls (car 2xy = b > 0) donc

(\/\/m+a+i\/\/m—a),

1
w=+—
V2
etsib<0

1
w:iﬁ(\/ a2+b2+a—i\/\/a2+b2—a).
En particulier si b = 0 le résultat dépend du signe de q, si a = 0, Va2 = a et par conséquent w = *+/a, tandis que si
a<0,va2=—aetdoncw==iv/—a==xi+/|al. O
I n’est pas nécessaire d’apprendre ces formules mais il est indispensable de savoir refaire les calculs.
Exemple 2.
Les racines carrées de i sont +%(1 +1) et —‘/75(1 +1).
En effet :
W= = (x+iy)2=i
x2—y2=0
2xy =1
Rajoutons la conditions |w|? = |i| pour obtenir le systéme équivalent au précédent :
1
x2—y?=0 2x?=1 Xx=+=
2xy =1 —={ 2y’=1 = yzi\/li
x2+yr=1 2xy =1 2xy =1
Les réels x et y sont donc de méme signe, nous trouvons bien deux solutions :
4 1 4 4 1 .1
x+iy=—+i— ou x+iy=—"—-—-i—
V2 V2 V2. V2

2.2. Equation du second degré

Proposition 4.

Léquation du second degré az? + bz +c =0, oit a,b,c € C et a # 0, posséde deux solutions z;,z, € C éventuellement
confondues.

Soit A = b? — 4ac le discriminant et § € C une racine carrée de A. Alors les solutions sont

—b+6 —-b—-6
21 == et 22 == .
2a 2a
Et si A =0 alors la solution z = z; = 2, = —b/2a est unique (elle est dite double). Si on s’autorisait & écrire § = vA,
on obtiendrait la méme formule que celle que vous connaissez lorsque a, b, ¢ sont réels.
Exemple 3. /3
—1+i+/3
e 224+24+1=0,A=-3,85 =1i+/3, les solutions sont z = —
—1+2(1+i)

14 72 ;
On retrouve aussi le résultat bien connu pour le cas des équations a coefficients réels :

o 22424 1T_i =0,A=i6= g(l +1), les solutions sont z =

Corollaire 1.
Si les coefficients a, b, c sont réels alors A € R et les solutions sont de trois types :

b
e si A =0, la racine double est réelle et vaut o7
a

—b+t VA

e si A >0, on a deux solutions réelles 5
a
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—bxiv—-A

I e si A <0, on a deux solutions complexes, mais non réelles, 5
a

Démonstration. On écrit la factorisation

5 (2 b c) ( b)z b* ¢
az“+bz+c = a|z°+—z+-|=a||lz+—]| ——+-
a a 2a 4a?  a

2a
Donc le bindme s’annule si et seulement si z =z, ou 2 = 2,. O

2.3. Théoreme fondamental de I'algébre

Théoréme 1 (d’Alembert—Gauss).

Soit P(2) = a,2" + a,_12" ' +--- + a;z + a, un polynéme a coefficients complexes et de degré n. Alors 'équation
P(2) = 0 admet exactement n solutions complexes comptées avec leur multiplicité.

En d’autres termes il existe des nombres complexes 21, .. .,2, (dont certains sont éventuellement confondus) tels que

P(z)=a,(z—2)(z—2) - (z—3%,).
Nous admettons ce théoréme.
Mini-exercices.
Calculer les racines carrées de —i, 3 —4i.
Résoudre les équations : 22 +z—1=0, 222 + (=10 —10i)z + 24— 10i=0.
Résoudre I'équation 22 + (i—+/2)z —i+/2, puis équation Z* + (i—+v/2)Z% —iv/2.
Montrer que si P(z) = 22 + bz + ¢ posséde pour racines z;,%, € C alors z; + 2, = —b et z; -z, = c.

Trouver les paires de nombres dont la somme vaut i et le produit 1.

o A Wb

Soit P(2) = a,2" + a,_12" * +--- + a, avec a; € R pour tout i. Montrer que si z est racine de P alors Z aussi.

3. Argument et trigonométrie

3.1. Argument

Siz =x +iy est de module 1, alors x2 + y? = |z|? = 1. Par conséquent le point (x, y) est sur le cercle unité du plan,
et son abscisse x est notée cos 8, son ordonnée y est sin 6, ol 6 est (une mesure de) 'angle entre ’axe réel et z. Plus
généralement, si z # 0, z/|z| est de module 1, et cela améne a :

Définition 2.
Pour tout z € C* = C \ {0}, un nombre 0 € R tel que z = |z| (cos O +isin 0) est appelé un de z et noté
0 = arg(z).
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iR

Cet argument est défini modulo 27t. On peut imposer a cet argument d’étre unique si on rajoute la condition
0 e]—m,+m].

Remarque.

cos B = cos 6’

0=0" (mod2n) < 3IkeZ 0=0+2kn < ) L
sinf =sin 6

Proposition 5.
Largument satisfait les propriétés suivantes :
o arg(zz’) = arg(z) +arg(z’) (mod 27)
o arg(z") =narg(z) (mod 27)
o arg(1l/z) = —arg(z) (mod 27)
o arg(z) = —argz (mod 27)

Démonstration.
2z’ = |z|(cos€+isin6){z'l(cos@'+isin0')
= |zz’| (cos 0 cos 0’ —sinOsin O’ +i(cos O sin O’ +sin 6 cos §))
= |zz’|(cos(0+9’)+isin(9+9’))

donc arg(zz’) = arg(z) +arg(z’) (mod 27). On en déduit les deux autres propriétés, dont la deuxiéme par récurrence.

O
3.2. Formule de Moivre, notation exponentielle
La est:
(cosB +isinO)" = cos(nO) +isin(nb)
Démonstration. Par récurrence, on montre que
(cos@ +isinB)" = (cosO +isinO)" ! x (cos@ +isinH)
(cos((n—1)0)+isin((n—1)H)) x (cosO +1isinH)
= (cos((n—1)0)cosH —sin((n—1)6)sinb)
+i(cos((n—1)6)sinO +sin((n—1)6)cosH)
= cosnf +isinn6
O

Nous définissons la par

el =cosO +isin6

et donc tout nombre complexe s’écrit

2= pei
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ou p = |z| est le module et 8 = arg(z) est un argument.

. . 7 . 1 iQ’
Avec la notation exponentielle, on peut écrire pour z = pe'? et z/ = p’e'?

27’ = pp'ei®el® = pp’ele+0)

ol = (peie)" — pn(eie)" — pnein9
1/z=1/(pe'?) = %e‘ie
= peif

La formule de Moivre se réduit a I'égalité : | (¢!?)" = el"? |

Et nous avons aussi : pe'? = p’el? (avec p, p’ > 0) si et seulement si p = p’ et 6 = 6’ (mod 27).

3.3. Racines n-ieme

Définition 3.
Pour z € Cet n € N, une est un nombre w € C tel que w" =z.

Proposition 6.
Iy a n racines n-iémes wq, w1, ..., w,_; de z = pe'?, ce sont :

w,=pine™ | k=0,1,...,n—1

Démonstration. Ecrivons z = pe'® et cherchons w sous la forme w = re'’ tel que z = w". Nous obtenons donc
pel? = w = (re't)" = r"el™. Prenons tout d’abord le module : p = |pet?| = |rmel™| = r" et donc r = p!/" (il s'agit
ici de nombres réels). Pour les arguments nous avons e = e'% et donc nt = 6 (mod 27) (n'oubliez surtout pas le
modulo 27t !). Ainsi on résout nt = 6 + 2km (pour k € Z) et donc t = % —+ 2an Les solutions de I’équation w" =z
1/”6%

sont donc les w; = p . Mais en fait il n’y a que n solutions distinctes car w,, = wg, Wy = Wy, ... Ainsiles n

solutions sont wg, W1, .., W,_1-

(I
Par exemple pour z = 1, on obtient les n e?ikn/n ] =0,...,n—1 qui forment un groupe
multiplicatif.
j= o2in/3 i i in/3
0 1=¢° —1=¢
0 1
jz — /3 e—in/3
Racine 3-iéme de I'unité (z =1, n =3) Racine 3-itme de —1 (z=—1,n=3)

Les racines 5-ieme de I'unité (z = 1, n = 5) forment un pentagone régulier :
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i o2in/5
e4ir:/5
0 1
ebir:/S
eSir:/S
3.4. Applications a la trigonométrie
Voici les ,pour 0 eR :
i, ,—i6 io _ ,—i6
cosf =& , SiHQZ#
2 21

Ces formules s’obtiennent facilement en utilisant la définition de la notation exponentielle. Nous les appliquons dans
la suite a deux problémes : le développement et la linéarisation.

On exprime sinn6 ou cosn6 en fonction des puissances de cos 6 et sin 6.
Meéthode : on utilise la formule de Moivre pour écrire cos (n6) +isin(n6) = (cos 0 +isin 8)" que 'on développe avec
la formule du bindéme de Newton.

Exemple 4.

cos30 +isin30 = (cosf +isin6)®
= 056 +3icos® O sinh —3cos O sin®H —isin® O
= (cos®0 —3cosOsin®0)+i(3cos®Hsin6 —sin®6)
En identifiant les parties réelles et imaginaires, on déduit que

cos30 =cos®0 —3cosfOsin®O et sin36 =3cos?Osinh —sin® 0.

On exprime cos”™ 6 ou sin” 8 en fonction des cosk6 et sink6 pour k allant de 0 a n.
ei0_p—i

> )n. On développe a 'aide du bindme de Newton puis on

Meéthode : avec la formule d’Euler on écrit sin™ 6 = (
regroupe les termes par paires conjuguées.

i0 _ ,—i0\3
. e’ —e
sinf0 = _
21

_Lgi ((ei9)3 _3(6i9)267i9 +36i9(6719)2 _(efiG)S)
1

— Y e3i9_36i9+3e—i9_e—319)
—0O1

1 [ 310 _ o310 Seie _emi®
4 21 21

sin36 3sinf
— +
4 4

Exemple 5.
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Mini-exercices.

1. Mettre les nombres suivants sont la forme module-argument (avec la notation exponentielle) : 1, i, —1, —i, 31,
141, v/3—1i, V3 —1i, ﬁ, (v/3 —1)?%* ou 20xx est 'année en cours.

Calculer les racines 5-ieme de i.

Calculer les racines carrées de g + % de deux fagons différentes. En déduire les valeurs de cos 75 et sin 75.

Donner sans calcul la valeur de wy + w; + -+ + w,_;, ol les w; sont les racines n-ieme de 1.

AR S

Développer cos(40) ; linéariser cos* 0 ; calculer une primitive de 6 — cos* 6.

4. Nombres complexes et géométrie

On associe bijectivement a tout point M du plan affine R? de coordonnées (x, y), le nombre complexe z = x +iy
appelé son

4.1. Equation complexe d’une droite

Soit
ax+by=c
I’équation réelle d'une droite 2 : a, b, c sont des nombres réels (a et b n’étant pas tous les deux nuls) d’inconnues
(x,y) € R2,
Ecrivons z = x +iy € C, alors

z2+2Z z2—Z

2 YT o
donc 2 a aussi pour équation a(z + %) —ib(z —%) = 2c ou encore (a —ib)z + (a+ib)z = 2c. Posons w =a+ib € C*
et k = 2c¢ € R alors I'équation complexe d'une droite est :

X =

>

olweC* etk eR.

4.2. Equation complexe d’un cercle

Soit € (£, 1) le cercle de centre Q2 et de rayon r. C’est 'ensemble des points M tel que dist(2, M) = r. Si 'on note w
l'affixe de Q et z I'affixe de M. Nous obtenons :

2

distQM)=r < z—w|=r < z—w|’=r? <= (2—w)(z—w)=r?

et en développant nous trouvons que ’équation complexe du cercle centré en un point d’affixe w et de rayon r est :

2Z — @z — wi =12 —|w|?

ouweCetreR.



NOMBRES COMPLEXES 4. NOMBRES COMPLEXES ET GEOMETRIE

- ; z—a| __
4.3. Equation [ —; = k
Proposition 7.
Soit A, B deux points du plan et k € R,. Lensemble des points M tel que % =k est
* une droite qui est la médiatrice de [AB], si k =1,
e un cercle, sinon.

Exemple 6.
Prenons A le point d’affixe +1,B le point d’affixe —1. Voici les figures pour plusieurs valeurs de k.
Par exemple pour k = 2 le point M dessiné vérifie bien MA = 2MB.

Démonstration. Si les affixes de A, B, M sont respectivement a, b, 2, cela revient a résoudre 1'’équation eal _ g,

l2=b]
|z —d
|z — Db

=k |z—al*> =k?*|z—b|?

= (z—a)(z—a)=k*(z—b)(z—Db)
= (1—k?)zz—z(a—k*b)—2z(a—k?b) + |a|*> —k2|b]* =0

12

Donc si k = 1, on pose w = a — k?b et 'équation obtenue zc + Zw = |a|? — k?|b|? est bien celle d’une droite. Et

. A . . Ry 7 . . . —_ 2
bien stir 'ensemble des points qui vérifient MA = MB est la médiatrice de [AB]. Si k # 1 on pose w = 5 _kkzb alors
) 2 2 2 7 . . .
I’équation obtenue est 2z —2d —Zw = % C’est 'équation d’un cercle de centre w et de rayon r satisfaisant
2,12 — —lal>+k*[b]? o2 la=k?bl* | —laP+K?|b
r°—|w|* = ==, soit r* = eyt e O

Ces calculs se refont au cas par cas, il n’est pas nécessaire d’apprendre les formules.
Mini-exercices.
1. Calculer I'’équation complexe de la droite passant par 1 et i.

2. Calculer I’équation complexe du cercle de centre 1 + 21 passant par i.

z—1
3. Calculer ’équation complexe des solutions de || 1||
o —

=1, puis dessiner les solutions.

|z —i
=2.
|z —1]

4. Méme question avec
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