Chapitre 2

Transformées de Laplace

2.1 Définition

Considérant une fonction réelle d’une variable réelle f(t) telle que f(t) = 0 pour t < 0,
on définit sa transformée de Laplace .2 [f(t)] comme la fonction F' de la variable complexe

p telle que:
F(p) = / f(t)erdt (2.1)

La fonction F(p) est une fonction complexe d’une variable complexe p (avec p = o + jw).
La transformée de Laplace d’une fonction f(¢) n’existe pas dans tous les cas: il est néces-
saire que l'intégrale ci-dessus converge. On démontre que cette convergence est vérifiée
si la partie réelle o de la variable p est supérieure a une valeur donnée ~ appelée seuil
de convergence. D’une maniére plus générale, la transformation de Laplace est une appli-
cation de 'espace des fonctions du temps (nulles pour ¢ < 0) vers I’espace des fonctions
complexes d’une variable complexe. La fonction f(t) s’appelle l'original de F'(p), ou encore

sa transformée inverse.

2.1.1 Conditions d’existence

Une fonction f(t) admets une transformée de Laplace F'(p) si I'intégral du second
membre de ’équation 2.1 a un sens. Tel est le cas si la fonction f(t) est intégrable et ne
croit pas plus vite, lorsque t tend vers l'infini, qu’une exponentielle. En effet, si la partie
réelle de la variable complexe p est choisie assez grande, le facteur e ?* forcera f(t)e !
a tendre vers zéro pour ¢ infini et l'intégrale a converger. La partie réelle de p doit étre
supérieure a une valeur ~:

Rep >~ (2.2)

dite seuil de définition de la transformée de Laplace de f(t).
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Exemple 2.1. Transformée de Laplace de la fonction échelon unitaire u(t) définie par:

1 t>0
u(t) =
{0 t<0

Zu(t)) = /000 e Phdt

e
p 0

1 1
——-[0-1]=-
p p

Exemple 2.2. Transformée de Laplace de la fonction exponentielle définie par:

e t>0
f(t):{o t<0

ZIf) = /000 e e Pdt

_ [_16—(p+a>t}
p 0

_ 1 0-1] 1

P+ :p+a

2.2 Propriétés fondamentales de la transformée de La-

place

Les propriétés qui suivent sont fondamentales car elles permettent de calculer facile-
ment (sans utiliser la définition de la transformée de Laplace) les transformées de Laplace

de certains signaux.

2.2.1 Linéarité

La linéarité de la transformation de Laplace résulte naturellement de la linéarité de
I'intégration. Il s’agit la, malgré des apparences de simplicité, d’une des propriétés les
plus importantes. Soit F(p) et G(p) les transformées de Laplace des fonctions f(t) et g(t)

respectivement
Z af(t) + By(t)] = aF(p) + BG(p) (2.3)
résultat des propriétés d’additivité de d’homogénéité
Z[f(t)+9(t)] = F(p) + G(p) (2.4)

ZLaf(t)] = aF(p) (2.5)
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Démonstration

«2Taf@)+¢ﬁﬂw]=y/m(afﬁw+6gﬁﬁe‘“dt

0

—a Ye Pldt + t)e Pidt
[ sweraees [

= aF(p) + BG(p)

2.2.2 Transformée de Laplace d’une dérivée

Soit, f(¢) une fonction du temps et F'(p) sa transformée de Laplace. On montre que la

transformée de Laplace de sa dérivée premiére se calcule simplement en fonction de F'(p):

df «
L L pF(p) - £(0) 26)
De méme, la transformée de Laplace de la dérivée d’ordre n est:
dnf P n—1
np . n—k—1 p(k) 9.
g P Ew) Z;v f(0) (2.7)
Par exemple:
d2f Z 2F /!
3z~ P E®) —pf(0) - £(0) (2.8)

Démonstration

En utilisant I'intégration par partie:

/ fl(t)e Pdt
= [0y [ st

=0—f(0) +pF(p)

= F(p) - f(0)
Une premiére constatation s’impose en observant ces expressions: la transformation de
Laplace transforme I'opérateur dérivation en un opérateur arithmétique. Il faut noter que
I’on retrouve dans ces expressions les conditions initiales, c’est—a—dire les valeurs en ¢t = 0
des dérivées successives d’ordres inférieurs a ’ordre de dérivation considéré.

Remarque: Dans le cas ou ces conditions initiales sont nulles, ce qui est a priori trés

souvent le cas, on peut retenir simplement les relations suivantes :

df o .

L E) (29)
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2.2.3 Dérivée de la transformée

Soit f(¢) une fonction du temps et F'(p) sa transformée de Laplace. Alors

v dF(p)
tf(t — 2.1
1% =5 (210)
De méme, la dérivée d’ordre n de la transformée de Laplace vérifie:
d"F
() L (—1y LEW) (2.11)
dpn
Démonstration
dF(p) /OO —pt /OO —pt dF(p)
= — tf(t)e P'dt = tf(t)e P'dt = —
n i f(t) i f(t) O
Alors AF(p)
p
ZLtft)] = ———~
()] = -~

2.2.4 Transformée de Laplace d’une primitive

Soit, g(t) la primitive d’une fonction f(t) et F(p) la transformée de Laplace de cette
F(p g(0
2 [ato) = [ 1] = F12 4 20 (212

La encore, l'opérateur intégration se trouve changé en un opérateur arithmeétique dans

fonction. On a :

I’espace des transformées de Laplace.

Démonstration

G(p) = / " g()e s

1 RO Y
= [——g(t)e_pt} —I——/ f(t)e Pde
p 0 PJo
0 F
_90) , Fp)
p p
Remarque : Dans le cas ou la condition initiale g(0) est nulle, ce qui est a priori trés

souvent le cas, on peut retenir simplement la relation suivante:

8% {g(t) - / f(t)dt] @ (2.13)
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2.2.5 Propriétés de changement d’échelle

Démonstration

2[f(at) = / " Flat)erdt

On utilise le changement de variable 7 = ot

T:at:>d7':adt:>dt:d—T
Q@

Zlj(an) = [ flaterar

1 o0 Pt
—— -&td
s tar
’ «

S AL
1
P

On remplace p/

2.2.6 Théoréme du retard

Soit la fonction f(t) et sa transformée de Laplace F'(p) alors:

Lt =71)]=e"TF(p)

Démonstration

LIt —7) = /OOO F(t = 7)e Pt

(2.14)

(2.15)
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FIGURE 2.1 — Représentation temporelle d’un signal retardé

Onposet' =t—r1alorsdt =dt',t v>oc0o=t > 0cett=0=1t=—7.

LUt - 1) = / F()e T+ gy
0 (e’
/ e—pt’d/ —pT / e—pt’d/
A e / F()e " dt

/ f(the™™dt, puisque f(#') =0 pourt <0

=ec im'F

2.2.7 Décalage fréquentiel

Soit la fonction f(t) et sa transformée de Laplace F'(p) alors:

e f(t) L F(p+ a) (2.16)

Démonstration

2letsw) = [Tetrweran= [ wetora
En appliquant le changement de V;riable P=p+a :
s = [ e = F)
On remplacant p’ par p + « alors
e f(t) L Flp+ a) (2.17)

2.2.8 Théoréme de la valeur initiale

Soit la fonction f(t) et sa transformée de Laplace F'(p) alors, si les limites existent:

limf(t) = lim pF(p) (2.18)

t—0
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Démonstration
La transformée de Laplace de la dérivée :
LU =pFe) - 10, 210 = [ rwera
0
alors -
lim [ f/(t)e™™dt = lim (pF(p)— f(0))
p—oo Jo p—00
or oo
lim f'WePdt =0
p—oo Jq
alors
lim (pF(p) — f(0)) = 0= lim pF(p) — f(0) =0 = f(0) = lim pF(p)
p—00 p—00 p—00
2.2.9 Théoréme de la valeur finale
Soit la fonction f(t) et sa transformée de Laplace F'(p) alors:
lim f(t) = impF(p) (2.19)
t—00 p—0

Démonstration

La transformée de Laplace de la dérivée f’ d’une fonction f est donnée par:

zzwwnzlwf@aﬂw

et d’autre part on a:

Z1f'(t)] = pF(p) - £(0)

Alors o
Almm%azw@ww@
ti [ (0 dt = (o)~ £(0)
Amfumv:gym@»—ﬂm
f®)]g = limpF(p) — f(0)
alors

lim f(t) — f(0) = lim pF(p) — f(0) = lim f(¢) = lim pF(p)

t—00 p—0 t—00 p—0
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f(t) F(p)
d(t):Impulsion 1
1
u(t) : Echelon —
b
T
’f P
N n!
t pn-i-l
1
e—at
p+a
te—at 1
(p+a)’
tne—at n'
(p _|_Lg)n+l
in wt
sin w I
coswt _P
p2 + (.UZ
—at - W
e sinwt ——
(p+a)” + w?
—at P +a
e " coswt —
(p+a)” + w?
2
t sin wt &
(p + wz)
t cos wit u
(p* + w?)’

TABLE 2.1 — Tableau des transformées de Laplace

2.2.10 Produit de convolution

La transformée de Laplace du produit de convolution de deux fonctions intégrables

f(t) et g(t) noté f * g et défini par:
f*g_/f g(t —7)d (2.20)

est égale au produit des deux transformée de Laplace.

L(frg) = U Pt - )d ]=F<p>G<p> (2.21)
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2.3 Transformée de Laplace des signaux usuels

2.3.1 Echelon unitaire

L’échelon unitaire noté u(t) et représenté par la figure 2.3 est défini par:

1 t>0
u(t):{ oo (2.22)

La transformée de Laplace de I’échelon unitaire est:

u(t)

FIGURE 2.2 — Echelon unitaire

Lu(t)] = - (2.23)

Compte tenu de la linéarité de la transformée de Laplace, un échelon d’amplitude A a

pour transformée de Laplace:

L [Au(t)] = % (2.24)

2.3.2 Rampe ou échelon de vitesse

La rampe ou ’échelon de vitesse, notée r(t), est l'intégrale de la fonction échelon

unitaire
t t>0
r(t) =1t -u(t) = - 2.25
(t)=t-ult) { o (225)
La transformée de Laplace de la rampe est alors
1
ZLrt)] = ]? (2.26)
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FIGURE 2.3 — Rampe

2.3.3 Impulsion unitaire
L’impulsion unitaire ou impulsion de Dirac, notée 6(t), est obtenue par la dérivation

de I’échelon unitaire et elle est nulle pour ¢ # 0 et elle a une valeur infinie & t = 0. Elle

est caractérisée par:

/ oAt =1, A@p) =2 p1)] =1 (2.27)

FIGURE 2.4 — Impulsion unitaire

impulsion rectangulaire, figure 2.5, de durée 7 et d’amplitude 1/7. L’impulsion de Dirac

est obtenue lorsque 7 tend vers zéro.

Alp) = Z [6(t)] = lim.Z [rec(t)] (2.28)
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rec(t)

3=

FIGURE 2.5 — Modéle de I'impulsion unitaire

1
— (1—e77)
P
A(p) = lim (1—e) (2.29)
T=0Tp '
On pose x = —7p alors
e’ —1
A(p) = ili% = 1 (2.30)
2.3.4 Signal sinusoidal
Soit le signal sinusoidal s(¢) défini par:
sinwt t>0
s(t - 2.31
() { e (231)

En utilisant I'intégration par parties:
Z [s(t)] :/ sinwte P'dt
0

e Pt Cw [
= [—— sin wt] + — / cos wte Pidt
p 0 P Jo

w o0
= —/ cos wte Ptdt
P Jo
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On utilise 'intégration par parties une deuxiéme fois:

S(p) = g/ coswte Pt
0

p
—pt o)
= {_we coS wt} — —/ sin wte Ptdt
:%—— smwte PEAt
p
w
=& -2 50)
wo ow? 5
)= 5= 55w = S®) (P +w?) =w (2.32)
Alors
& [sinwt] ~ (2.33)
sinwt] = —— .
p2 + w2
On peut obtenir facilement ce résultat en utilisant la relation:
Jjwt _ —jwt
sinwt =~ (2.34)
2J
d’ou
Jwt _ —jwt
Z[sinwt]| =& ¢ ¢ }
1 1 :
Sl Lol
2j 2j
1

1
2 (p—Jw p+jw)
w
2

TP tw?

2.4 Transformée de Laplace inverse

De méme qu’une fonction du temps peut avoir une transformée de Laplace, il est
possible & partir d’une fonction F'(p) de retrouver son original, autrement dit la fonction
f(t) dont elle est la transformée de Laplace. Il s’agit ici de calculer une intégrale dans le

plan complexe:

Si:  f(t) S Flp) (2.35)
alors: N
f(t) = / ~ F(p)etdp (2.36)
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L’intégration se fait entre deux bornes complexes dont la partie réelle est une constante ¢
supérieure au seuil de convergence v de F(p).

Remarque: Les cas ou il faudra effectivement calculer une transformée de Laplace
inverse a l'aide de cette expression sont extrémement rares: nous verrons plus loin, qu’en
général, il suffit de connaitre une dizaine de transformées de Laplace usuelles et quelques

propriétés fondamentales pour retrouver 'original d’une fonction F'(p).

2.4.1 Décomposition en fractions simples

Counsidérons la fonction .
Z bz‘pi

—
Fp) = 5—
> aip

i=0

(2.37)

avec a, = 1 et n > m. L’équation
> aipt =0 (2.38)

admet n racines. Certaines racines peuvent étre multiples.

La fonction rationnelle F'(p) peut étre écrite sous la forme:

> bipt
i=0
F(p) = = (2.9
Hl (p+p)™
L’expansion de la fonction rationnelle F'(p) en fractions simples
— by, + Z Z (2.40)

z1k1p+p2

ou b, = 0 sauf dans le cas ou m = n. Les coefficients c¢;; sont donnés par:

n;—k
(n; i k)! dC;ni_k [(p +p,~)"iF(p)]

Cir = (2.41)

p=—pi
Les coefficients ¢;x, ¢ = 1,2,...,r, sont appelés les résidus de la fonction F'(p) aux points
—Di, 1= 1, 2, T

Si les poles sont simples alors:

(2.42)

Ci1 = (p +pZ)F(p)‘p=—pl s 1= 1, 2, ., n (243)
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Dans le cas des poOles complexes, puisque les coefficients du numérateur et du numérateur
sont réels, le conjugué de chaque podle complexe et aussi un pole et leurs coefficients sont
conjugués.

Exemple 2.3. Soit la fonction:

2p+1
F =
®) p(p*+3p+2)
Alors
( ) _ 2p—|— 1 _ E Co1 C31
pp+1)(+2 p p+l p+2
avec:
2p+1 1
— pF _ T _ =
C11 p (p)|p:O (p—l— 1)(p_|_2)) o 9
2p+1
Co1 = (p—'— 1)F(p>|p:—1 = m) = 1
p=—1
2p+1 3
cs1=(p+2)F(p)l,-_, = m) =73
p=—2
alors
Flp) = 12 1 2
p)= p p+1l p+2
Exemple 2.4. Soit la fonction:
2
pe+2
Flp) = ———
®) p(p+1)3
C11 Co1 Ca2 C23
F = — + +
2 p p+1l (p+1)* (p+1)
avec:
2
p°+2
C11 = pF D) g = —= —
11 ( )|p 0 (p+1)3 o
2
p°+2
3= (p+1)°Fp)| __, = =3
Py
d d 2 2
p pm—1 dp 2 2 —
1 d2 1 d? 2 2
= —— 1)3F = —— - = = = -2
AT ol [+ 1°F ()] 24 [p+p] 1 PPl

2 2 1 3
p p+1 (p+1)2 (p+1)3
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Exemple 2.5. Soit la fonction:

2
P+ 2p —2
F(p) =
(») p(p? +2p+2)

P E2=0=p=—14j

Alors
2
+2p — 2 c c c
F(p) = p b N O S -
plp+1—=4)p+1+34) p p+l—j p+1l+4j
avec:
2
p°+2p—2
c11 = pF o= - = =_1
11 =D (P)|p_o p2+2p+2p:0
)
. P+ 2p — 2 ,
& :p—l—l—jFp = YV :1—]
21 ( ) ()|p 145 p(p+1+j) 14
2
4 p°+2p—2 4
cs1=@P+1+)FO)|pe ;= F——= =14
p=1 p(p+1_j) p=—1—j
alors

R 1+

Flp)=—+ - -
@) p p+l—35 p+1+7

Lorsque les poles sont complexes, on préfére ne pas utiliser ’expansion en fractions

simples, il est plus pratique de rassembler les poles conjugués en un seul terme.

Ci1 n Cin _ cin(p +pi) + i (p + ps)
p+pi p+Dpi (p+pi)(p+ D)
~ (ea +@n)p+cupi + cap
a (p+pi)(p+ D)

On pose p; = 0 + jw et ¢;; = a+ j5 alors

Ci1 n Ci1 :2ap+(a+j5)(a—jw)—|—(oz—jﬂ)(a+jw)
p+pi P+ D (p+o+jw)(p+o—jw)
_ 2ap +2(ac + fw)
(p+0)° + w?

On a alors
Ci1 Eil Ap —+ B

+ — =
p+pi p+D (p+o) 4 w?

Les coefficients A et B sont déterminés a partir de ¢;; et p;, comme on peut les déterminer

en formulant un systéme a deux équations et deux inconnues.
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Exemple 2.6. Soit la fonction de 'exemple précédent:

P +2p—2

Fo) = p(p? +2p+2)

Le terme p? + 2p + 2 peut étre écrit sous la forme p> +2p+1+1=(p+1)2 + 1.

Fp) =4 _Ap+B
p  (p+1)2+1
avec: o) 722 1
C = = _
1= PR =o PP+2p+2|
Alors

1 Ap+ B

PO == vt

(p+12+1+Ap>+Bp (A-1)p*+(B—-2)p—2
pllp+1)*+1] a pllp+1)*+1]

On obtient un systéme a deux équations:

A—-1=1 A=2
=
B—-2=2 B=4

1 2p+4

PO == et

F(p)=—

2.4.2 La transformée de Laplace inverse en utilisant la décompo-

sition en fractions simples

La transformée de Laplace inverse d’une fonction rationnelle F'(p) est

1 ibipi - - k=1 —pit
27 | T— b+ZZ +ZZ t_e_pl
Zaipl z1k1p+p2 i=1 k=1
(2.44)

ou 6(t) est 'impulsion unitaire et b, = 0 sauf lorsque m = n. Lorsque les poles sont
simples et réels alors
LB | =0t + Y e (2.45)
%aipi =
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Exemple 2.7. Soit la fonction F'(p):
8
p’(p+2)

En utilisant la décomposition en fractions simples:

F(p) =

C11 C12 C13 C21
Fip)=—+—2+—+
(®) p v pP p+2
8
T
p=
d 4 d[ 8 } 8
¢z = = [P F(p = |05 == = —2
=gl ()}pzo dp lp+2]l,.g (P +2)?],
1 a2, 1 a2 { 8} 1 16
13= 5 2 [p (p)} o 2 dp? |p+2 o 2 (p+2)

1= (p+ 2>F(p>|p:—2 = ﬁ

=[] g o 3] - [

=u(t) =2t +2t* —e

2.5 Résolution d’équations différentielles

Considérons I’équation différentielle suivante:

dny dnly dy d™u dmly du
n n— t — bm bm_ b
n g T gy et argtaoy () g Om g g

Fhoult) (2.46)

qu’on peut écrire sous la forme:

Zak T Zbk T (2.47)

On pose:
dk
—fj =y k=01,..,n—1 (2.48)
dtk |,

et "
= k=0,1,.,m—1 (2.49)
dtk |,
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ou y(() k=0,1,....,.n—1et u k =0,1,...,m — 1 sont des constantes.

En utilisant la transformée de Laplace de la dérivée:

dny — n—i—1 (2

=0

L’application de la transformée de Laplace sur I’équation différentielle 2.47 donne

Zn: [ai (p"Y(p) - Zz_:p""“‘lyék)” - Xm: [ ( Zzp’ -ty )] (2.51)

1=0 1=0 k=0

La transformée de Laplace de la sortie est donnée par:
UL - 1 (k & k
Zbip’ Z Zklug) ZZ zkl()

Y(p) = =2 -U(p) - ' + = ' (2.52)
; a;p 20 a;p’ 20 a;p’

1—1

||M3

Le dénominateur
> aip' = anp" + anap" + -+ ap +ag (2.53)
i=0

est le polynome caractéristique de 1’équation différentielle 2.46.

La solution y(t) de l’équation différentielle 2.46 est égale a la transformée de Laplace

inverse de Y (p) donnée par I’équation 2.52

ibipi ZZ k1,9 z":i k=14
1=0 U(p) . 1=0 k=0 _'_g_l 1=0 k=0

y(t) =2 |5
> ap’ Z a;p’ Z a;p'
1=0 1=0 =0

(2.54)

Le premier terme du coté droit de 1’équation 2.54 est la réponse forcée du systéme décrit

par 'équation 2.46 et le second terme est la réponse libre due aux conditions initiales.
Exemple 2.8. Considérons I’équation différentielle suivante:

y'(t) + 3y (t) + 2y(t) = 2 avec y(0) =1,¢4'(0) =0
En appliquant la transformée de Laplace

ZLy" (1) +3y'(t) +2y(1)] = Z [2e7"]

210432 (0] +22 (o) =
PY () = p0(0) = ¥/(0) + 3 (0¥ (9) — y(0) +2Y () = —
(0 + 30+ 2) Y (3) = p0(0) ~ 1 (0) = 39(0) =

(5 + 30+ 2) Y(p) = — +py(0) + 5/(0) + 3y(0)
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Alors
Vo - : py(0) +4/(0) + 39(0)
(p+4) (P> +3p+2) P2+ 3p+2
2 p+3 p?+Tp+ 14
R e R I e R PR IR R IR IR
La décomposition en fractions simples de Y (p) donne:
C11 Co1 C31
Y =
2 p+4 +p+2 +p+1
avec
p+1)(+2)|—_y 3
e — P>+ Tp+ 14 _
P+4)(p+1) |-y
T+ p+2)),, 3
3 2 5
Yi(p) = +

_p+4_p+2 p+1

En appliquant la transformée de Laplace inverse:

=[] - ] -

1 8
y(t) = ge_4t —2e7% 4 ge_t

Exemple 2.9. Considérons I'équation différentielle suivante:

y"(t) + 2y (t) + 2y(t) = u(t) avec y(0) =1,4'(0) =0

u(t) est I’échelon unitaire.
En appliquant la transformée de Laplace

L) + 20/ (8) + 2y(0)] = 2L [u(t)

LI+ 22 (1) + 2.2 [y(t)] = })
1

—y(0)) +2Y(p) = p

p*Y (p) — py(0) — y'(0) + 2 (pY (p)
1
p
(0 + 20+ 2) Y(0) = 5 +pu(0) +/(0) + 24(0)

(p* +2p+2) Y(p) — py(0) — y/'(0) — 2y(0) =
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Alors

vy o L py(0) + y/(0) + 2y(0)

p(p*+2p+2) P2+ 2p + 2
1 p+2

Y(p) = +

(p) p(P2+2p+2) p*+2p+2
2
p-+2p+1

Y =

(») p(p*+2p+2)
2
p°+2p+1

Y(p) =

p((p+1)*+1)
La décomposition en fractions simples de Y (p) donne:

Ap+ B
Y=y T2
P (p+1)+1

avec

P> +2p+1 1
= ——a5—— =3
(p+1)"+1],_
Y(p):ir Ap+B AP +Bp+ i +p+l _ (A+) P+ (B+1)p+1
P (p+1)°+1 p((p+1)°+1) p((p+1)°+1)
alors

En appliquant la transformée de Laplace inverse:

y(t) = %ﬁf‘l H + %z—l {L] + %g—l [;}

p (p+1)°+1 (p+1)°+1
1 1 1
y(t) = §u(t) + 56_t cost + §e_t sin ¢
1

y(t) = 3 [u(t) + e " (cost + sint)]
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2.6 Exercices

Exercice 2.1. Déterminer la transformée de Laplace des fonctions suivantes, nulles pour

t<O0:
L fi(t)=4(1—e7), 2. fo(t) =2t +1,
3. f3(t) = 2te™™, 4. fu(t) = 5sinwt

Exercice 2.2. En appliquant les propriétés de la transformée de Laplace, déterminer la
transformée de Laplace des fonctions suivantes:

1. f1(t) = 2tsin 3t 2. fo(t) = de tsin 2t

3. f3(t) = sin (wt + ¢) 4. fu(t) = coswt coshwt

Exercice 2.3. Déterminer la transformée de Laplace des fonctions données par les figures

suivantes:
fa(t) fa(t) f3(t)
A ....... A ......... A ..............
t t A t

| T1 T2 T | T1 T2

Exercice 2.4.

1. Déterminer la transformée de Laplace de la fonctions f(t) donnée par la figure

suivante:

ft)

A .

2. En déduire la transformée de Laplace de la fonction g(t).

Exercice 2.5. Déterminer la transformée de Laplace inverse des fonctions suivantes:

2p+ 1 p? + 6p + 10

1. F° = , F == 5
1(p) p(p*+3p+2) #(p) (p+2)?
3. Falp) = 52 e, 4 Fup) =
0 »2+2p+5 0 p* + 4wt
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Exercice 2.6. En utilisant la transformée de Laplace déterminer la solution des équations

différentielles suivantes:

1. y'(t) - y(t) =e % avec y(0) = 1.

2
3
4
5. —3y'(t) + 2y(t) = 4u(t), avec y( ) =0, y(0)=1

6. y"(t) + 3y (t) + 2y(t) = 2¢* avec y(0) = 0, ¥'(0) =0

7. 4" (t) — y(t) = 2e*, avec y(0) =1, y/(0) = 1

Exercice 2.7. Déterminer la solutions des systémes d’équations différentielles suivants:

1.
Yy (t) +4yi(t) = —2ya(t)
Yo(t) +y2(t) = v ()

avec y1(0) = 0,y2(0) = 1.

{ YA () + By (t) = dya(t)
Ya(t) — 2y2(t) = =1 ()
avec y1(0) = 0,y2(0) =1




