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Chapitre 6

Lieu Géométrique des Racines

6.1 Introduction

La position des poles d’un systéme linéaire dans le plan complexe détermine les perfor-
mances(stabilité, réponse transitoire,...). Un choix judicieux de ces poles permet d’ajuster
les performances d’un systéme. Il est important de déterminer la facon avec laquelle les
racines de I’équation caractéristiques d’un systéme se déplacent dans le plan complexe
lorsque les parameétres du systéme varient.

La méthode du lieu de racines ou lieu de poles ou lieu d’Evans (root locus en Anglais)
est un outil puissant d’analyse et de synthése des systeémes linéaires introduit par Walter
Richard Evans en 1948. La méthode du lieu des racines est une méthode graphique du
tracé du lieu de racines de 1’équation caractéristique dans le plan complexe lorsqu’un des

parameétres du systéme varie.

6.2 Meéthode de Construction du Lieu de Racines

6.2.1 Principe de la Méthode

Considérons un systéme en boucle fermée dont la fonction de transfert en boucle
ouverte est G(p)H (p). La fonction du transfert du systéme en boucle fermée est
Y(p) G(p)

Rp) ~ 1+ GO)HG) (6-1)

et I’équation caractéristique est donnée par

1+ G(p)H(p) =0 (6.2)
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FIGURE 6.1 — Systéme en boucle fermée

Ecrivons la fonction de transfert sous la forme canonique mettant en évidence ses zéros,

ses poles et son facteur de gain K

(p+ 2)

L3

N(p :

(6.3)
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(p+ pi)
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Soit M un point dans le plan complexe représentant un pole de la fonction de transfert
en boucle fermée, c¢’est-a-dire vérifiant la condition 1+ G(p)H (p) = 0 qu’on peut écrire
sous la forme:

n m

1+GPHP) =0=[[+p)+ E[[(p+2)=0 (6.4)

i=1 i=1
Si le facteur de gain K varie de zéro a l'infini les points représentatifs des poles de la
fonction de transfert en boucle fermée décrivent une courbe appelée lieu d’Evans ou lieu

de racines.

Exemple 6.1. Considérons un systéme en boucle fermée telle que:

K

G(p)H(p) = m

La fonction de transfert en boucle fermée est

Y(p) K

R(p) +1p+2)+K

et I’équation caractéristique est

3 V1I-4K
p(p—l—2)+K:0:>p2+3p+2+K:O:>p1,2:—§:i:T

Le facteur de gain K est le paramétre de réglage. Lorsque K varie de zéro a l'infini
— Pour K =0 : les poles de la fonction de transfert en boucle fermée coincident avec

les poles de la fonction de transfert en boucle ouverte:p; = —1 et py = —2,
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FIGURE 6.2 — Lieu de poles pour K € [0, 00|

1
- Pour 0 < K < 1 les poles sont des réels négatifs.

— Pour K = — : le systéme posséde un pole double p; » = —%.

— Pour K >
3

3¢

: les poles sont complexes conjugués dont la partie réelle est égale a

[ S N

6.2.2 Etape de construction du lieu de racines

Les étapes de construction du lieu de racines seront détaillées en utilisant un systéme

dont la fonction de transfert en boucle ouverte est:

K

COHP) = oD 019

(6.5)

— Etape 1: Factorisation de 1’équation caractéristique.
L’équation caractéristique est toujours factorisée sous la forme :
(P+2)p+2)- - (P+ 2m1) P+ 2m)

T R o )+ p) 0 o)t o) (6.6)

Dans notre exemple, il n’y a aucun zéro(m=0) et trois poles (n=3) p; = —1,ps = —2
et p3 = —3.
— Etape 2: Localisation des péles et des zéros de la boucle ouverte dans le

plan complexe.
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Les poles de la boucle ouverte sont représentés dans le plan complexe par X et les
zéros par o.
Les poles sont les points de départ (K = 0) alors que les zéros sont les points

d’arrivée du lieu (K — o).

(p+z)p—22) )P+ 2zm)

(p+p1)(p+p2)---(p+pn)

(p+p)@+p2)--(P+p) + Kp+2)p+22)- - (p+ 2m)
(p+p1)(p+p2) - (P4 Ppe1) (P + Pn)

1+ K =0=

=0 (6.7)
L’équation caractéristique est alors:

K(pt+21)(pt22) - -+ (p+2m—1)(p+2m)+(p+p1) (p+p2) - - - (P+Pn-1) (+Pn) = 0 (6.8)

Lorsque K = 0, ’équation caractéristique devient:

(p+p)p+p2)---(P+pPor)p+pn) =0 (6.9)

Les points de départ du lieu de racines en boucle fermée sont les poles de la fonction
de transfert de la boucle ouverte.

Lorsque K — o0, I’équation caractéristique peut s’écrire sous la forme:

(p+21)(p+22)-~-(p+zm)+%(p+p1)(p+pz)-~(p+pn) =0=

(p+z1)p+2) P+ 2m1)(p+2m) =0 (6.10)

Les points d’arrivée du lieu de racines en boucle fermée sont les zéros de la fonction
de transfert de la boucle ouverte.

Le nombre de branches du lieu de racines en boucle est égal au nombre de poles
de la fonction de transfert en boucle ouverte. Si n et m sont le nombre de poles et
le nombre de zéros de la fonction de transfert en boucle ouverte respectivement, le
nombre de branches du lieu de racines en boucle fermée est égal a n. De plus, le lieu
de racines est constitué de n — m branches infinies et m branches finies.

Dans notre exemple on a : n = 3, m = 0. Le lieu de racines comporte trois branches
infinies.

Etape 3: Déterminer les parties de ’axe réel appartenant au lieu des
racines.

Les parties de I'axe réel appartenant au lieu de racines sont entiérement déterminés
par les poles et les zéros de la fonction de transfert en boucle ouverte appartenant

a l'axe réel.
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FIGURE 6.3 — Poles dans le plan complexe
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jw

FIGURE 6.4 — Parties de ’axe réel appartenant au lieu de racines

Les points de ’axe réel qui se trouvent a gauche d’'un nombre impair de poles et
de zéros appartenant a I’axe réel appartiennent au lieu de racines. Les poles et les
zéros doivent étre comptabilisés avec leur multiplicité.
Dans notre exemple, les parties [—2, —1] et | — 0o, —3] de I'axe réel appartiennent
au lieu de racines.
Etape 4: Déterminer les asymptotes du lieu des racines
Les asymptotes des branches infinies caractérisées par:
— L’angle formée par les asymptotes et 1’axe réel est donné par:

Qk:M, kE=0,1,...n—m—1 (6.11)

n—m

— Toutes les asymptotes ont un point d’intersection commun situé sur 1’axe réel

appelé centre des asymptotes.

Zpi - Z Zi
o, == =1 (6.12)
n—m
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FIGURE 6.5 — Asymptotes et centre des asymptotes

Dans notre exemple, les asymptotes forme avec ’axe réel les angles suivants:

2% + 1
ek:w, k=0,1,2 (6.13)

Le centre des asymptotes:

= 2= (6.14)

— Etape 5: Déterminer les points de branchement.
Si le segment entre deux poles ou entre deux zéros appartient au lieu des racines, il
existe au moins un point de branchement appartenant a ce segment.
La détermination de ces points se fait par la résolution de I’équation polynomiale

suivante:

dK

an _ 1
5 = (6.15)




98 6. LIEU GEOMETRIQUE DES RACINES

N(p) D(p)
1+ K =0= K =— 6.16
D(p) N(p) (616)
dK  D'(p)N(p) — N'(p)D
dK _ D'(p)N(p) : (0)Db) _, (6.17)
dp N?(p)
dK _ D'(p)N(p) — N'(p)D(p)
dp N*(p) (618)
Dans notre exemple:
1+ K 0= K= —(p+1)(p+2)(p+3)
= = - p p
(p+1)(p+2)(p+3)
dK
i P+ +2)—(p+HE+3)—(p+2)(p+3)=0
3
3p2+12p+11:():>p1,2:—2:l:%
Le point —2 — ? n’appartient pas au lieu de racines, alors le lieu de racine posséde
un seul point de branchement p = —2 + \/_ qui correspond a :
3 3 3
K = —(—2+%+1)(—2+§+2)(—2+g+3)
V3 /3 V3
=——(——-D(—+1
S-S )
2
9

— Etape 6: Déterminer les points d’intersection avec 1’axe imaginaire.
Les points d’intersection avec ’axe imaginaire peuvent étre déterminés par la réso-

lution de I’équation suivante, obtenue en remplagant p par jw:

14+ G(jw)H (jw) =0 (6.19)
Les points d’intersection peuvent étre aussi déterminée en utilisant le critére de
Routh.
L’équation caractéristique du systéme:
K
1+ =0=(p+1)p+2)p+3)+K=0

(p+1(p+2)(p+3)
PP 6P P+ 1lp+ K +6=0= (jw)® +6(jw)’ +11(jw) + K +6 =0

(11 —w?)w =0 w=0K=-6
K+6—-6w?=0 w=+v11, K =60

Le cas w = 0 et K = —6 est refusé parce que K est supposé positif.

—w3j— 6w+ 1lwj+ K+6=0= {
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FIGURE 6.6 — Point de branchement
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21 11
p? |6 K+6
60 — K

1

0
b 6
P’ | K+6

Pour K = 60, I’équation auxiliaire est:
6p> +66 =0=p*=—11=p=+jV11

Le lieu de racines coupe I’axe imaginaire au points —/115 et /115 lorsque K = 60.
— Etape 7:Déterminer les angles de départ et d’arrivée.
— Angle de départ: L’angle de départ du lieu des racines d’un pole complexe p;
est donnée par
Op =7+ arg GH'(p;) (6.20)

ou GH'(p;) est la phase de GH calculée au pole complexe p; sans tenir compte

de la contribution de ce pole particulier.

bp=m+> &= > (6.21)
j=1 j=1,j#i

avec
Q; =arg(pi+2;), j=1,..,m, U, =arg(p, +p;), j=1,1,..,n,7 #1i (6.22)

— Angle d’arrivée: L’angle d’arrivée du lieu des racines en un zéro complexe z;
est donnée par
Os =7 —argGH"(2;) (6.23)

ou GH"(z;) est la phase de GHcalculée au zéro complexe z; sans tenir compte de

Deffet de ce zéro.

j=1,j#i =1

Q; =arg(pi+2;), j=1,..,m,j #1, U, =arg(p; +p;), 7=1,1,..,n (6.25)

Dans notre exemple, puisque la fonction de transfert en boucle ouverte GH ne pos-
sede pas des poles complexes cette étape ne s’applique pas pour cet exemple.
— Etape 8:Compléter le tracé du lieu de racines:
On compléte le tracé du lieu des racines en liant les parties tracées précédemment.
A partir du tracé du lieu des racines, on peut conclure:
— Pour K = 0 : Le systeme en boucle fermée posséde trois poles réels négatifs —3, —2

et —1, le systéme en boucle fermée est stable.
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— Pour 0 < K < 27‘{3: Le systéme en boucle fermée posséde trois poles réels négatifs

appartenant respectivement aux intervalles, | — oo, —3[,] — 2,—2 + ?[ et | —2+

?, —1],et le systéme en, boucle fermée est stable.

— Pour K = 27‘(31 Le systéme en boucle fermée posséde trois poles réels négatifs; un
podle appartenant a l'intervalle | — co, —3[ et un pole double égale a —2 + ?, le
systéme en boucle fermée est stable.

— Pour 27\@

appartenant a l'intervalle | — oo, —3] et deux poéle complexes conjugués a partie

< K < 60: Le systéme en boucle fermée posséde un pole réel négatif

réelle négative appartenant a U'intervalle | — 2 + ?, 0[, le systéme en boucle fermée
est stable.

— Pour K = 60: Le systéme en boucle fermée posséde un pole réel négatif appartenant
a l'intervalle | — 0o, —3[ et deux pole imaginaires purs de valeurs ++/117, le systéme
en boucle fermée est marginalement stable.

— Pour K > 60: Le systéme en boucle fermée posséde un pole réel négatif appartenant
a l'intervalle | — 0o, —3[ et deux pole complexes conjugués a partie réelle positive, le

systéme en boucle fermée est instable.

Exemple 6.2. Soit le systéme avec

B K
~ p(p? + 6p + 25)

G(p)H (p)

— Etape 1: La fonction de transfert en boucle ouverte ne posséde aucun zéro; m = 0
et possede 3 poles n =3,p1 = =3+ 47 et po = —3 — 47.

— Etape 2: Les parties de I’axe réel appartenant au lieu de racines: La partie de Paxe
réel | — 0o, 0] appartient au lieu de racines.

— Etape 3: Les asymptotes
— Nombre de branches = n=3,
— Nombre de branches infinies = n-m=3=3

— Angles des asymptotes

(2k+1)m T bw
k 3 ) 07 ) k 3 y Ty 3
— Centre des asymptotes
A T 0+3+3
o, = _Zz:lp 22—1 < — to+ = _9

n—m 3
— Etape 4: Les points de branchement:

K
(p? + 6p + 25)

1+G(p)H(p):O:>1—l-p =0= K = —p(p* +6p+25)
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FIGURE 6.7 — Lieu de racines
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alors dK
— = —(3p" +12p+25) =0

dp
39
3p2+12p+25:O:>p172:—2:|:g

Etape 5: Intersection avec ’axe imaginaire: les points d’intersection avec 1’axe
imaginaire peuvent étre déterminés par la recherche des solutions imaginaires pures

de I’équation caractéristique en remplacant p par jw. L’équation caractéristique est

L+ G H(p) = ——

= eI =0=p’+6p* +25p+ K =0

alors
(jw)? 46 (jw)? + 25 (jw) + K =0 =
— jw® — 6w® + j25w + K = 0 = (—6w’ + K) + jw (25 —w?) =0
ce qui implique

w (25 —w?) =0 N w=0, K=0
K —6w? =0 w=45 K =150

Etape 6: Angles de départ:
— Angle de départ du pole —3 + 4j:

4
Op =m — arg(8j) — arg(—3 +4j) =1 — g — arctan (5)

Op = 90° — 126.8699° = —36.8699°

— Angle de départ du pole —3 — 47:

—4
Op = m —arg(—8j) —arg(—3 —4j) =7+ g — arctan <_—3)

Op = 270° — 233.1301° = 36.8699°

A partir du lieu de racines:

— Pour K = 0 : Le systéme en boucle fermée posséde un pole nul et deux podles

complexes conjugués a partie réelle négative, —3 447, le systéme en, boucle fermée
est marginalement stable.

— Pour 0 < K < 150: Le systéme en boucle fermée posséde un pole réel négatif

appartenant a l'intervalle | — 0o, 0] et deux pole complexes conjugués a partie réelle

négative appartenant a 'intervalle | — 3,0[, le systéme en boucle fermée est stable.
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FIGURE 6.8 — Lieu de racines
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— Pour K = 150: Le systéme en boucle fermée posséde un pole réel négatif appartenant
a l'intervalle | — 0o, 0[ et deux pole imaginaires purs de valeurs +55, le systéme en
boucle fermée est marginalement stable.

— Pour K > 150: Le systéme en boucle fermée posséde un pole réel négatif appartenant
a l'intervalle | — oo, 0 et deux pole complexes conjugués a partie réelle positive, le

systéme en boucle fermée est instable.

Exemple 6.3. Soit un systéme avec

K
p(p+1)(p*+4p +13)

G(p)H(p) =

- Etape 1:
K

G(p)H(p) = : ‘
plp+1)(p+2—35)(p+2+3j)
La fonction de transfert en boucle ouverte ne posséde aucun zéro; m = 0 et posséde

4polesn=4p=0,p=—1,p=—-24+3jet p=—-2—3j.
— Etape 2: Les parties de I’axe réel appartenant au lieu de racines: La partie de Paxe
réel [—1, 0] appartient au lieu de racines.
— Etape 3: Les asymptotes
— Nombre de branches — n—4,
— Nombre de branches infinies = n-m=4
— Angles des asymptotes
(2k+1)m
1

3r S5m Tmw

s
o= PR

k=0,1,2,3= 0, =

— Centre des asymptotes

o, = _Zz:lp 27«:1 “ — _u = —125
n—m 4

— Etape 4: Les points de branchement:

K
p(p+1)(p*+4p +13)

1+G(p)H(p) = 0= 1+ =0= K = —p(p+1)(p°+4p+13) = — (p* + 5p° +

alors
dK
dp

Puisque la partie de I’axe réel [—1, 0] appartient au lieu des racines et —1 et 0 sont

= — (4p° + 15p° + 34p+ 13) =0

des poles de la fonction de transfert en boucle ouverte, alors il existe au moins un
point de branchement dans l'intervalle [—1, 0]. On peut le déterminer d’une maniére

approximative.

dK

— =-13<0
dp p=0




106 6. LIEU GEOMETRIQUE DES RACINES

dK

p=-—0.5

Le point de branchement appartient a I'intervalle | — 0.5, 0].

dK

— = —5.3750 < 0
dp

p=—0.25

ce qui implique que le point de branchement appartient a l'intervalle | — 0.5, —0.25].

dK

— = —2.1484
b 84 <0

p=—0.375

ce qui implique que le point de branchement appartient a U'intervalle | — 0.5, —0.375]
et on obtient aprés quelque itérations la solution approximative p = —0.4664. Ce
qui correspond a K = 2.8252.

— Etape 5: Intersection avec I’axe imaginaire: les points d’intersection avec 1’axe
imaginaire peuvent étre déterminés par la recherche des solutions imaginaires pures

de I’équation caractéristique en remplacant p par jw. L’équation caractéristique est
pp+D(P*+4p+13)+ K =0=p* +5p° + 17p* + 13p+ K =0
alors
(jw)* 45 (jw)? + 17 (jw)? + 13(jw) + K =0 =
w! = 5jw? — 17w + j13w + K = 0 = (w* — 17w + K) + jw (13 — 5w?) =0
ce qui implique

w13 -5 =0 _ fw=0 K=0
wh— 17w+ K =0 w=+16125 K =37.44

— Etape 6: Angles de départ:
— Angle de départ du pole p = —2 4 35:

3
Op = m—arg(—2+3j)—arg(—1+3j)—arg(6j) = m—arctan <—§) —arctan (—3)—%

Op = 0p = 180° — 123.690° — 108.435° — 90° = —142.125°
— Angle de départ du pole —2 — 37:

2
0p = m—arg(—2—3j)—arg(—1—3j)—arg(—6j) = m—arctan (—2) —arctan (3)_?7r

Op = 0p = 180° — 236.310° — 251.565° — 270° = —217.8750°
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FIGURE 6.9 — Lieu de racines
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A partir du tracé du lieu des racines, on peut conclure:

6.3

Pour K = 0 : Le systéme en boucle fermée posséde trois poles réels p =0et p = —1,
et deux poles complexes a partie réelle négative p = —1 —3j et p = —1 4+ 35 le
systéme en boucle fermée est marginalement stable.

Pour 0 < K < 2.8252: Le systéme en boucle fermée posseéde deux poles réels négatifs
appartenant respectivement aux intervalles, | — 1, —0.4664[ et | — 0.4664, 0] ,et deux
poles complexes a partie réelle négative, le systéme en boucle fermée est stable.
Pour K = 2.8252: Le systéme en boucle fermée posséde un pole double réel négatif
égal a —0.4664 et et deux poles complexes a partie réelle négative, le systéme en
boucle fermée est stable.

Pour 2.8252 < K < 37.44: Le systéme en boucle fermée possede deux paires de
poles complexes conjugués a partie réelle négative. La partie réelle de la premiére
paire appartient a l'intervalle | — oo, —2[ et La partie réelle de la deuxiéme paire
appartient a U'intervalle | — 0.4664, 0[, le systéme en boucle fermée est stable.

Pour K = 37.44: Le systéme en boucle fermée posséde une paires de poles complexes
conjugués a partie réelle négative appartenant a l'intervalle | — oo, —2[ et deux poles
imaginaires pures p = 1.61255 et p = 1.6125j. Le systéme en boucle fermée est
marginalement stable.

Pour K > 37.44: Le systéme en boucle fermée posséde deux paires de podles com-
plexes conjugués. La partie réelle de la premiére paire est négative et appartient a
'intervalle | — 0o, —2[ et La partie réelle de la deuxiéme paire est positive, appartient

a l'intervalle ]0, oo, le systéme en boucle fermée est instable.

Analyse des systémes bouclés par le lieu de racines

6.3.1 Réglage du gain

Une des opérations de base de correction consiste a régler le gain de boucle K afin

d’avoir un amortissement donné.




