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  مفتاح.آف. 

 : التقريب التهافقي1.1

إن أخح . في الؾاقع لا يسكؽ إعتبار أن ذرات الذبكة البمؾرية ثابتة في مؾاقع بخافي لأنيا تيتد و ىحا الإىتداز ىؾ عاىخة نذظة حخاريا
تبقى  (حخكية و كامشة ) و أن الظاقة الكمية الشاتجة عؽ الإىتداز (شبكة بخافي) بعيؽ الإعتبار اىتداز الذبكات يعتسج عمى وجؾد البمؾر

و حتى يتحقق ذلػ نفتخض أن الإىتدازات صغيخة أي أن سعة الإىتداز أقل بكثيخ مؽ متؾسط السدافة . صغيخة مقارنة مع طاقة الخبط
: إذن في كل ما يمي سشعتبخ . أما إذا كان غيخ ذلػ فإن البمؾر يقتخب مؽ مخحمة ذوبانو و تفكػ الخوابط الحرية. الفاصمة بيؽ الحرات

 .وجؾد شبكة بخافي حيث تسثل العقج أو مؾاقع بخافي مؾاضع الإتدان لمحرات السيتدة . أ
إندياحات الأيؾنات عؽ مؾاضع اتدانيا أو سعة الإىتداز أثشاء الحخكة صغيخة مقارنة مع الفاصمة الحرية و ىؾ ما يدسى  . ب

 .بالتقخيب التؾافقي

:  إذن   𝑅 حؾل السؾضع الإتداني     𝑟  𝑅نعتبخ أن السؾضع المحغي للأيؾن السيتد ىؾ

𝑟  𝑅   = 𝑅  + 𝑢   𝑅     1.1 

.  ىؾ اندياح الأيؾن عؽ مؾضع إتدانو   𝑢   𝑅حيث 

 

 . السؾضع المحغي للأيؾن السيتد-:1-الذكل

 تداىسان في الظاقة الكامشة الكمية لمبمؾر بالسقجار 𝑟إذا افتخضشا أن كل ثشائية مؽ الحرات السشفرمتيؽ عؽ بعزيسا البعض بسدافة 
Φ 𝑟  , في حال سكؾن الذبكة فإن الظاقة الكامشة . إذن فالظاقة الكامشة الكمية لمبمؾر ىي ببداطة مجسؾع مداىسات كل الثشائيات

 :الكمية ىي 

𝑈 =
𝑁

2
 Φ 𝑅 𝑅 =

1

2
 Φ 𝑅 − 𝑅′ 𝑅,𝑅′   1.2 

أما في حال اىتداز الذبكة فإنشا نعتبخ السؾضع المحغي عؾض مؾضع . ذلػ أن السدافة الفاصمة بيؽ ذرتيؽ ىؾ شعاع مؽ أشعة بخافي
الإتدان  

𝑈 =
1

2
 Φ 𝑟 − 𝑟′ 𝑅,𝑅′ =

1

2
 Φ 𝑅 + 𝑢 𝑅 − 𝑅′ − 𝑢 𝑅′  𝑅,𝑅′   1.3 
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 :إذن فالظاقة الكمية حخكية و كامشة أو ما يدسى أيزا بالياممتؾني تكتب بالذكل

𝐻 = 𝑇 + 𝑈 =  
𝑃   𝑟 2

2𝑀𝑅 +
1

2
 Φ 𝑟 − 𝑟′ 𝑅,𝑅′   1.4 

بسا أن الإندياحات صغيخة مقارنة مع الفاصمة الحرية يسكؽ نذخ الظاقة الكامشة حؾل قيستيا في حالة الإتدان حدب نذخ تايمؾر و 
 :الإكتفاء بالختبة الثانية لمشذخ التي تعبخ عؽ الحج التؾافقي

Φ 𝑅 − 𝑅′ + 𝑢 𝑅 − 𝑢 𝑅′  = Φ 𝑅 − 𝑅′   

+ 𝑢 𝑅 − 𝑢 𝑅′   ∇Φ 𝑅 − 𝑅′ +
1

2
  𝑢 𝑅 − 𝑢 𝑅′  ∇ 

2

 Φ 𝑅 − 𝑅′   1.5 

:  و مشو فعبارة الظاقة الكامشة الكمية 

𝑈 =
1

2
 Φ 𝑅 − 𝑅′ 𝑅,𝑅′ +

1

2
  𝑢 𝑅 − 𝑢 𝑅′   ∇Φ 𝑅 − 𝑅′ 𝑅,𝑅′   

+
1

4
   𝑢 𝑅 − 𝑢 𝑅′  ∇ 

2

 Φ 𝑅 − 𝑅′ 𝑅,𝑅′   1. 6

الحج الثاني ىؾ مجسؾع مذتقات الظاقة الكامشة في حالة . الحج الأول يسثل الظاقة الكامشة الكمية في حال سكؾن الذبكة في حال الإتدان 
أما الحج الثالث فيؾ السذتقة الثانية لمظاقة و ىؾ الحج . الإتدان أي مجسؾع القؾى في حالة الإتدان و الحي لا يسكؽ إلا أن يكؾن معجوما

: إذن عبارة الظاقة الكامشة في حالة الإىتداز. التؾافقي لمظاقة الكامشة

𝑈 = 𝑈𝑒𝑞 + 𝑈ℎ𝑎𝑟𝑚  1. 7 

 : حيث

𝑈ℎ𝑎𝑟𝑚 =
1

4
   𝑢 𝑅 − 𝑢 𝑅′  ∇ 

2

 Φ 𝑅 − 𝑅′ 𝑅,𝑅′   

=
1

4
   𝑢𝜇  𝑅 − 𝑢𝜇  𝑅′  𝜇 ,𝜈=𝑥,𝑦 ,𝑧𝑅,𝑅′ 𝐾𝜇 ,𝜈 𝑅 − 𝑅′  𝑢𝜈 𝑅 − 𝑢𝜈 𝑅′    1.8 

𝐾𝜇 حيث  ,𝜈 𝑅 − 𝑅′ =
𝜕2

𝜕𝜇𝜕𝜈
Φ 𝑅 − 𝑅′   ىي السذتقة الثانية لمظاقة الكامشة في حالة الإتدان و تسثل ثابت الرلابة لمشابض

. السثالي

 :بتختيب الجسؾع في الحج التؾافقي يسكؽ إعادة كتابة الحج التؾافقي لمظاقة كسا يمي

𝑈ℎ𝑎𝑟𝑚 =
1

2
 𝑢𝜇  𝑅 𝐷𝜇𝜈  𝑅 − 𝑅′ 𝑢𝜈 𝑅′ 𝑅,𝑅′   1.9 

𝐷𝜇𝜈 : حيث  𝑅 − 𝑅′ = 𝛿𝑅𝑅′  𝐾𝜇𝜈  𝑅 − 𝑅′′  − 𝐾𝜇𝜈  𝑅 − 𝑅′ 𝑅′ ; 𝜇, 𝜈 = 𝑥, 𝑦, 𝑧 

: يسكؽ تبديط العلاقات أعلاه بالشدبة لذبكة خظية كسا يمي
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السؾضع .  تخترخ إلى قيسة سمسية𝐾𝜇𝜈مخكبة واحجة و السرفؾفة   لا تسمػ إلا 𝑢 𝑅بسا أن الذبكة أحادية البعج فإن كل إزاحة 
𝑟𝑗 : المحغي لكل أيؾن ىؾ = 𝑅𝑗 + 𝑢𝑗 ; 𝑅𝑗 = 𝑗 ∙ 𝑎  و مشو فالظاقة الكامشة التؾافقية تربح : 

𝑈ℎ𝑎𝑟𝑚 =
1

4
 𝐾 𝑅𝑗 − 𝑅𝑗 ′ 𝑗 ,𝑗 ′  𝑢𝑗 − 𝑢𝑗 ′ 

2  1.10 

𝐾 𝑅𝑗إذا ما إفتخضشا أن الـتأثيخ القؾي ىؾ تأثيخ الجؾار الأقخب فإن ثابت الرلابة  − 𝑅𝑗 ′ = 𝐾 ±𝑎 يكتب ببداطة 𝐾  :

𝐾 𝑅𝑗 − 𝑅𝑗 ′ =  
𝐾;  𝑗 − 𝑗′ = 1

0;  𝑗 − 𝑗′ ≠ 1
   

𝑗  و الجسع 𝑗  يخترخ إلى حجيؽ′ + 1; 𝑗 −  و مشو فالظاقة الكامشة التؾافقية لمذبكة الخظية أحادية 𝐾  يذتخكان في نفذ الـ1
 :الحرة تخترخ إلى

𝑈ℎ𝑎𝑟𝑚 =
1

4
 𝐾 𝑢𝑗 − 𝑢𝑗 −1 

2
𝑗 + 𝐾 𝑢𝑗 − 𝑢𝑗 +1 

2
=

1

2
 𝐾 𝑢𝑗 − 𝑢𝑗 +1 

2
𝑗   1.11 

 

:  الأنساط الطبيعية لإهتزاز شبكة خطية أحادية الذرة 2.1

أشعة بخافي ليحه الذبكة ىي  . a مؾزعة طؾليا و مشفرمة عؽ بعزيا البعض بالفاصمة الحرية Mنعتبخ مجسؾعة مؽ الأيؾنات بكتمة 
𝑅إذن  = 𝑛𝑎 حيث nليكؽ .  عجد صحيح𝑢 𝑛𝑎  الإندياح الظؾلي للأيؾن عؽ مؾضع تؾازنو  (𝑅 = 𝑛𝑎)  و تفخض أن التفاعلات

:   ىي 𝑛𝑎الظاقة الكامشة عشج السؾضع . السعتبخة تقترخ عمى الأيؾنيؽ الستجاوريؽ

𝑈ℎ𝑎𝑟𝑚  𝑛𝑎 =
1

2
𝐾  𝑢 𝑛𝑎 − 𝑢  𝑛 − 1 𝑎  

2

+
1

2
𝐾  𝑢 𝑛𝑎 − 𝑢  𝑛 + 1 𝑎  

2

 1.12 

 

 

. تسثيل إىتداز شبكة خظية بقاعجة أحادية الحرة-:2-الذكل  

𝐾حيث  =
𝜕2𝜙

𝜕𝑢 𝑛𝑎 .  مثل معامل السخونةي 2 

:  كسا يمي𝑛𝑎تكتب معادلة الحخكة للأيؾن السيتد حؾل السؾضع 

𝑀𝑢  𝑛𝑎 = 𝐹 = −
𝜕𝑈ℎ𝑎𝑟𝑚

𝜕𝑢  𝑛𝑎  
  1.13 
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𝑀𝑢  𝑛𝑎 = −
𝜕

𝜕𝑢  𝑛𝑎  
 

1

2
𝐾  𝑢 𝑛𝑎 − 𝑢  𝑛 − 1 𝑎  

2

+
1

2
𝐾  𝑢 𝑛𝑎 − 𝑢  𝑛 + 1 𝑎  

2

   

𝑀𝑢  𝑛𝑎 = −𝐾 2𝑢 𝑛𝑎 − 𝑢  𝑛 − 1 𝑎 − 𝑢  𝑛 + 1 𝑎    1.14 

 ذرة نعبخ عؽ ىحه 𝑁بالشدبة لذبكة خظية تحتؾي عمى . فان كارمؽ-تخزع الأيؾنات السيتدة إلى الذخوو الحجودية الجورية لبؾرن 
𝑢  𝑁  : الذخوو كسا يمي + 1 𝑎 = 𝑢 𝑎 ; 𝑢 𝑁𝑎 = 𝑢 0   

,𝑢 𝑛𝑎: تقبل السعادلة التفاضمية حمؾلا مؽ الذكل  𝑡 ∝ 𝑒𝑥𝑝𝑖 𝑘𝑛𝑎 − 𝜔𝑡  

= 𝑒𝑥𝑝𝑖 𝑘𝑁𝑎:  لمذخوو الحجودية الجورية نجج أن الحمؾلو بإخزاع 1 

𝑘و مشو  =
2𝜋

𝑎
∙

𝑚

𝑁
𝑘∆ تكؾن ضسؽ السجال 𝑘 أي أن قيسة مدسؾحة لـ   =

2𝜋

𝑎𝑁
2𝜋  و مشو في السجال  

𝑎
 𝑘 قيسة مدسؾحة لـ 𝑁 يؾجج 

2𝜋مؽ ناحية أخخى نعمؼ أن . بشفذ عجد الخلايا الأساسية التي تتظابق مع عجد الحرات في الذبكة البديظة

𝑎
 تسثل حجود مشظقة بخيمؾان 

 مؾجؾدة داخل مشظقة بخيمؾان الأولى و كحلػ الحال بالشدبة لمحمؾل 𝑘الأولى لمذبكة الخظية إذن فجسيع القيؼ السدسؾحة لـ 
𝑢 𝑛𝑎, 𝑡 ∝ 𝑒𝑥𝑝𝑖 𝑘𝑛𝑎 − 𝜔𝑡  . 

: بتعؾيض الحل السقتخح في السعادلة التفاضمية لمحخكة نجج

−𝑀𝜔2𝑒𝑥𝑝𝑖 𝑘𝑛𝑎 − 𝜔𝑡 = −𝐾 2 − 𝑒𝑥𝑝 −𝑖𝑘𝑎 − 𝑒𝑥𝑝 +𝑖𝑘𝑎  𝑒𝑥𝑝𝑖 𝑘𝑛𝑎 − 𝜔𝑡   

= −2𝐾 1 − 𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑎  𝑒𝑥𝑝𝑖 𝑘𝑛𝑎 − 𝜔𝑡   1.15 

𝜔2 :  1.16 و مشو =
2𝐾

𝑀
 1 − 𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑎  =  

4𝐾

𝑀
𝑠𝑖𝑛2  

𝑘𝑎

2
 ⇒ 𝜔 = 2 

𝐾

𝑀
 𝑠𝑖𝑛  

𝑘𝑎

2
   

= 𝜔 𝑘تدسى العلاقة  2 
𝐾

𝑀
 𝑠𝑖𝑛  

𝑘𝑎

2
 حدب القيؼ 𝑁و عجد أنساو الأىتداز ىؾ أيزا .  بعلاقة التبجد لأنساو الإىتداز  

.  ترف علاقة التبجد تخددات السؾجة الظؾلية السشتذخة عمى طؾل الذبكة بجلالة شعاع السؾجة . 𝑘السدسؾحة لـ 

. تعبخ سخعة الظؾر عؽ الدخعة التي يشتقل بيا طؾر السؾجة. 𝑣𝑔 و سخعة السجسؾعة 𝑣𝑝ℎتتسيد أمؾاج الإىتداز أيزا بدخعة الظؾر 
 : سخعة الظؾر ىي ببداطة طؾل السؾجة عمى دور السؾجة 

𝑣𝑝ℎ =
𝜆

𝑇
=

𝜔

𝑘
   1.17 

أما سخعة السجسؾعة فيي الدخعة التي تشتقل بيا حدمة السؾجة ككل و يذتخو مفيؾم سخعة السجسؾعة أن يتغيخ التخدد مع شعاع 
 :سخعة السجسؾعة تعبخ عؽ تغيخات التخدد مع شعاع السؾجة . السؾجة

𝑣𝑔 =
𝜕𝜔

𝜕𝑘
  1.18 
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 و سخعة مجسؾعة 𝑣𝑝تشتقل السؾجة طؾليا عبخ الدمدمة الخظية بدخعة طؾر  . 𝑘 تغيخات التخدد مع شعاع السؾجة 3 نؾضح في الذكل
𝑣𝑔 .  عشجما يكؾن𝑘 أقل بكثيخ مؽ 𝜋

𝑎
( 𝑘 =

2𝜋

𝜆
≪

𝜋

𝑎
 𝜔يتغيخ التخدد  , 𝑎 أكبخ بكثيخ مؽ الفاصمة الحرية λأي أن طؾل السؾجة  (

 : 𝑘خظيا مع شعاع السؾجة 

 𝑠𝑖𝑛  
𝑘𝑎

2
  ≈

𝑎

2
∙  𝑘 ⇒ 𝜔 = 𝑎 

𝐾

𝑀
∙  𝑘  1.19 

 

  تغيخات مشحشى التبجد في مشظقة بخيمؾان الأولى-:3-الذكل

في السجال الخظي تتداوى سخعة . السشتذخة في وسط مدتسخ (مثل الأمؾاج الرؾتية)و ىحا ىؾ الدمؾك الإعتيادي لتخدد الأمؾاج السخنة 
: الظؾر مع سخعة السجسؾعة و كمييسا مدتقل عؽ التخدد

𝑣𝑝 = 𝑣𝑔 =
𝜕𝜔

𝜕𝑘
=

𝜔

𝑘
= 𝑎 

𝐾

𝑀
  1.20 

. مؽ خرائص الأمؾاج السشتذخة في وسط متقظع أن التشاسب الخظي لا يجوم مؽ أجل أطؾال السؾجة القريخة السقاربة لمفاصمة الحرية
 و يربح مشحشى التبجد مدظحا بالقخب مؽ حجود مشظقة بخيمؾان λ  أي تشقص 𝑘يتشاقص التخدد عؽ التغيخات الخظية عشجما يدداد 

𝜔��)الأولى بسعشى أخخ تشعجم سخعة السجسؾعة 

𝜕𝑘
= 𝑘لسا  (0 =

𝜋

𝑎
𝑘مدتقخة عشج ) مسا يعشي أن السؾجة لا تشتذخ  =

𝜋

𝑎
و نفدخ ذلػ  (

.  بؾجؾد ذرات متتابعة و تيتد عمى تعاكذ

 

 . تعاكذ إىتداز الحرات الستتابعة-:4-الذكل

 

:  الأنساط الطبيعية لإهتزاز شبكة خطية بقاعدة ثشائية الذرة 3.1

مثمسا ىي الحال في البمؾرات , تكؾن علاقات التبجد نؾعيا مختمفة بالشدبة لمبمؾرات التي تحتؾي خميتيا الأولية عمى ذرتيؽ أو أكثخ
أو بمؾرات الساس و الجخمشيؾم أيؽ تحتؾي القاعجة عمى ذرتيؽ ,  أيؽ تحتؾي القاعجة عمى ذرتيؽ مختمفتيؽ 𝑁𝑎𝐶𝑙الأيؾنية مثل 

 k

            

0 k
a



a



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لجراسة ىحه الحالة نفخض فيسا يمي شبكة بخافي أحادية البعج بقاعجة مكؾنة مؽ ذرتيؽ متساثمتيؽ في الخمية الأولية بالؾضع . متساثمتيؽ
𝑛𝑎 و 𝑛𝑎الإتداني  + 𝑑 حيث 𝑑 ≤

𝑎

2
𝑎 أو 𝑑القؾة بيؽ الأيؾنيؽ الستجاوريؽ متعمقة بالسدافة بيشيسا  .  − 𝑑 . 

 

 
 . شبكة خظية بقاعجة مكؾنة مؽ ذرتيؽ متساثمتي الكتمة-:5-الذكل

لمتبديط نفخض أن التفاعل السعتبخ ىؾ مع الجؾار الأقخب و أن ثؾابت السخونة بيؽ ذرتي القاعجة الؾاحجة و بيؽ قاعجتيؽ متجاورتيؽ ىسا 
:  تأخح الظاقة الكامشة التؾافقية العبارة التالية𝑛𝑎في السؾضع  . 𝐺 و 𝐾عمى التؾالي 

𝑈ℎ𝑎𝑟𝑚  𝑛𝑎 =
𝐺

2
 𝑢1 𝑛𝑎 − 𝑢2 (𝑛 − 1)𝑎  

2
+

𝐾

2
 𝑢1 𝑛𝑎 − 𝑢2 𝑛𝑎  

2
+

𝐺

2
 𝑢2 𝑛𝑎 − 𝑢1 (𝑛 + 1)𝑎  

2 
 1.21 

𝑎بسا أن  − 𝑑 > 𝑑 فإن معامل السخونة 𝐾 > 𝐺  . 

  عمى التؾالي 𝑢2 𝑛𝑎 و  𝑢1 𝑛𝑎تكتب معادلتي الحخكة للأيؾنيؽ 

:  كسا يمي

𝑀𝑢 1 𝑛𝑎 = −
𝜕𝑈ℎ𝑎𝑟𝑚

𝜕𝑢1 𝑛𝑎  
= −𝐾 𝑢1 𝑛𝑎 − 𝑢2 𝑛𝑎  − 𝐺 𝑢1 𝑛𝑎 − 𝑢2 (𝑛 − 1)𝑎    1.22.a 

𝑀𝑢 2 𝑛𝑎 = −
𝜕𝑈ℎ𝑎𝑟𝑚

𝜕𝑢2 𝑛𝑎  
= −𝐾 𝑢2 𝑛𝑎 − 𝑢1 𝑛𝑎  − 𝐺 𝑢2 𝑛𝑎 − 𝑢1 (𝑛 + 1)𝑎    1.22.b 

:  نبحث مؽ ججيج عؽ حمؾل مؽ الذكل 

𝑢1 𝑛𝑎 = 𝜖1𝑒𝑥𝑝𝑖 𝑘𝑛𝑎 − 𝜔𝑡 ; 𝑢2 𝑛𝑎 = 𝜖2𝑒𝑥𝑝𝑖 𝑘𝑛𝑎 − 𝜔𝑡   1.23 

𝜖حيث تسثل 
1

; 𝜖
2

قيسة  𝑁كسا ىي الحال لمذبكة الخظية فإن الذخوو الحجودية الجورية تعظي .  في القاعجةيؽيؾن للألإىتداز ا سعتي 
𝑘 السعظاة بالعلاقة الدابقة 𝑘مختمفة لـ  =

2𝜋𝑚

𝑁𝑎
 .بشفذ عجد الخلايا الأساسية 

: فإنشا نحرل عمى جسمة معادلتيؽ مؽ الذكل,  في معادلتي الحخكة 1.23إذا عؾضشا بالحميؽ 

 

 1

 1
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 𝑀𝜔2 −  𝐾 + 𝐺  𝜖1 +  𝐾 + 𝐺𝑒𝑥𝑝 −𝑖𝑘𝑎  𝜖2 = 0  1.24.a 

 𝐾 + 𝐺𝑒𝑥𝑝 𝑖𝑘𝑎  𝜖1 +  𝑀𝜔2 −  𝐾 + 𝐺  𝜖2 = 0  1.24.b 

𝜖يكؾن ليحه الجسمة حل إذا انعجم محجد السعاملات 
1

; 𝜖
2

  : 

 𝑀𝜔2 −  𝐾 + 𝐺  2 =  𝐾 + 𝐺𝑒𝑥𝑝 −𝑖𝑘𝑎  ∙  𝐾 + 𝐺𝑒𝑥𝑝 𝑖𝑘𝑎  =  𝐾 + 𝐺 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑎 − 𝑖𝐺 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝑘𝑎  ∙

 𝐾 + 𝐺 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑎 + 𝑖𝐺 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝑘𝑎  =  𝐾 + 𝐺 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑎  
2

+ 𝐺2𝑠𝑖𝑛2 𝑘𝑎 = 𝐾2 + 𝐺2 + 2𝐾𝐺 ∙

𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑎 =  𝐾 + 𝐺𝑒𝑥𝑝𝑖 𝑘𝑎  2   1.25 

 𝑀𝜔2 −  𝐾 + 𝐺  = ± 𝐾 + 𝐺𝑒𝑥𝑝𝑖 𝑘𝑎  = ± 𝐾2 + 𝐺2 + 2𝐾𝐺 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑎  

𝜔2 =
 𝐾 + 𝐺 

𝑀
±

1

𝑀
 𝐾2 + 𝐺2 + 2𝐾𝐺 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑎  

𝜔1 𝑘 =  
 𝐾+𝐺 

𝑀
+

1

𝑀
 𝐾2 + 𝐺2 + 2𝐾𝐺 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑎  

1
2   1.26.a 

𝜔2 𝑘 =  
 𝐾+𝐺 

𝑀
−

1

𝑀
 𝐾2 + 𝐺2 + 2𝐾𝐺 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑎  

1
2 

  1.26.b 

 .  يسكؽ إستشتاج كحلػ الشدبة بيؽ سعتي الإىتداز لكل أيؾن داخل القاعجةa.1.24بالعؾدة لمسعادلة 

 𝐾 + 𝐺𝑒𝑥𝑝 𝑖𝑘𝑎  𝜖1 +  𝑀𝜔2 −  𝐾 + 𝐺  𝜖2 = 0;  𝑀𝜔2 −  𝐾 + 𝐺  = ± 𝐾 + 𝐺𝑒𝑥𝑝𝑖 𝑘𝑎   

 𝐾 + 𝐺𝑒𝑥𝑝 𝑖𝑘𝑎  𝜖1 ±  𝐾 + 𝐺𝑒𝑥𝑝𝑖 𝑘𝑎  𝜖2 = 0  
𝜖2

𝜖1
=

− 𝐾+𝐺𝑒𝑥𝑝  𝑖𝑘𝑎   

± 𝐾+𝐺𝑒𝑥𝑝𝑖  𝑘𝑎   
;  𝜔1 − , 𝜔2 +    1.27 

.  نسط طبيعي للإىتداز2𝑁 يعظيان في الأخيخ   𝜔1 𝑘  𝜔2 𝑘 يؾجج حميؽ 𝑘 قيسة لـ 𝑁إذن مؽ أجل كل قيسة مؽ الـ 

 فيكؾن  𝜔1 𝑘 تكؾن الشدبة بيؽ سعتي الإىتداز مؾجبة أي أن الإىتداز عمى تؾافق أما بالشدبة لـ  𝜔2 𝑘بالشدبة لشسط الإىتداز 
 بفخعي مشحشى  𝜔1 𝑘   𝜔2 𝑘يدسى السشحشيان .  نسط إىتداز2𝑁وجؾد أيؾنيؽ في الخمية الأولية يعظي . الإىتداز عمى تعاكذ

 . -6-التبجد و نؾضحيسا في الذكل
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 . تسثيل فخعي مشحشى التبجد-:6-الذكل

 مؽ أجل 𝑘 و يتغيخ خظيا مع 0يشعجم التخدد عشج .  لو شكل مذابو لسشحشى التبجد لمذبكة الخظية أحادية الحرة 𝜔2 𝑘  الفخع الدفمي
 acoustiqueبالفرع الرهتي يدسى ىحا الفخع . و يربح السشحشي مدظحا عشج حجود مشظقة بخيمؾان الأولى. أطؾال السؾجة الظؾيمة

𝑣لأن علاقة التبجد مؽ الذكل  ∙ 𝑘كحلػ عشج تظبيق إثارة . و ىحه الخاصية تسيد الأمؾاج الرؾتية مؽ أجل أطؾال السؾجة الظؾيمة
(. 1.27العلاقة )صؾتية فإن اىتداز الحرات يكؾن عمى تؾافق و ىؾ ما يحجث أيزا بالشدبة لمفخع الرؾتي 

  يبجأ مؽ القيسة  𝜔1 𝑘الفخع العمؾي 
2 𝐾+𝐺 

𝑀
  حتى يرل إلى القيسة 𝑘 و يتشاقص مع زيادة 

2𝐾

𝑀
.  عشج حجود مشظقة بخيمؾان الأولى

 لأن تخدداتو أعمى مؽ الفخع الرؾتي و كحلػ بيشت التجخبة أنو حيؽ نعخض بمؾرة أيؾنية optiqueبالفرع الزهئي يدسى ىحا الفخع 
، يؤثخ حقميا الكيخبائي عمى الأيؾنيؽ فييتدان (ضؾئية)إلى مؾجة كيخومغشاطيدية  (القاعجة تحتؾي عمى أيؾنيؽ بذحشتيؽ متزادتيؽ)

 .  لمفخع العمؾي نلاحغو بالشدبةو ىؾ ما . عمى تعاكذ

يسكؽ تحجيج الفخق بيؽ الشسط الرؾتي و الزؾئي بذكل أفزل  .يفرل بيؽ الفخع الرؾتي و الفخع الزؾئي نظاق مسشؾع لمتخددات
: بجراسة الحالات الخاصة

𝒌 . أ ≪
𝝅

𝒂
 :حهل مركز مشطقة بريمهان الأولى 

𝑐𝑜𝑠𝑘𝑎نقخب  ≈ 1 −
 𝑘𝑎  2

2
: الفخع الرؾتي يكؾن لجيشا:  و مشو مؽ أجل 

𝜔2 𝑘 =  
 𝐾+𝐺 

𝑀
−

1

𝑀
 𝐾2 + 𝐺2 + 2𝐾𝐺 − 𝐾𝐺 𝑘𝑎 2 

1
2 

=  
 𝐾+𝐺 

𝑀
−

1

𝑀
  𝐾 + 𝐺 2 − 𝐾𝐺 𝑘𝑎 2 

1
2 

=

 
 𝐾+𝐺 

𝑀
−

 𝐾+𝐺 

𝑀
 1 −

𝐾𝐺 𝑘𝑎  2

 𝐾+𝐺 2  

1
2 

≈  
 𝐾+𝐺 

𝑀
−

 𝐾+𝐺 

𝑀
 1 −

1

2

𝐾𝐺 𝑘𝑎  2

 𝐾+𝐺 2   
1

2 

≈  
 𝐾+𝐺 

𝑀
 

1

2

𝐾𝐺 𝑘𝑎  2

 𝐾+𝐺 2   
1

2 

≈

  
𝐾𝐺

2𝑀 𝐾+𝐺 
  

1
2 

𝑘𝑎   1.28.a 

:  و مؽ أجل الفخع الزؾئي

𝜔1 𝑘 =  
 𝐾+𝐺 

𝑀
+

1

𝑀
 𝐾2 + 𝐺2 + 2𝐾𝐺 − 𝐾𝐺 𝑘𝑎 2 

1
2 

=  
 𝐾+𝐺 

𝑀
+

1

𝑀
  𝐾 + 𝐺 2 − 𝐾𝐺 𝑘𝑎 2 

1
2 

=

 
 𝐾+𝐺 

𝑀
+

 𝐾+𝐺 

𝑀
 1 −

𝐾𝐺 𝑘𝑎  2

 𝐾+𝐺 2  

1
2 

≈  
 𝐾+𝐺 

𝑀
+

 𝐾+𝐺 

𝑀
 1 −

1

2

𝐾𝐺 𝑘𝑎  2

 𝐾+𝐺 2   
1

2 

≈  
2 𝐾+𝐺 

𝑀
−

1

2𝑀

𝐾𝐺 𝑘𝑎  2

 𝐾+𝐺 
 

1
2 

≈

 
2 𝐾+𝐺 

𝑀
 

1
2 

 1 −
1

8

𝐾𝐺 𝑘𝑎  2

 𝐾+𝐺 2
 ≈  

2 𝐾+𝐺 

𝑀
 

1
2 

− 𝑂 𝑘𝑎 2  1.28.b 

𝑘عشجما  = 𝜖2 فإن 0

𝜖1
=

− 𝐾+𝐺𝑒𝑥𝑝  𝑖𝑘𝑎   

± 𝐾+𝐺𝑒𝑥𝑝𝑖  𝑘𝑎   
= خاصة بالفخع الرؾتي و ترف الحخكة التي يكؾن فييا الأيؾنيؽ ()الإشارة   . ±1

نؾضح في . ترف تعاكذ الأيؾنيؽ في الخمية الأولية و ىي خاصة بالفخع الزؾئي ()في حيؽ أن الإشارة . عمى تؾافق في الإىتداز 
.   التالي نسظي الإىتداز لكل مؽ الفخع الرؾتي و الزؾئي عمى التؾالي-7-الذكل
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 أ.ب. الشسط الرؾتي و الزؾئي عشجما يكؾن شعاع السؾجة في مخكد م-:7-الذكل

𝒌 . ب =
𝝅

𝒂
 :عشد حد مشطقة بريمهان الأولى 

: الفخع الرؾتي

𝜔2 𝑘 =  
2𝐺

𝑀
 

1
2 

; 𝜖1 = 𝜖2  1.29.a 

 

: الفخع الزؾئي

𝜔1 𝑘 =  
2𝐾

𝑀
 

1
2 

; 𝜖1 = −𝜖2  1.29.b 

𝑘عشجما يكؾن  =
𝜋

𝑎
 فإن ىحا يعشي أنشا في حجود مشظقة بخيمؾان أيؽ تتدظح مشحشيات التبجد و بالتالي إنعجام سخعة السجسؾعة أي أن 

بيؽ إىتداز ° 180أي أن ىشاك فخق طؾر . نتيجة تعاكذ الإىتداز بيؽ القاعجة و القاعجة التي تمييا (مدتقخة)الأمؾاج تكؾن غيخ مشتذخة 
: قاعجتيؽ متجاورتيؽ و مشو 

𝜖1: بالشدبة لمفخع الرؾتي = 𝜖2بالشدبة لمفخع  أما  فالأيؾنيؽ في الخمية الأولية ييتدان عمى تؾافق أما القاعجتيؽ فيسا عمى تعاكذ
𝜖1: الزؾئي = −𝜖2 كسا ىؾ ،  الأيؾنيؽ في الخمية الأولية ييتدان عمى تعاكذ إضافة إلى تعاكذ إىتداز القاعجتيؽ الستجاورتيؽ

.  -8-مؾضح بالذكل

 

 أ.ب. الشسط الرؾتي و الزؾئي عشجما يكؾن شعاع السؾجة عشج حج م-:8-الذكل

𝑲 . ت = 𝑮:  

.  و بالتالي يختفي الفخع الزؾئي𝑎/2عشج تساثل معاملات السخونة فإن الذبكة تتحؾل الى شبكة خظية أحادية الحرة بثابت شبكة 

 

نمط صوتي

نمط ضوئي

نمط صوتي

نمط ضوئي
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𝑲 . ث ≫ 𝑮:  

:  بالشدبة لمفخع الزؾئي

𝜔1 𝑘 =  
2𝐾

𝑀
∙  1 + 𝑂 𝐺 𝐾   ; 𝜖1 ≈ −𝜖2  1.30.a 

:  بالشدبة لمفخع الرؾتي

𝜔2 𝑘 =  
2𝐺

𝑀
∙  𝑠𝑖𝑛

𝑘𝑎

2
 ∙  1 + 𝑂 𝐺 𝐾   ; 𝜖1 ≈ 𝜖2  1.30.b 

 𝐾 مداو إلى اىتداز جديئة واحجة مكؾنة مؽ أيؾنيؽ و يختبظان بشابض معامل مخونتو 𝑘لمشسط الزؾئي في ىحه الحالة تخدد مدتقل عؽ 
. مثل أىتداز الجديئات الحي يتؼ بذكل مدتقل مؽ جديئة لأخخى . 

 .  2𝑀أما الفخع الرؾتي فيسثل إىتداز شبكة خظية كتمة خميتيا الأولية 

في حالة الشسط الرؾتي يكؾن إىتداز الأيؾنات في الخمية الأولية عمى تؾافق وديشاميكا اىتداز الذبكة تحجد بالتفاعلات بيؽ : كخلاصة 
كل الخلايا أما في حالة الشسط الزؾئي فالأيؾنات في الخمية الأولية تيتد عمى تعاكذ و تخدد الإىتدازات يتؾسع إلى عرابة مؽ 

.  التخددات بفزل التفاعلات بيؽ الخلايا

 

:  الأنساط الطبيعية لإهتزاز شبكة ثلاثية البعد بقاعدة أحادية الذرة4.1

: في الحالة العامة لذبكة ثلاثية البعج بقاعجة أحادية الحرة تأخح الظاقة الكامشة التؾافقية الذكل السرفؾفي التالي

𝑈ℎ𝑎𝑟𝑚 =
1

2
 𝒰 𝑅 ∙ 𝒟 𝑅 − 𝑅  ∙ 𝒰 𝑅  𝑅,𝑅   1.31 

𝒟 𝑅لجراسة أنساو الإىتداز لمبمؾر مؽ السفيج إستغلال بعض التشاعخات العامة التي تحققيا السرفؾفة  − 𝑅   بغض الشغخ عؽ شكل 
.  قؾى التفاعل بيؽ الأيؾنات

𝒟𝜇يشبثق ىحا التشاعخ مؽ التعخيف العام لعشاصخ مرفؾفة السخونة : (1)التشاظر  ,𝜐 𝑅 − 𝑅   بسا أنيا تسثل السذتقة الثانية لظاقة 
: التفاعل بيؽ الحرات

𝒟𝜇 ,𝜈 𝑅 − 𝑅  =
𝜕2𝑈

𝜕𝑢𝜇  𝑅 𝜕𝑢𝜈  𝑅  
=

𝜕2𝑈

𝜕𝑢𝜈  𝑅  𝜕𝑢𝜇  𝑅 
= 𝒟𝜈,𝜇 𝑅 − 𝑅   

𝒟𝜇 ,𝜈 𝑅 − 𝑅  = 𝒟𝜈,𝜇 𝑅 − 𝑅 , 𝜇, 𝜐 = 𝑥, 𝑦, 𝑧  1.32 

. و يشتج مؽ التشاعخ الإندحابي لذبكات بخافي : (2)التشاظر 

𝒟𝜇 ,𝜈 𝑅 − 𝑅  = 𝒟𝜇 ,𝜈 𝑅 − 𝑅 , 𝜇, 𝜐 = 𝑥, 𝑦, 𝑧  1.33 
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= 𝒟 𝑅أو  𝒟 −𝑅   

( : 1)و مؽ التشاعخ 

𝒟𝜇 ,𝜈 𝑅 − 𝑅  = 𝒟𝜈,𝜇 𝑅 − 𝑅 = 𝒟𝜈,𝜇 𝑅 − 𝑅    1.34 

 .   𝑢 −𝑅 و الإندياح 𝑅− مساثمة لييئة الأيؾن ذو السؾضع الإتداني  𝑢 𝑅 و الإندياح 𝑅إذن ىيئة الأيؾن ذو السؾضع الإتداني 

:  (3)التشاظر 

 بالشدبة لؾضع الإتدان فكل البمؾر سيشداح دون حجوث أي تغيخات بجاخمو و بالتالي 𝑑إذا أعظيشا لكل أيؾن في الذبكة نفذ الإندياح 
إذن لا وجؾد لتغيخات في الظاقة الجاخمية عشج امتلاك كل الأيؾنات نفذ . فالظاقة الكامشة التؾافقية تسمػ نفذ القيسة قبل حجوث الإندياح

(:  3)الأندياح و مشو فسذتقات الظاقة بالشدبة للإزاحات معجومة و يشتج عؽ ذلػ التشاعخ 

0 =  𝑑𝜇 ∙ 𝒟𝜇 ,𝜈 𝑅 − 𝑅  𝑑𝜈𝑅,𝑅 ⇒  𝒟𝜇 ,𝜈 𝑅 𝑅 = 0 1.35 

معادلة لكل مخكبة مؽ السخكبات الثلاث للإندياح ) معادلة لمحخكة 3𝑁يتعمق الأمخ بحل . نعؾد الآن لحل معادلة الحخكة للأيؾن السيتد
𝑢𝜇  𝑅  ) :

𝑀 ∙ 𝑢𝜇  𝑅 = −
𝜕𝑈ℎ𝑎𝑟𝑚

𝜕𝑢𝜇  𝑅 
= −  𝒟𝜇 ,𝜈 𝑅 − 𝑅  𝑢𝜈 𝑅  𝑅 ,𝜈   1.36 

𝑀    : أو بالذكل السرفؾفي  ∙ 𝑢  𝑅 = −  𝒟 𝑅 − 𝑅  𝑅 𝑢 𝑅   

 :كسا ىي الحال في الحالات أحادية البعج نبحث عؽ حمؾل مؽ شكل أمؾاج بديظة مدتؾية

𝑢 𝑅, 𝑡 = 𝐴𝑒𝑥𝑝𝑖 𝑘𝑅 − 𝜔𝑡  1.37 

نؾاصل في إستخجام الذخوو .  شعاع بثلاث مخكبات لدعة الإىتداز و يظمق عميو إسؼ شعاع إستقظاب الشسط الظبيعيAحيث 
𝑢 𝑅الحجودية الجورية  + 𝑁𝑖𝑎𝑖 = 𝑢 𝑅  حيث  𝑖 = 𝑁 و 1,2,3 = 𝑁1𝑁2𝑁3القيؼ السدسؾحة لـ .  ىؾ عجد الخلايا الأساسية𝑘 
:  تكؾن مؽ الذكل

𝑒𝑥𝑝𝑖𝑘  𝑁𝑖𝑎 𝑖 = 1 1.38 

 :  بجلالة الأشعة الأساسية لمذبكة العكؾسة كسا يمي𝑘يكتب الذعاع السؾجي 

𝑘  = 𝑘𝑥𝑏1
    + 𝑘𝑦𝑏  2 + 𝑘𝑧𝑏  3  1.39 

 :حيث يحقق الججاء الدمسي بيؽ الأشعة الأساسية لمذبكة الحقيقية و الذبكة العكؾسة العلاقة 

𝑎 𝑖 ∙ 𝑏  𝑗 = 2𝜋, 𝑖 = 𝑗; 𝑎 𝑖 ∙ 𝑏  𝑗 = 0, 𝑖 ≠ 𝑗  1.40 
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𝑘  𝑁𝑖𝑎 𝑖  : ومشو  = 2𝜋𝑘𝜇𝑁𝑖 ; 𝜇 = 𝑥, 𝑦, 𝑧 ; 𝑖 = 1,2,3 

𝑒𝑥𝑝𝑖𝑘  𝑁𝑖𝑎 𝑖 = 𝑒𝑥𝑝𝑖2𝜋𝑘𝜇𝑁𝑖 = 𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘𝜇𝑁𝑖 = 1 

𝑘𝜇𝑁𝑖 = 𝑛𝑖 ⇒ 𝑘𝑥 =
𝑛1

𝑁1
, 𝑘𝑦 =

𝑛2

𝑁2
, 𝑘𝑧 =

𝑛3

𝑁3
   

: و مشو حدب الذخوو الحجودية الجورية تكتب القيؼ السدسؾحة لذعاع السؾجة كسا يمي

𝑘  =
𝑛1

𝑁1
𝑏  1 +

𝑛2

𝑁2
𝑏  2 +

𝑛3

𝑁3
𝑏  3 1.41 

𝑏  1 تكؾن محتؾاة في الحجؼ 𝑘و بالتالي فقيسة مدسؾحة واحجة لـ 

𝑁1
∙  

𝑏  2

𝑁2
∧

𝑏  3

𝑁3
𝑏  1و بسا أن .   ∙  𝑏  2 ∧ 𝑏  3   . تسثل حجؼ الخمية

 مشظقة بخيمؾان  إصظلاحا مؾجؾدة في الخمية الأولية لمذبكة العكؾسة و ىي𝑘 السدسؾحة لـ 𝑁الاولية في الذبكة العكؾسة فكل القيؼ 
  .عدد القيم السدسهحة لذعاع السهجة بشفس عدد الخلايا الأساسية د.ح.من ش. الأولى 

: إذن بتعؾيض شكل الحل في معادلة الحخكة نجج

−𝜔2 ∙ 𝑀 ∙ 𝐴𝑒𝑥𝑝𝑖𝑘𝑅 = −  𝒟 𝑅 − 𝑅  𝑅 𝐴𝑒𝑥𝑝𝑖𝑘𝑅    

𝜔2 ∙ 𝑀 ∙ 𝐴 =   𝒟 𝑅 − 𝑅  𝑅 𝑒𝑥𝑝𝑖𝑘 𝑅 − 𝑅  𝐴  

′′𝑅بؾضع  = 𝑅 − 𝑅′  : 

𝜔2 ∙ 𝑀 ∙ 𝐴 =   𝒟 𝑅′′ 𝑅′′ 𝑒𝑥𝑝𝑖𝑘 −𝑅′′  𝐴  

 :  𝑅 بـ ′′𝑅 يؤدي إلى نفذ الشتيجة و مشو يسكؽ إستبجال ′′𝑅 أو 𝑅الجسع عمى 

𝜔2 ∙ 𝑀 ∙ 𝐴 =   𝒟 𝑅 𝑅 𝑒𝑥𝑝𝑖𝑘 −𝑅  𝐴  

𝜔2 ∙ 𝑀 ∙ 𝐴 = 𝒟 𝑘 ∙ 𝐴; 𝒟 𝑘 =   𝒟 𝑅 𝑅 𝑒𝑥𝑝𝑖𝑘 −𝑅   1.42 

 ىشاك ثلاث أنساو إىتداز و عجد 𝑘و بالتالي لقيسة واحجة لـ . العلاقة الأخيخة تسثل جسمة ثلاث معادلات لسخكبات شعاع الإستقظاب
يسكؽ  (3)و التشاعخ  (2)مؽ التشاعخ  .  𝒟 𝑅لجراسة ىحه الحمؾل ندتفيج مؽ التشاعخات الدابقة لـ  .3𝑁أنساو الإىتداز الإجسالي ىؾ 

:   بالذكل 𝒟 𝑘كتابة 

𝒟 𝑘 =  𝒟 𝑅 exp⁡(−𝑖𝑘𝑅)𝑅 =
1

2
  𝒟 𝑅 exp⁡(−𝑖𝑘𝑅)𝑅 +  𝒟 −𝑅 exp⁡(𝑖𝑘𝑅)−𝑅    

= 𝒟 𝑅و بسا أن  𝒟 −𝑅  و  𝒟 𝑅 = 0𝑅 : 

𝒟 𝑘 =
1

2
  𝒟 𝑅  exp −𝑖𝑘𝑅 + exp⁡(𝑖𝑘𝑅) 𝑅  −

1

2
 2 ∙ 𝒟 𝑅 𝑅   

𝒟 𝑘 =
1

2
  𝒟 𝑅  2 𝑐𝑜𝑠𝑘𝑅 − 2 𝑅  =  𝒟 𝑅   𝑐𝑜𝑠𝑘𝑅 − 1 𝑅   

𝒟 𝑘 = −2  𝒟 𝑅 sin2 𝑘𝑅

2𝑅   1.43 
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𝒟 𝑘 في الجبخ الخظي أي مرفؾفة ثلاثية حقيقية متشاعخة تسمػ ثلاث أشعة ذاتية .  عبارة عؽ مرفؾفة حقيقية متشاعخة و زوجية
,𝐴1 ثلاث أشعة ذاتية 1.43حقيقية و مشو لمسعادلة  𝐴2 , 𝐴3تحقق العلاقة    :

𝒟 𝑘 ∙ 𝐴𝑠 𝑘 = 𝜆𝑠 𝑘 ∙ 𝐴𝑠 𝑘   1.44 

و بالتالي فالأنساو  .  𝒟 𝑘لمسرفؾفة  (متعمقة بسعاملات السخونة وشعاع السؾجة) القيؼ الحاتية  𝜆𝑠 𝑘 يسثل رقؼ الفخع و sحيث 
𝜔 و تخددات  𝐴𝑠 𝑘 ليا أشعة إستقظاب   𝑘الظبيعية الثلاث لذعاع السؾجة 

𝑠
 𝑘 معظاة بـ  :

𝜔𝑠 𝑘 =  
𝜆𝑠 𝑘 

𝑀
  1.45 

𝑠𝑖𝑛2:  الرغيخة نلاحظ كسا ىي الحال في الذبكة أحادية البعج𝑘لقيؼ  𝑘

2
≈

1

4
 𝑘𝑅 2 ومشو تربح 𝒟 𝑘 كسا يمي  :

𝒟 𝑘 = −
1

2
 𝒟 𝑅  𝑘𝑅 2

𝑅 = −
𝑘2

2
  𝑘 𝑅 

2
𝒟 𝑅 𝑅 ; 𝑘 =

𝑘  

𝑘
  1.46 

𝜔𝑠
2 𝑘 ∙ 𝑀 ∙ 𝐴 = −

𝑘2

2
  𝑘 𝑅 

2
𝒟 𝑅 

𝑅

∙ 𝐴   

⇒ 𝜔𝑠 𝑘 = 𝐶𝑠 𝑘  ∙ 𝑘; 𝐶𝑠 𝑘  =  𝐸𝑖𝑔𝑒𝑛𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒𝑠 (−
1

2𝑀
  𝑘 𝑅 

2
𝒟 𝑅 )𝑅   1.47 

: بالشدبة لبمؾرة ثلاثية الأبعاد و ذات قاعجة مؽ ذرتيؽ متساثمتيؽ يجب إضافة الفخوع الزؾئية فشحرل عمى الذكل التالي

 

 . الفخوع الرؾتية و الزؾئية لذبكة ثلاثية البعج بقاعجة ثشائية الحرة-:9-الذكل

3 و باقي الفخوع 3 ذرة، فإن عجد الفخوع الرؾتية دوما pو في الحالة العامة لذبكة ثلاثية البعج بقاعجة مكؾنة مؽ  3p  يسثل 
.  الفخوع الزؾئية

عجد الفخوع الرؾتية دوما مظابق لبعج . و كقاعجة عامة العجد الإجسالي لكل الفخوع يداوي بعج الذبكة ججاء عجد الحرات في القاعجة
 .الذبكة و باقي الفخوع ضؾئية

       
       

       
       

0



k

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 شبكة مكعبة بديطة : مثال

,𝑖 )تكتب عبارة الظاقة الكامشة التؾافقية لمذبكة السكعبة البديظة بإعتبار الجؾار الأول في السؾضع  𝑗, 𝑘)  كسا يمي: 

𝑈ℎ𝑎𝑟𝑚  𝑖, 𝑗, 𝑘 =
1

2
𝛽 𝑢𝑖,𝑗 ,𝑘 − 𝑢𝑖−1,𝑗 ,𝑘 

2
+

1

2
𝛽 𝑢𝑖,𝑗 ,𝑘 −

𝑢𝑖+1,𝑗,𝑘2+12𝛽𝑢𝑖,𝑗,𝑘−𝑢𝑖,𝑗−1,𝑘2+12𝛽𝑢𝑖,𝑗,𝑘−𝑢𝑖,𝑗+1,𝑘2+12𝛽

 𝑢𝑖,𝑗 ,𝑘 − 𝑢𝑖,𝑗 ,𝑘−1 
2

+
1

2
𝛽 𝑢𝑖,𝑗 ,𝑘 − 𝑢𝑖,𝑗 ,𝑘+1 

2  

 :و عميو تكؾن معادلة الحخكة للأيؾن السيتد كسا يمي 

𝑚𝑢 𝑖,𝑗 ,𝑘 = −
𝜕𝑈ℎ𝑎𝑟𝑚

𝜕𝑢 𝑖,𝑗 ,𝑘
= − 𝛽 𝑢𝑖,𝑗 ,𝑘 − 𝑢𝑖−1,𝑗 ,𝑘 + 𝛽 𝑢𝑖,𝑗 ,𝑘 −

𝑢𝑖+1,𝑗,𝑘+𝛽𝑢𝑖,𝑗,𝑘−𝑢𝑖,𝑗−1,𝑘+𝛽𝑢𝑖,𝑗,𝑘−𝑢𝑖,𝑗+1,𝑘+𝛽𝑢𝑖,𝑗,𝑘−𝑢𝑖,𝑗,𝑘

−1+𝛽𝑢𝑖,𝑗,𝑘−𝑢𝑖,𝑗,𝑘+1=𝛽6𝑢𝑖,𝑗,𝑘−𝑢𝑖−1,𝑗,𝑘−𝑢𝑖+1,𝑗,𝑘−𝑢𝑖,𝑗−1,

𝑘−𝑢𝑖,𝑗+1,𝑘−𝑢𝑖,𝑗,𝑘−1−𝑢𝑖,𝑗,𝑘+1  

𝑢𝑖,𝑗: الحل مؽ الذكل  ,𝑘 = 𝐴𝑒𝑖 𝑖𝑘𝑥𝑎+𝑗𝑘𝑦 𝑎+𝑘𝑘𝑧𝑎−𝜔𝑡  :  و مشو ندتشج علاقة التبجد   

-𝑚𝜔2𝑢𝑖,𝑗 ,𝑘 = − 𝛽 2𝑢𝑖,𝑗 ,𝑘 − 𝑒−𝑖𝑘𝑥𝑎𝑢𝑖,𝑗 ,𝑘 − 𝑒𝑖𝑘𝑥𝑎𝑢𝑖,𝑗 ,𝑘 + 𝛽 2𝑢𝑖,𝑗 ,𝑘 − 𝑒−𝑖𝑘𝑦 𝑎𝑢𝑖,𝑗 ,𝑘 −

𝑒𝑖𝑘𝑦𝑎𝑢𝑖,𝑗,𝑘+𝛽2𝑢𝑖,𝑗,𝑘−𝑒−𝑖𝑘𝑧𝑎𝑢𝑖,𝑗,𝑘−𝑒𝑖𝑘𝑧𝑎𝑢𝑖,𝑗,𝑘  

𝜔 𝑘 = 2 
𝛽

𝑚
 𝑠𝑖𝑛2 𝑘𝑥𝑎

2
+ 𝑠𝑖𝑛2 𝑘𝑦 𝑎

2
+ 𝑠𝑖𝑛2 𝑘𝑧𝑎

2
 

1/2

  

 . لتسثيل مشحشيات التبجد ، نخسؼ مشظقة بخيمؾان الأولى لمذبكة السكعبة البديظة و نحجد الإتجاىات البمؾرية التي سشسثل مؽ أجميا علاقة التبجد

  : [100]علاقة التبجد وفق الإتجاه 

𝑘 = 𝑘𝑥 ;  𝑘𝑦 = 0; 𝑘𝑧 = 0  

𝜔100 𝑘 = 2 
𝛽

𝑚
 𝑠𝑖𝑛2 𝑘𝑎

2
 

1/2
= 2 

𝛽

𝑚
 𝑠𝑖𝑛

𝑘𝑎

2
   

  :[110]علاقة التبجد وفق الإتجاه 

𝑘𝑥 = 𝑘𝑦 =
𝑘

 2
;  𝑘𝑧 = 0  

𝜔110 𝑘 = 2 
2𝛽

𝑚
 𝑠𝑖𝑛2 𝑘𝑎

2 2
 

1/2
= 2 

2𝛽

𝑚
 𝑠𝑖𝑛

𝑘𝑎

2 2
   

  :[111]علاقة التبجد وفق الإتجاه 

𝑘𝑥 = 𝑘𝑦 = 𝑘𝑧 =
𝑘

 3
  

 

m 

ijku jkiu 1jkiu 1

kiju 1

kiju 1
1ijku

1ijku

 

a



a




a



a




a



a




 100

 111

 110

     

xk

zk

yk
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𝜔111 𝑘 = 2 
3𝛽

𝑚
 𝑠𝑖𝑛2 𝑘𝑎

2 3
 

1/2
= 2 

3𝛽

𝑚
 𝑠𝑖𝑛

𝑘𝑎

2 3
   

 

 .نؾضح في الذكل مشحشيات التبجد وفق الإتجاىات الثلاث

 

( : Dulong et Petit)قانهن –الدعة الحرارية لمبمهر الكلاسيكي  5.1

 في الظاقة 𝑘𝐵𝑇حدب الشغخية الكلاسيكية فإن مداىسة حخارة الؾسط . سبق و أن أشخنا أن إىتداز الذبكة ىؾ عاىخة نذظة حخاريا

𝑒بؾلتدمان، - تخزع للإحتسال الكلاسيكي لساكدؾيل  𝐸الكمية لأيؾن ميتد
−𝐸

𝑘𝐵𝑇 .الدعة الحخارية حدب الشغخية الكلاسيكة لتحجيج  ،
الظاقة الكمية لأيؾن ميتد تتكؾن مؽ  .يجب تحجيج الظاقة الكمية بجلالة درجة الحخارة كلاسيكيا و مؽ ثؼ إشتقاقيا بالشدبة لجرجة الحخارة

  : طاقة الإتدان، الظاقة الحخكية و الظاقة الكامشة

 𝐸 =
𝑃2

2𝑚
+ 𝑈𝑒𝑞 +

1

2
𝐾𝑢2  1.48 

: بؾلتدمان يعظى متؾسط الظاقة كسا يمي -و حدب الإحراء الكلاسيكي لساكدؾيل

 𝐸 =
 𝐸𝑒−𝛽𝐸 𝑑Γ

+∞
−∞

 𝑒−𝛽𝐸 𝑑Γ
+∞
−∞

= −
𝜕

𝜕𝛽
𝑙𝑛  𝑒−𝛽𝐸𝑑Γ

+∞

−∞
   1.49 

= −
𝜕

𝜕𝛽
𝑙𝑛 𝑍 ; 𝑍 =  𝑒−𝛽𝐸𝑑Γ

+∞

−∞
;  𝛽 =

1

𝑘𝐵𝑇
  1.50 

 :  بعبارتيا لحداب التكامل 𝐸نعؾض 

𝑍 =  𝑒−𝛽𝐸𝑑Γ
+∞

−∞
=  𝑒

−𝛽 
𝑃2

2𝑚
+𝑈𝑒𝑞 +

1

2
𝐾𝑢2 

𝑑𝑃𝑑𝑢
+∞

−∞
  

𝑍 = 𝑒−𝛽𝑈𝑒𝑞  𝑒
−𝛽 

𝑃2

2𝑚
 
𝑑𝑃

+∞

−∞
∙  𝑒

−𝛽 
1

2
𝐾𝑢2 

𝑑𝑢
+∞

−∞
= 𝑒−𝛽𝑈𝑒𝑞 ∙  

2𝑚𝜋

𝛽
 

1/2

∙  
2𝜋

𝛽𝐾
 

1/2

  

−𝑙𝑛 𝑍 = 𝛽𝑈𝑒𝑞 +
1

2
𝑙𝑛  

𝛽

2𝑚𝜋
 +

1

2
𝑙𝑛  

𝛽𝐾

2𝜋
   

 :ومشو متؾسط الظاقة الكمية

]111[]110[]100[0 0

 k
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  مفتاح.آف. 

 𝐸 = −
𝜕

𝜕𝛽
𝑙𝑛 𝑍 = 𝑈𝑒𝑞 +

1

2
∙

1

𝛽
+

1

2
∙

1

𝛽
= 𝑈𝑒𝑞 + 𝑘𝐵𝑇  1.51 

 : كثافة الظاقة الكمية لمبمؾر ككل وفق الإتجاىات الثلاث 

𝜀 = 𝑢𝑒𝑞 + 3𝑛𝑘𝐵𝑇   1.52 

 :الدعة الحخارية لمبمؾر بثبؾت الحجؼ ىي

 𝐶𝑣 =
𝜕𝜀

𝜕𝑇
= 3𝑛𝑘𝐵 1.53  

.   و ىي تبيؽ أن الدعة الحخارية لمبمؾر التؾافقي ثابتةDulong & Petitتدسى ىحه العلاقة بعلاقة 

 في الجرجات الحخارية 𝑇3تشعجم في الرفخ السظمق ، تتدايج تقخيبا كـ سعة الحخارية ال تبيؽ أن ( 10الذكل ) في حيؽ أن التجخبة
.  في الجرجات الحخارية العالية Dulong & Petitو أنيا تقتخب فقط مؽ قيسة السشخفزة 

 

 . تغيخات تجخيبية لمدعة الحخارية-:10-الذكل 

. إلى الشغخية الكسيةالشغخية الكلاسيكية لؼ تجج تفديخا لمدعة الحخارية في الجرجات السشخفزة و ىؾ مؽ بيؽ أسباب المجؾء 

 

 : كثافة أنساط الإهتزاز6.1

Bnk3

 KT 




K
J

C
v
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  مفتاح.آف. 

رأيشا سابقا حدب الذخوو الحجودية الجورية أن قيسة مدسؾحة لذعاع السؾجة للأمؾاج الظؾلية في شبكة خظية تكؾن ضسؽ مجال طؾلو 
2𝜋

𝐿
 تكؾن ضسؽ 𝑘بالشدبة لمحالة العامة لمذبكة ثلاثية البعج فإن القيسة السدسؾحة لـ .   و أن القيؼ السدسؾحة متقظعة و غيخ مدتسخة

2𝜋 3 الحجؼ 

𝑉
 .  

ستكؾن لجيشا معادلة مؽ  (أي مثبت)مؽ أجل تخدد معيؽ .  𝜔 𝑘نعمؼ أن علاقة التبجد تؾضح كيف يتغيخ التخدد بجلالة شعاع السؾجة، 
 : الذكل

𝜔 𝑘 = 𝑐𝑠𝑡  1.54  

𝑘𝑥 يسكؽ أن نعبخ عؽ شعاع السؾجة بجلالة مخكباتو  , 𝑘𝑦 , 𝑘𝑧 .  وبالتالي يسكؽ تسثيل السعادلة : 

𝜔 𝑘𝑥 , 𝑘𝑦 , 𝑘𝑧 = 𝑐𝑠𝑡  1.55  

بؾجؾد التشاعخ يسكؽ أن تذتخك مجسؾعة مؽ أشعة . سطح ثبهت الترددفي الفزاء العكدي لشتحرل عمى سظح ذو تشاعخ ما يدسى 
 -(11-شكل ). في نفذ قيسة التخدد (بسخكباتيا)السؾجة 

𝑘𝑥)سظح ثبؾت التخدد ما إلا ىؾ تسثيل ىشجسي لعلاقة التبجد مؽ أجل تخدد معيؽ في الفزاء العكدي  , 𝑘𝑦 , 𝑘𝑧) . عشجما يتغيخ التخدد
𝜔 فإنو يخسؼ سظحا آخخ 𝑑𝜔بالسقجار  + 𝑑𝜔 = 𝑐𝑠𝑡 . إتجاه تغيخ سظح ثبؾت التخدد ىؾ شعاع تجرج التخدد∇   kω ( 12-شكل .)- 

 الستقظعة التي تذتخك في نفذ قيسة التخدد اي تتؾاجج عمى نفذ الدظح تدسى بكثافة الحالات السدسؾحة لـ 𝑘 أو القيؼ 𝑘عجد الشقاو 
𝑘 ، 𝑔 𝑘  كثافة أنساط الإهتزاز، و تعبخ أيزا عمى. 

. و بالتالي ماذا نقرد بكثافة الأنساط ؟ هي عدد أنساط الإهتزاز التي تذترك في نفس التردد أي التي تتهاجد عمى سطح ثبهت التردد
  .𝑔 𝜔 𝑑𝜔 ىي 𝑑𝜔 و كثافة أنساو الإىتداز في السجال  𝑔 𝜔نخمد ليا بالخمد 

 

   𝑔 𝑘 سظح ثبؾت الظاقة و كثافة الحالات السدسؾحة -:11-الذكل 

 :  بإتباع القاعجة الثلاثية التالية 𝑘لتحجيج كثافة أنساو الإىتداز ، يجب أولا تحجيج كثافة القيؼ السدسؾحة لـ 

 kg               
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  مفتاح.آف. 

. قيسة لـذعاع السؾجة  1 →
 2𝜋 3

𝑉
 محتؾاة في الحجؼ 

×     𝑔 𝑘 كثافة الحالات في القذخة 𝑑𝑘 →  𝑑3𝑘االقذخة   (حجؼ القذخة) 

𝑔 𝑘 𝑑𝑘 =
𝑉

 2𝜋 3  𝑑3𝑘االقذخة   1.54 

 : 𝑔 𝜔و بالتالي تكؾن كثافة أنساو الإىتداز 

𝑔 𝜔 𝑑𝜔 = 𝑔 𝑘 𝑑𝑘 =
𝑉

 2𝜋 3  𝑑3𝑘االقذخة   1.55 

 :و بالتعؾيض بحجؼ القذخة نجج 

𝑔 𝜔 𝑑𝜔 =
𝑉

 2𝜋 3  𝑑𝑆𝜔 ∙ 𝑑𝑘⊥  1.56  

 : مؽ ناحية أخخى يسكؽ أن نعبخ عؽ تجرج التخدد بالسخكبة العسؾدية عمى سظح ثبؾت الظاقة لذعاع السؾجة 

𝑑𝜔 = ∇   𝑘𝜔 ∙ 𝑑𝑘  =  ∇𝑘𝜔 ∙ 𝑑𝑘⊥ ⇒ 𝑑𝑘⊥ =
𝑑𝜔

 ∇𝑘𝜔 
  1.57  

𝑔 𝜔 𝑑𝜔 =
𝑉

 2𝜋 3  𝑑𝑆𝜔 ∙
𝑑𝜔

 ∇𝑘𝜔 
⟹ 𝑔 𝜔 =

𝑉

 2𝜋 3  
𝑑𝑆𝜔

 ∇𝑘𝜔 
  1.58  

 

.تحجيج حجؼ القذخة التي تحتؾي عمى كثافة الأنساو: -12- الذكل  

 . تسثل عبارة كثافة أنساو الإىتداز في الحالة العامة1.58العلاقة الأخيخة 

، ومؽ ثؼ نحجد  𝑔 𝑘 كثافة أنساو الإىتداز لذبكة خظية بقاعجة أحادية الحرة، نقؾم أولا بتحجيج كثافة القيؼ السدسؾحة  لتحجيج:مثال 
 .  𝑔 𝜔كثافة الأنساو 

cst

k


dS

cstd  

cst

cstd  

dk

dk

            dkdS
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  مفتاح.آف. 

2𝜋 ضسؽ السجال 𝑘قيسة مدسؾحة لـ

𝐿
،  (في الجية السؾجبة و نغيخه في الجية الدالبة𝑑𝑘  ) 2𝑑𝑘 في السجال 𝑔 𝑘 𝑑𝑘 و نبحث عؽ 

 : و عميو بتظبيق القاعجة الثلاثية نجج

𝑔 𝑘 𝑑𝑘 =
𝐿

2𝜋
2𝑑𝑘 =

𝐿

𝜋
𝑑𝑘  

𝑔 𝜔 𝑑𝜔 = 𝑔 𝑘 𝑑𝑘 =
𝐿

𝜋
𝑑𝑘 ⇒ 𝑔 𝜔 =

𝐿

𝜋

𝑑𝑘

𝑑𝜔
  

 𝑑𝜔 𝑘)يسكؽ تحجيج كثافة الأنساو حدب عبارة علاقة التبجد 

𝑑𝑘
.) 
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  مفتاح.آف. 

 تسارين الفرل الأول

  : 1التسرين 

  . 𝛽 و ثابت السخونة ىؾ 𝑎 ، الفاصمة الحرية 𝑚نعتبخ سمدمة خظية مؽ ذرات متساثمة الكتمة 

 

  .𝑛𝑎، حجد عبارة الظاقة الكامشة التؾافقية في السؾضع  (الجؾار الأول)بإعتبار تأثيخ الجؾار الأقخب  -1
  . 𝑢 𝑛𝑎أكتب معادلة الحخكة للأيؾن السيتد السسيد بالإزاحة  -2
 .و مثميا بيانيا ضسؽ حجود مشظقة بخيمؾان الأولى  (نسط الإىتداز)  𝜔 𝑘إستشتج علاقة التبجد  -3
 

  : 2التسرين 

نفخض أن التفاعل بيؽ الأيؾنات يذسل جسيع الحرات  . 𝑎 حيث الفاصمة الحرية 𝑚نعتبخ سمدمة خظية متكؾنة مؽ ذرات متساثمة الكتمة 
,𝛽1ثؾابت السخونة ىي . ( 𝑝الجؾار -.....3-2-1الجؾار ) 𝛽2, 𝛽3, … 𝛽𝑝 حدب رتبة الجؾار . 

 
 . بإعتبار تأثيخ كل الجؾارات𝑛𝑎أعط علاقة الظاقة الكامشة التؾافقية في مؾضع الأيؾن  -1
 .أكتب معادلة الحخكة للأيؾن بإعتبار تأثيخ كل الجؾارات -2
  . 𝜔 𝑘إستشتج علاقة التبجد  -3

  :3التسرين 

,𝛽1نعتبخ سمدمة خظية بقاعجة ثشائية الحرة  بثابتي مخونة مختمفيؽ  𝛽2 و بحرات متساثمة الكتمة 𝑚. 

 

 . بإعتبار تأثيخ الجؾار الأول𝑛𝑎أكتب علاقة الظاقة الكامشة السخونية في السؾضع  -1
𝑢𝑛أكتب معادلتي الحخكة للأيؾنيؽ السيتديؽ  -2 , 𝑣𝑛في القاعجة . 
 .إستشتج علاقات التبجد  -3
 . مثل علاقات التبجد بيانيا. أ.ب.إستشتج الشدبة بيؽ سعتي الإىتداز للأيؾنيؽ و قيؼ التخددات في مخكد و عشج حج م -4
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m 1

 nau   anu 1  anu 1
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3  anu 2

m

1

 nau
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  مفتاح.آف. 

 

 : 4التسرين 

,𝑀تتكؾن القاعجة مؽ ذرتيؽ مختمفتي الكتمة .  مع الجؾار الأول𝛽 و بثابت مخونة 𝑎شبكة خظية بثابت شبكة  𝑚 (𝑀 > 𝑚).  

 

 .  بإعتبار تأثيخ الجؾار الأول𝑛𝑎أكتب عبارة الظاقة الكامشة السخونية في السؾضع - 1
  .𝑛𝑎إستشتج معادلتي الحخكة للأيؾنيؽ في القاعجة ذات السؾضع الإتداني - 2
 إستشتج علاقات التبجد - 3
 .مثل علاقات التبجد بيانيا. أ.ب.حجد الشدبة بيؽ سعتي الإىتداز للأيؾنيؽ و قيؼ التخددات في مخكد و عشج حج م- 4
 

 : 5التسرين 

 .  ثابت الذبكة 𝑎نعتبخ شبكة مخبعة بديظة بحرات متساثمة حيث 
 
 .أعط عبارة الظاقة الكامشة التؾافقية بإعتبار تأثيخ الجؾار الأول- 1
 إستشتج معادلة الحخكة للأيؾن السيتد - 2
 إستشتج علاقة التبجد - 3
 . عمى التؾالي [11] و [10]مثل علاقة التبجد بيانيا وفق الإتجاىيؽ - 4
 

mM
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