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:  مقدمة1.2

علاقة )رأيشا في الفرل الدابق أن مداىسة اىتداز الذبكة في الدعة الحخارية لمبمػر التػافقي الكلاسيكي مدتقمة عغ درجة الحخارة 
Dulong et Petit)  في حيغ أنو عشج انخفاض درجة الحخارة فإن الدعة الحخارية لكل الأجدام الرمبة تبجأ في التشاقز و تتبع𝑇3 

B𝑇3 𝐴𝑇في العػازل و . أول خصػة قامت بيا الشطخية الكسية ىي محاولة إيجاد ىحه التغيخات نطخيا.  في السعادن+

: حدب الشطخية الكسية فإن لميداز التػافقي الصاقة

 𝐸𝑖 =  
1

2
+ 𝑛𝑖 ℏ𝜔𝑖  2.1 

   𝑘 و شعاع السػجة s نسط إىتداز، فإن لشسط الإىتداز التابع لمفخع 3𝑁𝑃بالشدبة لبمػر تػافقي بـ .  ىػ العجد الكسي الخئيدي𝑛𝑖حيث 
:  الصاقة

 𝐸𝑠 𝑘   =  
1

2
+ 𝑛𝑠 𝑘    ℏ𝜔𝑠 𝑘     2.2 

,  𝑘) العجد الكسي الخئيدي لميداز التػافقي    𝑛𝑠 𝑘حيث  𝑠) و الصاقة الكمية لمبمػر ىي :

 𝐸 =   
1

2
+ 𝑛𝑠 𝑘    ℏ𝜔𝑠 𝑘   𝑘,𝑠   2.3 

 𝑛𝑠 𝑘   عشجما يكػن نسط الإىتداز مثار لمسدتػى .  يسثل درجة الإثارة لميداز التػافقي𝑛𝑠 𝑘    يسكغ أن نقػل أن ىشاك 𝑛𝑠 𝑘    فػنػن 
. الفػنػن ىػ  ع شاقي للمػاج الشاششة عغ اىتداز الحرات حػل مػااع اتدانيا و لو نفذ مفيػم الفػتػن . S مغ الشػع    𝑘بذعاع مػجة 

معجل . أنذصايغ-نعتبخ الفػنػنات جديشات متسايدة تخزع مثل الفػتػنات لإحراء بػز. (الفػتػن  ع اػئي و الفػنػن  ع حخارر )
:  حدب ىحا الإحراء   ℏ𝜔𝑠 𝑘الفػنػنات ذات الصاقة 

  𝑛𝑠 𝑘    =
1

𝑒

ℏ𝜔𝑠 𝑘 
𝑘𝐵𝑇 −1

  2.4 

:  الدعة الحرارية2.2

= 𝐸𝑠 𝑘 ىداز تػافقي بصاقة3𝑁𝑝لجيشا  ذرة يكػن 𝑝بإفتخاض شبكة ثلاثية البعج بقاعجة تحتػر عمى   
1

2
+ 𝑛𝑠 𝑘    ℏ𝜔𝑠 𝑘     ،

: إذن  ثافة الصاقة الكمية حدب التقخيب التػافقي ىي

 𝑢 = 𝑢𝑒𝑞 +
1

𝑉
  

1

2
+ 𝑛𝑠 𝑘    ℏ𝜔𝑠 𝑘   𝑘,𝑠   

 = 𝑢𝑒𝑞 +
1

𝑉
 

ℏ𝜔𝑠 𝑘   

2𝑘,𝑠 +
1

𝑉
 

ℏ𝜔𝑠 𝑘   

𝑒

ℏ𝜔𝑠 𝑘 
𝑘𝐵𝑇 −1

𝑘,𝑠   2.5 

 الحج الثاني الحر يسثل شاقة الإىتداز للنساط الصبيعية equعشجما تؤول درجة الحخارة لمرفخ يشعجم الحج الثالث و يبقى إاافة إلى 
و بالتالي فسداىسة الإىتداز في الحخارة الشػعية تطيخ مع الحج الثالث و الحر و خلافا مع الشطخية الكلاسكية لا . عشج الرفخ السصمق



    والتأثيرات اللاتوافقية2الفونون : الفصل الثاني 

22 
آف.مفتاح  

إذن فالدعة الحخارية للإىتداز حدب الشطخية الكسية متعمقة بجرجة الحخارة و بشسط . يطيخ تغيخات خصية بديصة مع درجة الحخارة
:      𝜔𝑠 𝑘التخدد

 𝐶𝑣 =
1

𝑉

𝜕

𝜕𝑇
 

ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝑒

ℏ𝜔𝑠 𝑘 
𝑘𝐵𝑇 −1

𝑘,𝑠   2.6 

 :الدعة الحرارية في الدرجات العالية ( أ

 ℏ𝜔𝑠 𝑘  فإن  ℏ𝜔𝑠 𝑘  أكبخ مغ𝑘𝐵𝑇عشجما تختفع درجة الحخارة بذكل  بيخ و يربح السقجار 

𝑘𝐵𝑇
< و مشو يسكغ إجخاء نذخ تايمػر  1

 :لجالة التػزيع  سا يمي 

1

𝑒𝑥−1
≈

1

𝑥+𝑥2 2 +𝑥3 6 +⋯
≈

1

𝑥
 

1

1+𝑥 2 +𝑥2 6 
 =

1

𝑥
 1 −  

𝑥

2
+

𝑥2

6
 +  

𝑥

2
+

𝑥2

6
 

2

   

≈
1

𝑥
 1 −

𝑥

2
+ 𝑥2  −

1

6
+

1

4
 + 𝑂 𝑥3  ≈

1

𝑥
−

1

2
+

𝑥

12
  2.7 

𝑥نلاحع أنو مغ أجل الجرجات العالية ججا  ≪  :  فإن1

 1

𝑒𝑥−1
≈

1

𝑥
=

𝑘𝐵𝑇

ℏ𝜔𝑠 𝑘 
   2.8 

  : و مشو

 𝐶𝑣 =
1

𝑉
 

𝜕𝑘𝐵𝑇

𝜕𝑇𝑘,𝑠 =
1

𝑉
 𝑘𝐵𝑘,𝑠 =

3𝑁𝑘𝐵

𝑉
  2.9 

𝐶𝑣 بجلالة 𝐶𝑣إذن يسكغ أن نعبخ عغ  . Dulong et Petitو ىي نفديا علاقة 
 :  سا يميD&P لـ 0

 𝐶𝑣 = 𝐶𝑣
0 + ∆𝐶𝑣;  

∆𝐶𝑣

𝐶𝑣
0 =

−ℏ2

12 𝑘𝐵𝑇 2

1

3𝑁
 𝜔𝑠

2 𝑘 𝑘,𝑠   2.10 

.   في البمػرة التػافقيةD&P يسثل حج الترحيح الكػانتي لقانػن 𝐶𝑣∆حيث 

 

 :الحرارة الشوعية في الدرجات السشخفزة ( ب
في الجرجات الحخارية الػاششة تكػن التغيخات في الصاقة متقاربة بحيث يسكغ اعتبارىا مدتسخة و بالتالي يسكغ استبجال الجسع عمى 

𝑘 بالتكامل عمى𝑘 و مشو يسكغ  تابة  𝐶𝑣كسا يمي:   
 𝐶𝑣 =

𝜕

𝜕𝑇
  

1

8𝜋3

ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝑒

ℏ𝜔𝑠 𝑘 
𝑘𝐵𝑇 −1

𝑑3𝑘𝑠   2.11 

𝑑3𝑘حيث يسثل 

8𝜋3
حيث نجخر التكامل عمى مشصقة بخيمػان الأولى الحاوية عمى . د لػحجة الحجع.ح.كثافة الحالات لمفػنػنات حدب الر  

 . 𝑘كل القيع السدسػحة لـ 
 ℏ𝜔𝑠 𝑘 1ىي شاقة الفػنػن و

𝑒

ℏ𝜔𝑠 𝑘 
𝑘𝐵𝑇 −1

.  (بػز أنذصايغ) ىي دالة التػزيع لمفػنػنات  
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𝑇  لسا ≪ ℏ𝜔𝑠 𝑘 و بالشدبة لأنساط الإىتداز أو الفػنػنات السسيدة بـ ≫ 𝑘𝐵𝑇 و بالتالي 𝑒
ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝑘𝐵𝑇 →  فإن مداىستيا في الدعة ∞
.  الحخارية ميسمة

→ 𝜔𝑠 𝑘) و لكغ الأنساط ذات أشػال السػجة الصػيمة ججا  0, 𝑘 → لمفخوع الرػتية الثلاث ىي التي تداىع بذكل معتبخ في ( 0
= 𝜔𝑠 𝑘 مغ أجل ىحه الأنساط. الحخارة الشػعية 𝐶𝑠 𝑘  ∙ 𝑘  و بالتالي الدعة الحخارية :    

 𝐶𝑣 =
𝜕

𝜕𝑇
  

𝑑3𝑘

8𝜋3

ℏ𝐶𝑠 𝑘  𝑘

𝑒

ℏ𝐶𝑠 𝑘  𝑘
𝑘𝐵𝑇 −1

𝑠   2.12 

𝑑3𝑘 بإعتبار عشرخ الحجع و = 𝑘2𝑑𝑘𝑑Ω   في الإحجاثيات الكخوية حيث𝑑Ωتكػن عبارة الدعة الحخارية  عشرخ الداوية السجدسة 

 : كسا يمي 

 𝐶𝑣 =
𝜕

𝜕𝑇
  𝑑Ω 

𝑘2𝑑𝑘

8𝜋3

ℏ𝐶𝑠 𝑘  𝑘

𝑒

ℏ𝐶𝑠 𝑘  𝑘
𝑘𝐵𝑇 −1

𝑘𝑚𝑎𝑥

0𝑠   2.13 

𝑥بإجخاء تغييخ الستغيخ  =
ℏ𝐶𝑠 𝑘  𝑘

𝑘𝐵𝑇
 :  ، نجج 

 𝐶𝑣 =
𝜕

𝜕𝑇
  𝑑Ω 

1

8𝜋3

 𝑘𝐵𝑇 
4

 ℏ𝐶𝑠 𝑘   
3

𝑥3𝑑𝑥

𝑒𝑥−1𝑠   2.14 

 𝐶𝑣 =
𝜕

𝜕𝑇
  

3

2𝜋2

1

3

𝑑Ω

4𝜋

 𝑘𝐵𝑇 
4

 ℏ𝐶𝑠 𝑘   
3  

𝑥3𝑑𝑥

𝑒𝑥−1𝑠   2.15 

1بػاع 

𝐶3 =
1

3
  

𝑑Ω

4𝜋

1

𝐶𝑠 𝑘  
3Ω𝑠ىي متػسط مقمػب مكعب سخع الصػر عشج أشػال السػجة الصػيمة للنساط الثلاث الرػتية  و التي 

 𝐶𝑣 =
𝜕

𝜕𝑇

3

2𝜋2

 𝑘𝐵𝑇 
4

 ℏ𝐶 3  
𝑥3𝑑𝑥

𝑒𝑥−1

𝑥𝑚

0
  2.16 

𝑥𝑚 → ∞ ;   
𝑥3𝑑𝑥

𝑒𝑥−1

∞

0
=

𝜋4

15
  

 : و عميو تأخح الدعة الحخارية الذكل 

 𝐶𝑣 =
𝜕

𝜕𝑇

3

2𝜋2

 𝑘𝐵𝑇 
4

 ℏ𝐶 3

𝜋4

15
=

2𝜋2

5
𝑘𝐵

 𝑘𝐵𝑇 
3

 ℏ𝐶 3
  2.17 

.  حخارية السشخفزة في الجرجات ال𝑇3و مشو نلاحع أنو بالفعل سسحت الشطخية الكسية بالحرػل عمى التغيخات 

 الذكل العام لمدعة الحخارية لمبمػرة السكعبة البديصة و ذلظ مغ أجل أشػال السػجة الصػيمة في الجرجات 2.17تسثل العلاقة 
 . السشخفزة

في حال ما إذا إحتػت القاعجة عمى أكثخ مغ ذرة و ضيخت الفخوع الرػتية و الزػئية فيسكغ المجػء إلى تقخيبيغ بديصيغ لتحجيج 
 .الدعة الحخارية ، ىسا تقخيب ديبار و تقخيب أنذصايغ

 : تقريب ديباي 3.2
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 يقخب ديبار مشحشى التبجد بكلا فخعيو الرػتي و الزػئي إلى مشحشى واحج بتغيخات خصية (أو أكثخ)ذرتيغ  لبمػر ثلاثي البعج بقاعجة ب
 . أ.ب.عػض م𝑘  تسثل نرف قصخ  خة تحتػر عمى جسيع القيع السدسػحة لـ 𝑘𝐷مة أ و لكغ إلى غاية قي.ب.و لا يتػقف عشج حجود م

 . إذا  انت القاعجة تحػر أكثخ مغ ذرتيغ ، فإنشا نتبع لكل فخع صػتي عجدا مغ الفخوع الزػئية

𝑝𝐷 و الزػئية 𝐷بسعشى أنو إذا عجد الفخوع الرػتية  − 𝐷 فإن  ل فخع صػتي ، 𝐷 يتبعو 𝑝 −  فخع اػئي و عشجما نجسعيا 1
 .  بشفذ عجد الحرات في القاعجة𝑝يكػن عجد الفخوع 

 الحر ىػ بشفذ 𝑘و عميو فعجد جسيع القيع السدسػحة لـ . تدسى ىحه الكخة التي نجسع فييا  ل الأنساط الرػتية و الزػئية بكخة ديبار
مغ خلال ذلظ نتسكغ مغ تحجيج  . 𝑘سيسثل الشدبة بيغ حجع  خة ديبار وحجع قيسة مدسػحة لـ  (و ليذ الخلايا الأساسية)عجد الحرات 

  ..𝑘𝐷نرف قصخ ديبار 

 𝑁 =
4

3
𝜋𝑘𝐷

3

 
2𝜋

𝐿
 

3  2.18 

لكغ عشج جسع . أ تكػن بشفذ عجد الخلايا الأساسية.ب.عشجما تكػن قيع شعاع السػجة محرػرة في م.  يسثل عجد الحرات 𝑁حيث 
 . أ و عميو تكػن بشفذ عجد الحرات.ب.أنساط الفخع الرػتي و الزػئي فإن عجد القيع السدسػحة لذعاع السػجة تتعجى م

 :  ومشو 

 𝑘𝐷
3 =

𝑁 
2𝜋

𝐿
 

3

4

3
𝜋

=
𝑁

𝐿3 6𝜋2 ⇒ 𝑘𝐷 =  6𝑛𝜋2 1/3  2.19 

 
 تقخيب ديبار  : 1الذكل 

 تسمظ نفذ  و( الزػئية التي تخافقيا ، الصػلية و السدتعخاة، والفخوع الرػتيةالثلاث )مشحشيات التبجد الثلاث تكػن متصابقة كحلظ 
 .  𝑣𝑠  الرػت السيل و الحر يسثل سخعة 

  . 𝜃𝐷 و درجة حخارة ديبار𝜔𝐷 يسكغ إستشتاج التخدد الأعطسي لجيبار 𝑘𝐷مغ خلال 

0

                   م     

   ا     

    ا    م     م م     م  

 م        
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 :  كثافة الحالات للفونونات 1.3.2

 : حدب ديبار فإن سصػح ثبػت التخدد تكػن  خوية الذكل ومشو فكثافة الحالات لمفػنػنات تحجد في الحجع العشرخر لمقذخة الكخوية 

1 ⟶  
2𝜋

𝐿
 

3
  

𝑔 𝑘 𝑑𝑘 → 4𝜋𝑘2𝑑𝑘  

𝑔 𝑘 𝑑𝑘 =
4𝜋𝑘2𝑑𝑘  

 
2𝜋

𝐿
 

3 =
𝐿3

2𝜋2 𝑘
2𝑑𝑘   2.20 

𝑔 𝜔 𝑑𝜔 = 𝑔 𝑘 𝑑𝑘 =
𝐿3

2𝜋2 𝑘
2𝑑𝑘  ; 𝜔 = 𝑣𝑠𝑘 

𝑔 𝜔 =
𝐿3

2𝜋2 𝑘
2 𝑑𝑘

𝑑𝜔
=

𝐿3

2𝜋2

𝜔2

𝑣𝑠
3   2.21 

 :  م   أ       ع   ثاف     الات   لا   ت       ا  

𝑘𝐷
3 = 6𝑛𝜋2 ⇒ 𝜔𝐷

3 = 𝑣𝑠
36𝑛𝜋2 ⇒

3𝑁

𝜔𝐷
3 =

𝐿3

2𝜋2𝑣𝑠
3  

𝑔 𝜔 =
𝐿3

2𝜋2

𝜔2

𝑣𝑠
3 = 3𝑁

𝜔2

𝜔𝐷
3   2.22 

  الطاقة الكلية و الدعة الحرارية 2.2.3

 : لتحجيج الدعة الحخارية حدب ديبار، يجب إيجاد الصاقة الكمية و التي بإىسال الصاقة الرفخية تحدب  سا يمي 

𝑈 =  𝑔 𝜔 
𝜔𝐷

0

ℏ𝜔

𝑒

ℏ𝜔
𝑘𝐵𝑇−1

𝑑𝜔 =  3𝑁
𝜔2

𝜔𝐷
3

𝜔𝐷
0

ℏ𝜔

𝑒

ℏ𝜔
𝑘𝐵𝑇−1

𝑑𝜔 =
3𝑁

𝜔𝐷
3   

ℏ𝜔3

𝑒

ℏ𝜔
𝑘𝐵𝑇−1

𝜔𝐷
0

𝑑𝜔  2.23 

𝑒في مجال الجرجات الحخارية العالية ، 
ℏ𝜔

𝑘𝐵𝑇 ≈ 1 +
ℏ𝜔

𝑘𝐵𝑇
 :  

𝑈 =
3𝑁

𝜔𝐷
3   

ℏ𝜔3

1+
ℏ𝜔

𝑘𝐵𝑇
−1

𝜔𝐷
0

𝑑𝜔 =
3𝑁

𝜔𝐷
3 𝑘𝐵𝑇  𝜔2𝜔𝐷

0
𝑑𝜔 = 𝑁𝑘𝐵𝑇   2.24 

 : ىحه العلاقة تخز مشحشى تبجد واحج والكمية لمسشحشيات الثلاث الستصابقة  . 𝐷&𝑃و ىػ ما يصابق علاقة 

𝑈𝑡𝑜𝑡 = 3𝑁𝑘𝐵𝑇  2.25 

 :و عميو فالدعة الحخارية الكمية 

𝐶𝑣
𝑡𝑜𝑡 = 3𝑁𝑘𝐵  2.26 

 : تقريب أنذطاين3.3
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ىحا لا يسشع )يكػن تقخيب ديبار أكثخ صلاحية لسا يتداوى عجد الفخوع الرػتية والزػئية أر عشجما تحػر القاعجة عمى ذرتيغ لا أكثخ
 .(مغ تصبيقو حتى في حالة إختلاف عجد الفخوع الرػتية و الزػئية و لكغ يعتبخ عشجىا تقخيبا غميطا نػعا ما

لحلظ نمجأ في ىحه الحالة لتقخيب أنذصايغ و .  في حالة وجػد أكثخ مغ ذرتيغ فإن عجد الفخوع الزػئية سيتعجى عجد الفخوع الرػتية 
 . أما الفخوع الرػتية فتحتفع بتقخيب ديبار. ىػ خاص بالفخوع الزػئية فقط

بسا أنو في ىحه الحالة ، تع الفرل بيغ الفخوع الرػتية و الزػئية، فإن القيع السدسػحة لذعاع السػجة تعػد بشفذ عجد الخلايا 
بالشدبة لمفخوع الرػتية، لتحجيج نرف قصخ ديبار في ىحه الحالة ، نصبق نفذ العلاقة الدابقة لكغ . الأساسية و ليذ عجد الحرات 

 . بإستبجال عجد الحرات بعجد الخلايا الأساسية

 .  𝜔𝐸ىػ تخدد أنذصايغk في تقخيب أنذصايغ يكػن لجسيع الفخوع الزػئية تخدد ثابت لا يتعمق بذعاع السػجة 

 

 تقخيب ديبار لمفخوع الرػتية و أنذصايغ لمفخوع الزػئية  : 2الذكل 

: كل فخع اػئي يداىع في الصاقة الجاخمية بالسقجار

𝑈 = 𝑁
ℏ𝜔𝐸

𝑒

ℏωE
𝑘𝐵𝑇−1

  2.27 

 : فخع اػئي إذن فصاقة  ل ىحه الفخوع ىي Pو إذا  ان ىشاك مثلا.  عجد الخلايا الأساسية𝑁 حيث و ذلظ بإىسال الصاقة الرفخية

𝑈𝑡𝑜𝑡 = 𝑃 ∙ 𝑁
ℏ𝜔𝐸

𝑒

ℏωE
𝑘𝐵𝑇−1

  2.28 

 : الدعة الحخارية ىي مذتقة الصاقة بالشدبة لجرجة الحخارةو

𝐶𝑣
𝑡𝑜𝑡 =

𝜕𝑈𝑡𝑜𝑡

𝜕𝑇
= 𝑃𝑁ℏ𝜔𝐸

𝜕

𝜕𝑇

1

𝑒

ℏωE
𝑘𝐵𝑇−1

   

0

                   م     

   ا ت     

أ   ا  ت     
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𝐶𝑣
𝑡𝑜𝑡 = 𝑃𝑁

 ℏ𝜔𝐸 
2

𝑘𝐵𝑇
2

𝑒

ℏωE
𝑘𝐵𝑇

 𝑒

ℏωE
𝑘𝐵𝑇−1 

2  2.29 

 .نلاحع أنو مغ أجل الجرجات الحخارية السشخفزة تتشاقز الدعة الحخارية لمفخوع الزػئية أسيا مع درجة الحخارة 

 𝐶𝑣
𝑡𝑜𝑡 ≈ 𝑃𝑁

 ℏ𝜔𝐸 
2

𝑘𝐵𝑇
2 𝑒

−
ℏωE
𝑘𝐵𝑇   2.30 
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 :ملاحظات عامة-  التأثيرات اللاتوافقية 4.3

إلا أن نطخية . سعة الإىتداز اعيفة و نكتفي بالحج التخبيعي في عبارة الصاقة الكامشة التػافقية: إعتسج التقخيب التػافقي عمى الإفتخاايغ
إىتدازت الذبكات البمػرية حدب التقخيب التػافقي لا يسكشيا تفديخ ضػاىخ أخخى إتدانية أىسيا التسجد الحخارر مع إرتفاع درجة الحخارة 

في البمػر التػافقي تكػن )وخػاص الشقل مثل الشاقمية الحخارية التي لا يسكغ تحجيجىا بالشدبة لجدع صمب عازل إلا بالحجود اللاتػافقية 
 .ىحه الطػاىخ تتصمب أخح بعيغ الإعتبار وجػد الحجود اللاتػافقية . (الشاقمية الحخارية لا نيائية

 :بإعتبار الحجود اللاتػافقية فإن عبارة الصاقة الكمية لمبمػر تكتب  سا يمي

𝑈 = 𝑈𝑒𝑞 + 𝑈ℎ𝑎𝑟𝑚 + 𝑈𝑎𝑛ℎ   

𝑈𝑎𝑛ℎ =  
1

𝑛!
∞
𝑛=3  𝐷𝜇1….𝜇𝑛

 𝑛 
𝑅1…𝑅𝑛

 𝑅1 …𝑅𝑛 𝑢𝜇1
 𝑅1 …𝑢𝜇𝑛  𝑅𝑛  ; 𝐷𝜇1….𝜇𝑛

 𝑛  𝑅1 …𝑅𝑛 =
𝜕𝑛𝑈

𝜕𝑢𝜇 1
 𝑅1 …𝜕𝑢 𝜇 𝑛  𝑅𝑛  

  

 : التسدد الحراري للبلورة2.4

 : يعصى الزغط بالعلاقة التالية. لتحجيج معامل التسجد الحخارر ، يجب تحجيج أولا عبارة الزغط

𝑃 = − 
𝜕𝐹

𝜕𝑉
 
𝑇
  4.1 

الصاقة الحخة ىي الفخق بيغ الصاقة الجاخمية و الأنتخوبي . يعبخ الزغط عغ مذتقة الصاقة الحخة بالشدبة لمحجع مع ثبػت درجة الحخارة
 :ججاء درجة الحخارة

𝐹 = 𝑈 − 𝑇𝑆  4.2 

 : تختبط  ل مغ الأنتخوبي و الصاقة الجاخمية بالعلاقة التالية

 𝑑𝐹 𝑇 =  𝑑𝑈 𝑇 − 𝑇 𝑑𝑆 𝑇 = −𝑃 𝑑𝑉 𝑇  4.3 

 : بثبػت الحجع إذن

 
𝜕𝑈

𝜕𝑇
 
𝑉
− 𝑇  

𝜕𝑆

𝜕𝑇
 
𝑉

= 0 ⇒  
𝜕𝑈

𝜕𝑇
 
𝑉

= 𝑇  
𝜕𝑆

𝜕𝑇
 
𝑉
  4.4 

 :إذن نعبخ عمى الزغط بالعلاقة التالية

𝑃 = − 
𝜕𝐹

𝜕𝑉
 
𝑇

= −
𝜕

𝜕𝑉
 𝑈 − 𝑇𝑆 𝑇  4.5 

  :4.4ومغ العلاقة 

  𝜕𝑈
𝜕𝑇
 
𝑉

= 𝑇  
𝜕𝑆

𝜕𝑇
 
𝑉
⇒ 𝑆 =  

𝑑𝑇 ′

𝑇 ′

𝑇

0

𝜕𝑈 𝑇 ′ ,𝑉 

𝜕𝑇 ′
   4.6 
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𝑃 = −
𝜕

𝜕𝑉
 𝑈 − 𝑇  

𝑑𝑇 ′

𝑇 ′

𝑇

0

𝜕𝑈 𝑇 ′ ,𝑉 

𝜕𝑇 ′
 
𝑇
  4.7 

 :بالشدبة لبمػرة تػافقية نعمع أن الصاقة الجاخمية معصاة بالعلاقة . العلاقة الأخيخة تدسى بسعادلة الحالة 

𝑈 = 𝑈𝑒𝑞 +
1

2
 ℏ𝜔𝑠 𝑘 𝑘,𝑠 +  

ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝑒

ℏ𝜔𝑠 𝑘 
𝑘𝐵𝑇 −1

𝑘,𝑠   

 :بالتعػيس في معادلة الحالة نجج

 

 
𝑑𝑇 ′

𝑇 ′

𝑇

0

𝜕𝑈 𝑇 ′ ,𝑉 

𝜕𝑇 ′
=  

𝑑𝑇 ′

𝑇 ′

𝑇

0

𝜕

𝜕𝑇 ′
  

ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝑒

ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝑘𝐵𝑇
′
−1

𝑘,𝑠  =   
𝑑𝑇 ′

𝑇 ′
ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝜕

𝜕𝑇 ′
1

𝑒

ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝑘𝐵𝑇
′
−1

𝑘,𝑠
𝑇

0
  

=   
𝑑𝑇 ′

𝑇 ′
ℏ𝜔𝑠 𝑘 

−
ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝑘𝐵
 −

1

𝑇′ 2
 𝑒

ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝑘𝐵𝑇
′

 𝑒

ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝑘𝐵𝑇
′
−1 

2𝑘,𝑠
𝑇

0
=   

𝑑𝑇 ′

𝑇 ′
 

1

𝑇 ′ 2
 
 ℏ𝜔𝑠 𝑘  

2

𝑘𝐵

𝑒

ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝑘𝐵𝑇
′

 𝑒

ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝑘𝐵𝑇
′
−1 

2

𝑇

0𝑘,𝑠    

 :  نزع

𝑇  
𝑑𝑇 ′

𝑇 ′

𝑇

0

𝜕𝑈 𝑇 ′ ,𝑉 

𝜕𝑇 ′
= 𝑇  −

𝑑𝑥

𝑥
 

𝑥′

∞
 −

𝑘𝐵

ℏ𝜔𝑠 𝑘 
 𝑥2 𝜕𝑈

𝜕𝑥
=

1

𝑥′
 𝑥𝑑𝑥
𝑥′

∞

𝜕𝑈

𝜕𝑥
(السكاممة بالتجدئة)   

ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝑘𝐵𝑇 ′
= 𝑥 ⇒ −

ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝑘𝐵𝑇 ′
2 𝑑𝑇

′ = 𝑑𝑥 ⇒
1

𝑇 ′
=

𝑘𝐵𝑥

ℏ𝜔𝑠 𝑘 
;
𝑑𝑇 ′

𝑇 ′
2 = −

𝑘𝐵𝑑𝑥

ℏ𝜔𝑠 𝑘 
; 𝑑𝑇

′

𝑇′
= −

𝑑𝑥

𝑥
  

𝜕

𝜕𝑇 ′
=

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑇
= −

𝑘𝐵

ℏ𝜔𝑠 𝑘 
𝑥2 𝜕

𝜕𝑥
  

  
𝑘𝐵𝑥

ℏ𝜔𝑠 𝑘 
 −

𝑘𝐵𝑑𝑥

ℏ𝜔𝑠 𝑘 
 
 ℏ𝜔𝑠 𝑘  

2

𝑘𝐵

𝑒𝑥

 𝑒𝑥−1 2

ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝑘𝐵𝑇
∞𝑘,𝑠 = −𝑘𝐵   

𝑥𝑒𝑥𝑑𝑥

 𝑒𝑥−1 2

ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝑘𝐵𝑇
∞𝑘,𝑠 = 𝑘𝐵   

𝑥𝑒𝑥𝑑𝑥

 𝑒𝑥−1 2

∞
ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝑘𝐵𝑇
𝑘,𝑠   

 
𝑥𝑒𝑥𝑑𝑥

 𝑒𝑥−1 2

∞
ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝑘𝐵𝑇

=  𝑥𝑑𝑥
𝜕

𝜕𝑥

1

𝑒𝑥−1

ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝑘𝐵𝑇
∞

=  𝑥 ∙
1

𝑒𝑥−1
 
∞

ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝑘𝐵𝑇 −  
𝑑𝑥

𝑒𝑥−1

ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝑘𝐵𝑇
∞

   

ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝑘𝐵𝑇
∙

1

𝑒𝑥−1
−  

𝑑𝑥

𝑒𝑥−1

ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝑘𝐵𝑇
∞

 ; 1

𝑒𝑥−1
 ∞ = 0 

𝑇  
𝑑𝑇 ′

𝑇 ′

𝑇

0

𝜕𝑈 𝑇 ′ ,𝑉 

𝜕𝑇 ′
=  

ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝑒

ℏ𝜔𝑠 𝑘 
𝑘𝐵𝑇 −1

− 𝑘𝐵𝑇  
𝑑𝑥

𝑒𝑥−1

ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝑘𝐵𝑇
∞𝑘,𝑠   

𝑃 = −
𝜕

𝜕𝑉
 𝑈𝑒𝑞 +

1

2
 ℏ𝜔𝑠 𝑘 𝑘,𝑠 +  

ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝑒

ℏ𝜔𝑠 𝑘 
𝑘𝐵𝑇 −1

𝑘,𝑠 −  
ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝑒

ℏ𝜔𝑠 𝑘 
𝑘𝐵𝑇 −1

+ 𝑘𝐵𝑇  
𝑑𝑥

𝑒𝑥−1

ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝑘𝐵𝑇
∞𝑘,𝑠    

𝑃 = −
𝜕

𝜕𝑉
 𝑈𝑒𝑞 +

1

2
 ℏ𝜔𝑠 𝑘 𝑘,𝑠 +  𝑘𝐵𝑇  

𝑑𝑥

𝑒𝑥−1

ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝑘𝐵𝑇
∞𝑘,𝑠    
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𝑃 = −
𝜕

𝜕𝑉
 𝑈𝑒𝑞 +

1

2
 ℏ𝜔𝑠 𝑘 𝑘,𝑠  −

𝜕

𝜕𝑉
 𝑘𝐵𝑇  

𝑑𝑥

𝑒𝑥−1

𝑥′

∞𝑘,𝑠   

−
𝜕

𝜕𝑉
 𝑘𝐵𝑇  

𝑑𝑥

𝑒𝑥−1

𝑥′

∞𝑘,𝑠 =  𝑘𝐵𝑇  −
𝜕𝑥 ′

𝜕𝑉
 

𝜕

𝜕𝑥 ′
 

𝑑𝑥

𝑒𝑥−1

𝑥′

∞𝑘,𝑠 =  𝑘𝐵𝑇  −
𝜕𝑥 ′

𝜕𝑉
 

1

𝑒𝑥′−1𝑘,𝑠   

=   −
𝜕ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝜕𝑉
 

1

𝑒

ℏ𝜔𝑠 𝑘 
𝑘𝐵𝑇 −1

𝑘,𝑠   

 : ومشو تكتب علاقة الزغط  سا يمي

𝑃 = −
𝜕

𝜕𝑉
 𝑈𝑒𝑞 +

1

2
 ℏ𝜔𝑠 𝑘 𝑘,𝑠  +  

−
𝜕ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝜕𝑉

𝑒

ℏ𝜔𝑠 𝑘 
𝑘𝐵𝑇 −1

𝑘,𝑠   4.8 

الحج الأول في العلاقة الأخيخة يسثل الزغط الرفخر و الحج الثاني يسثل الزغط الإاافي عشج إرتفاع درجة الحخارة و الحر يتعمق 
أر أن الزغط يتعمق بجرجة الحخارة إلا إذا  انت . (اغط الفػنػن الػاحج ججاء تػزيعة الفػنػنات)بتغيخ تخدد الفػنػنات مع الحجع 

 :بالشدبة لمبمػرة التػافقية يسكغ إثبات أن التخددات لا تتعمق بالحجع . التخددات تتغيخ مع الحجع 

 

𝐷 𝑅 تتعمق بالقيع الحاتية لسرفػفة السخونة التػافقية  𝜔𝑠 𝑘التخددات  − 𝑅′ و التي لغ تتغيخ حتى لػ تغيخ الحجع  . 

 :و بالتالي فالزغط لغ يتعمق بجرجة الحخارة و يشتج عغ ذلظ أن معامل التسجد الحخارر السعصى بالعلاقة التالية 

𝛼 =
1

𝑙
 
𝜕𝑙

𝜕𝑇
 
𝑃

=
1

𝑉1/3  
𝜕𝑉1/3

𝜕𝑇
 
𝑃

=
1

3𝑉
 
𝜕𝑉

𝜕𝑇
 
𝑃

=
1

3𝑉

 
𝜕𝑃

𝜕𝑇
 
𝑉

 −
𝜕𝑃

𝜕𝑉
 
𝑇

=
1

3𝐵
 
𝜕𝑃

𝜕𝑇
 
𝑉
  4.9 

𝑉  −
𝜕𝑃

𝜕𝑉
 
𝑇

= 𝐵  

 . يدسى معامل الإنزغاط الحجسي𝐵. سيكػن معجوم وىػ غيخ صحيح إشلاقا

إذن حتى يكػن ىشاك معامل تسجد حخارر غيخ معجوم يجب إاافة الحجود اللاتػافقية و التي تدسح لسعاملات السخونة أن تحتػر عمى 
بالسقابل فإن القياس التجخيبي لسعامل التسجد الحخارر يدسح . حجود إاافية تتغيخ مع الحجع و مشيا تتعمق التخددات  حلظ بالحجع

 . بتقجيخ تقخيبا قيع الترحيحات اللاتػافقية السزافة

 و وإدخال تأثيخات الحجود اللاتػافقية الكلاسيكية بإعتبار الكوانتيةلمتبديط ، يسكغ بذكل تقخيبي الإحتفاظ بعبارة الصاقة الكامشة التػافقية 
 .  متعمقة بالحجع 𝜔𝑠 𝑘أن التخددات 

  : Gruneisen وسيط غريشايدن 3.4

 ، بتعػيس ىحه العلاقة في عبارة 4.8بإعتبار أن تخددات الفػنػنات متعمقة بالحجع في حالة الإتدان، نػاصل دراسة معادلة الحالة 
 :معامل التسجد الحخارر نجج 
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𝛼 =
1

3𝐵
 
𝜕𝑃

𝜕𝑇
 
𝑉

=
1

3𝐵
  −

𝜕ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝜕𝑉
 
𝜕𝑛𝑠 𝑘 

𝜕𝑇𝑘,𝑠   4.10 

 : مغ جية أخخى نعمع أن العلاقة العامة لمدعة الحخارية مغ الذكل 

𝐶𝑣 =  
ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝑉

𝜕𝑛𝑠 𝑘 

𝜕𝑇𝑘,𝑠   4.11 

  : 𝛾 ، وسيط غريشايدنيسكغ التعبيخ عغ معامل التسجد الحخارر بجلالة الدعة الحخارية و وسيط يدسى 

𝛼 =
𝛾𝐶𝑣

3𝐵
  4.12 

𝛾 =
 𝛾𝑘,𝑠𝐶𝑣𝑠 𝑘 𝑘,𝑠

 𝐶𝑣𝑠 𝑘 𝑘,𝑠
;  𝛾𝑘,𝑠 = −

𝑉

𝜔𝑠 𝑘 

𝜕𝜔𝑠 𝑘 

𝜕𝑉
= −

𝜕 𝑙𝑛𝜔𝑠 𝑘  

𝜕 𝑙𝑛𝑉  
; 𝐶𝑣𝑠 𝑘 =

ℏ𝜔𝑠 𝑘 

𝑉

𝜕𝑛𝑠 𝑘 

𝜕𝑇
   

 . مع درجة الحخارة𝐶𝑣 مذابية لتغيخات 𝛼 تطيخان تعمق اعيف بجرجة الحخارة ، مشو تغيخات معامل التسجد الحخارر 𝐵 و 𝛾كل مغ 

𝛼~𝑇3, 𝑇 → 0;  𝛼~𝑐𝑠𝑡, 𝑇 ≫ 𝜃𝐷  4.13 

 :  الشاقلية الحرارية للذبكة4.4

و بسا أن ىحه الأنساط عبارة عغ . كسا سبق و أن رأيشا في الفرػل الدابقة ، تخدن الصاقة الحخارية في الأنساط الصبيعية لإىتداز البمػرة
 . أمػاج مخنة، فبإمكانيا نقل الصاقة الحخارية عبخ شبكة الأيػنات و بالسفيػم الكػانتي عبخ الفػنػنات

مثمسا ىي الحال في نسػذج درود ، نفخض أن الترادمات .  لبمػر عازل𝑥نفخض تصبيق تجرج حخارر اعيف عمى شػل الإتجاه 
 تداىع في  ثافة الصاقة خارج 𝑥و نعتبخ أن الفػنػنات الشاششة مغ الترادمات في السػاع .تحافع عمى التػازن التخمػديشاميكي السحمي

 𝑥كل فػنػن في مػاع معيغ يداىع في  ثافة التيار الحخارر وفق الإتجاه . التػازن بسقجار متشاسب مع  ثافة الصاقة في حالة التػازن 
 :تكتب علاقة التيار الحخارر الشاتج مغ الفػنػنات . مع مداىستو في  ثافة الصاقة 𝑥بكسية مداوية لججاء مخ بة سخعتو وفق 

𝑗 =
1

3
𝑣𝑝ℎℓ

𝜕𝑢

𝜕𝑇
 −

𝜕𝑇

𝜕𝑥
   4.14 

  : 𝜅ثابت التشاسب بيغ التجرج الحخارر و التيار الحخارر يسثل الشاقمية الحخارية 

 𝜅 =
1

3
𝑣𝑝ℎℓ𝐶𝑣 =

1

3
𝐶𝑣𝑣𝑝ℎ

2 𝜏  4.15 

 السدار ℓ.  الدخعة الستػسصة لمفػنػنات و ىي عادة ما تعتبخ ثابتة و قج تأخح عمى أنيا سخعة الرػت حدب تقخيب ديبار𝑣𝑝ℎتسثل 
بالشدبة لمفػنػنات فالدبب الخئيدي لمترادمات ىي الحجود اللاتػافقية و العيػب .  زمغ الترادم𝜏 الدعة الحخارية، 𝐶𝑣الحخ الػسصي و 

في البمػرة التػافقية السثالية لا تعاني الفػنػنات مغ أر ترادم لحلظ الشاقمية الحخارية ستكػن لا نيائية و  حا السدار الحخ . الذبكية
 .الػسصي

 ومغ ثع نحجد تغيخات الشاقمية . نبجأ أولا بتحجيج بذكل نػعي فقط تعمق زمغ الترادم بجرجة الحخارة

 :علاقة زمن الترادم بدرجة الحرارة (أ
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𝑻في الجرجات الحخارية العالية  ≫ 𝜽𝑫 العجد الكمي لمفػنػنات السػجػدة في البمػر متشاسب مع درجة الحخارة ، لأن دالة التػزيع ،
 :لمفػنػنات تتبدط إلى

 𝑛𝑠𝑘  =
1

𝑒

ℏ𝜔𝑠 𝑘 
𝑘𝐵𝑇 −1

≈
𝑘𝐵𝑇

ℏ𝜔𝑠 𝑘 
(الشدبة بيغ الصاقة الحخارية الكمية و شاقة فػنػن واحج)    4.16 

 (السرجر الأساسي لمترادمات يعػد لمحجود اللاتػافقية ذات الختبة التكعيبية و الخباعية)كمسا زاد عجد الفػنػنات ،  ثخت الترادمات 
 : فيسا بيشيا و بالتالي يقل زمغ الترادم، إذن ىشاك تقخيبا تشاسبا عكديا بيغ زمغ الترادم و عجد الفػنػنات و مشو

𝜏 ∝
1

𝑇
  4.17 

𝑻بالشدبة لمجرجات الحخارية السشخفزة  ≪ 𝜽𝑫 الفػنػنات السسيدة بـ ، 𝜔 ≪ 𝜔𝐷 , 𝑘 ≪ 𝑘𝐷 بالسقابل الفػنػنات . تذكل الأغمبية
 : في ىحه الحالة تؤول دالة التػزيع ليحه الفػنػنات ىي. ىي السدؤولة عغ الترادمات التي تدسح بإستخخاء البمػر𝜔~𝜔𝐷السسيدة بـ 

 𝑛𝑠𝑘  =
1

𝑒

ℏ𝜔𝐷
𝑘𝐵𝑇−1

≈ 𝑒−
𝜃𝐷
𝑇    4.18 

 : و مغ أجل ىحه الفػنػنات ، يكػن زمغ الترادم مغ الذكل

𝜏 ∝ 𝑒
𝑇0
𝑇   4.19 

 .  درجة حخارة مغ نفذ رتبة درجة حخارة ديبار𝑇0حيث 

 . في الجرجات الحخارية السشحفزة ججا ، بأخح زمغ الترادم أكبخ قيسة لو و يكػن ثابتا متعمقا فقط بتخ يد العيػب

، فإن السدار الحخ الػسصي لمفػنػنات سػف  (لا تتعمق بجرجة الحخارة)بسا أنشا إعتبخنا أن القيسة الستػسصة لدخعة الفػنػنات ثابتة 
  .4.1يتغيخ مثل زمغ الترادم ، وعميو تكػن تغيخات السدار الحخ الػسصي  سا ىػ مػاح بالذكل 
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 تغيخات السدار الحخ الػسصي لمفػنػنات مع درجة الحخارة : 1.4الذكل 

 : تغيرات الشاقلية الحرارية مع درجة الحرارة (ب

بسا أن لجيشا الآن معمػمات عغ تغيخات  ل مغ زمغ الترادم و الدعة الحخارية بجلالة درجة الحخارة يسكغ إستشاج تغيخات الشاقمية 
 :الحخارية

𝐶𝑣 ∝ 𝑇
3, 𝜏~𝑐𝑠𝑡 ⇒ 𝜅 ∝ 𝑇3, 𝑇~0  

𝐶𝑣~𝑐𝑠𝑡, 𝜏 ∝ 𝑇−1 ⇒ 𝜅 ∝ 𝑇−1, 𝑇 ≫ 𝜃𝐷  

في الجرجات السشخفزة ججا الشاقمية الحخارية متدايجة، أما العالية فيي متشاقرة، معشى ىحا أن بيغ ىحيغ السجاليغ الحجدييغ تسخ بقيسة 
  . 2.4عطسى  سا ىػ مػاح بالذكل 

 

 . تغيخات الشاقمية الحخارية لمجدع الرمب العازل مع درجة الحخارة2.4الذكل 
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 : تسارين الفرل الثاني 

:  1التسرين 

 نصبق تقخيب ديبار حيث تأخح علاقة التبجد الذكل .  𝑎الفاصمة الحرية𝑁 و عجدىا 𝑚 سمدمة خصية مغ ذرات متساثمة  تمتيا 
𝜔 = 𝑣𝑠𝑘  .تسثل𝑣𝑠 سخعة الرػت   .

 𝜃𝐷  و درجة حخارة ديبار 𝑘𝐷,  𝜔𝐷نرف قصخ ديبار حجد قيسة  .1
 . 𝑔 𝜔   الفػنػنات حالاتحجد عبارة  ثافة .2
 .حجد عبارة الصاقة الجاخمية الكمية بإىسال الصاقة الرفخية مغ أجل الجرجات الحخارية العالية و الػاششة .3
 .إستشتج الدعة الحخارية في الجرجات العالية و الػاششة .4
𝑣𝑠 :ع.ت = 3000 𝑚/𝑠   ،𝑎 = 3 𝐴°،, ، ℎ = 6.62 × 10−34𝐽/𝑠 ،𝑘𝐵 = 1.38 × 10−23𝐽/𝐾،  

𝑒𝑥  نعصي ≈ 1 + 𝑥, 𝑥 ≪ 1 ،  
𝑥𝑑𝑥

𝑒𝑥−1
𝑑𝑥

∞

0
=

𝜋2

6
.  

 
:  2التسرين 

𝑎شبكة مخبعة ثابتيا  = 3 𝐴° مكػنة مغ ذرات متساثمة  عجدىا 𝑁2 . نجرس الفخع السدتعخض .
𝜔)بإعتبار تقخيب ديبار  .1 = 𝑣𝑠𝑘)  استشتج قيسة𝑘𝐷  ،𝜔𝐷 ، و درجة حخارة ديبار 𝜃𝐷.  
  . 𝑔 𝜔 حجد عبارة  ثافة الحالات لمفػنػنات .2
 .حجد عبارة الصاقة الجاخمية الكمية بإىسال الصاقة الرفخية مغ أجل الجرجات الحخارية العالية و الػاششة .5
 . إستشتج الدعة الحخارية في الجرجات العالية و الػاششة .6
𝑣𝑠 :ع.ت = 3000 𝑚/𝑠   ،𝑎 = 3 𝐴°،, ، ℎ = 6.62 × 10−34𝐽/𝑠 ،𝑘𝐵 = 1.38 × 10−23𝐽/𝐾،  

𝑒𝑥 نعصي ≈ 1 + 𝑥, 𝑥 ≪ 1 ،  
𝑥2𝑑𝑥

𝑒𝑥−1
𝑑𝑥

∞

0
= 2.4. 

 
:  3التسرين 

𝑎شبكة مكعبة ثابتيا  = 3 𝐴° مكػنة مغ ذرات متساثمة  عجدىا 𝑁3 . نجرس الفخع الصػلي و الفخعيغ السدتعخايغ .
  𝜔𝑇 و التخدد الأعطسي لمسػجات السدتعخاة 𝜔𝑙حجد التخدد الأعطسي لمسػجات الصػلية  .1
𝜔بإعتبار البمػرة متساثمة السشاحي و أن  .2 = 𝑣𝑙𝑘 بالشدبة لمفخع الصػلي و 𝜔 = 𝑣𝑇𝑘 حجد عبارة  ثافة . لمفخعيغ السدتعخايغ

 . لمفخعيغ السدتعخايغ  𝑔𝑇 𝜔 لمفخع الصػلي و   𝑔𝑙 𝜔الحالات لمفػنػنات 
حجد عبارة الصاقة الجاخمية الكمية بإىسال الصاقة الرفخية مغ أجل الجرجات الحخارية العالية و الػاششة لمفخع الصػلي و الفخعيغ  .3

 .السدتعخايغ

 نعصي . إستشتج الدعة الحخارية في الجرجات العالية و الػاششة لمفخع الصػلي و الفخعيغ السدتعخايغ  .4
𝑥3𝑑𝑥

𝑒𝑥−1
𝑑𝑥

∞

0
=

𝜋4

15
.  


