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  الإنتاجنظرية 

 تمهيـد:  

التي تقوم بها المؤسسة  تالموافق, والقرارا و تحاول نظرية المنتج أن تبين مختلف التصرفات 

   .بهدف الحصول أفضل المكاسب وأكبرها ،لغرض إنتاج كمية معينة ضمن الميزانية المخصصة لذلك

  : أولا:الهدف من دراسة سلوك المنتج

سلعة معينة في ظل شكل السوق بالمنتج هو اشتقاق العرض الخاص دراسة سلوك من الهدف النهائي 

   .السائد

  : ثانيا: الفرضيات التي يقوم عليها سلوك المنتج

و الرشيد هو أالفرضية الأساسية التي يقوم عليها تحليل سلوك المنتج هي عقلانيته، فالمنتج العقلاني 

شكل الذي يسمح له بإنتاج الكمية التي تعظم ذلك المنتج الذي يهدف إلى استعمال عوامل الإنتاج بال

  ربحه في حدود الميزانية المخصصة للإنتاج.

  من اجل تحليل سلوك المنتج:المعطيات التي يجب توفرها  :لثاثا

                                  التالية:تتوفر الشروط  أن حتى نتمكن من تحليل سلوك المنتج يجب

أي طريقة المزج  ،لاقة التي تحدد لنا الطريقة الإنتاجية التي يستعملها المنتجو هي الع :جدالة الإنتا/ 1

  الإنتاج.أو الخلط بين عوامل 

  الإنتاج.المنتج من أموال لشراء عوامل  هصو هي ما يخص :الميزانية المخصصة للإنتاج/ 2

    العوامل.ونقصد بها أسعار عوامل الإنتاج في سوق تلك  :الأسعار/ 3

  نتاج: دالة الإ  -1

لكي يستطيع منتج معين إنتاج كمية محددة من سلعة معينة, يجب عليه استعمال كميات مختلفة من 

  .) ، التنظيم....عوامل الإنتاج (العمل, رأس المال, الأرض, التكنولوجيا

وعوامل الإنتاج  تصور العلاقة ما بين الكمية المنتجةدالة الإنتاج هي تلك الصيغة الرياضية التي 

   إنتاجها.في  اهمةالمس

  عامل إنتاجي واحد متغير أو أكثر:قد تكون بدلالة  الإنتاجو دالة 

(L)ƒ=1Q 

), KL( ƒ=2Q 

), K, TL( ƒ=3Q 
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  :في الفترة القصيرة) الإنتاج( دالة مل متغير واحداعبدالة الإنتاج   -2

, الأرض ,  المالرأس واحد متغير بينما العوامل الأخرى( يلة يستعمل المنظم عامل إنتاجافي هذه الح

لهذا السبب لا و، عملية الإنتاج في الفترة القصيرةـ:تبقى ثابتة, تسمى هذه الحالة ب .....)االتكنولوجي

من أجل لأن هناك من العوامل ما يحتاج إلى فترات أطول  ،يمكن تغيير عوامل الإنتاج بسهولة

  .الصناعةعة متغير حسب طبيالنتاج الإاختيار عامل  الأرض، ويتم :مثل تغييره،

  .) L( عنصر العملسلوك المنتج يعتبر العامل المتغير هو  تحليل وعادة في 

  :أنواع الإنتاج في الفترة القصيرة -2-1

  الحدي.الكلي والإنتاج المتوسط والإنتاج  الإنتاجهي  الإنتاجمن  أنواعفي الفترة القصيرة يوجد ثلاث  

على أنه مجموع الكميات المنتجة عند استخدام  TPي يمكن تعريف الإنتاج الكل: TPالكليالإنتاج   -أ

  .عامل الإنتاج المتغير (العمل)

مدى مساهمة كل عامل في  هو عبارة عنللعمل : الإنتاج المتوسط LAPللعمل توسطَ المالإنتاج  -ب

تاج المتغير الإنتاج الكلي مقسوم على الكمية المستخدمة من عامل الإن هو أي الكلي، الإنتاج

  .(العمل)

  و يحسب كما يلي:

  

: الإنتاج الحدي هو التغير في الإنتاج الكلي الناشئ عند زيادة استخدام LMP للعمل الحدي الإنتاج -ج

  و يحسب بالطريقة التالية:. واحدةبوحدة  المتغير العمل العامل

  

L

TP

L

TP
MPL 







  

  

  

    

 :لي و الإنتاج الحدي و الإنتاج المتوسطالتمثيل البياني لمنحنيات الإنتاج الك -د

  التالي:المثال  و ذلك كما هو مبين في مثيل الأنواع الثلاثة للإنتاج( الكلي،الحدي،المتوسط)يمكن ت

  Tالأرض Lالعمل   TPإنتاج كلي  LAPإنتاج متوسط   LMPإنتاج حدي 

- 0 0 0 1 

L

TP
APL   
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  الانتاج

 Iالمرحلة

TP  



 2 محاضرات في الاقتصاد الجزئي  نظرية الإنتــــاج

 

 162 السنة الاولى جذع مشترك ( ل م د )        أ.د/ خليفي عيسى                     

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 أيرتفع إلى غاية وصوله إلى نهائية العظمى يبد TPنلاحظ أن الإنتاج الكلي الشكل السابق خلال من 

بعدها في التناقص ومن منحنى  الإنتاج الكلي يمكن اشتقاق منحنى الإنتاج  المتوسط  LAP  و منحنى

)(الإنتاج الحدي  LMP، تاج المتوسط يزداد حتى يصل إلى نهايته العظمى، يأخذ حيث أن منحنى الإن

بعدها في التناقص مع زيادة إستخدام العمل، ونفس القول ينطبق على منحنى الإنتاج الحدي الذي يزيد هو 

)0(يبلغ نهايته العظمى بعدها يبدأ في التناقص حتى يقطع محور العمل أي  تىالأخر ح LMP  ليصبح ،

  سالب تماما مع زيادة إستخدام عنصر العمل. بعدها

  :العلاقة بين المنحنيات الثلاثة -هـ

  إن التمعن في الشكل السابق يعطينا أكثر تفاصيل حول تطورات المنحنيات، والعلاقة بينهم.

  :LMPو منحنى  TPالعلاقة بين منحنى  )1

الكلي متزايدا بمعدل  عندما يكون منحنى الإنتاج الحدي متزايدا تماما يكون منحنى الإنتاج -

 متزايد.

عندما يصل منحنى الإنتاج الحدي إلى أعظم قيمة له يكون منحنى الإنتاج الكلي عند نقطة  -

  انعطاف ( نقطة التحول من التزايد بمعدل متزايد الى التزايد بمعدل متناقص).

الكلي  عندما يكون منحنى الإنتاج الحدي متناقصا في المجال الموجب يكون منحنى الإنتاج -

  متزايدا بمعدل متناقص.

LAP  

LMP  

  العمل

  
 IIالمرحلة

 IIIالمرحلة

4 7 
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عندما يقطع منحنى الإنتاج الحدي محور العمل( الإنتاج الحدي معدوم) يكون منحنى الإنتاج  -

  الكلي عند أعظم قيمة له ( أعظم إنتاج).

عندما يكون منحنى الإنتاج الحدي متناقصا في المجال السالب يكون منحنى الإنتاج الكلي  -

  متناقصا تماما.

  :LMPو منحنى  LAPن منحنى العلاقة بي )2

 عندما يكون منحنى الإنتاج المتوسط متزايدا تماما يكون منحنى الإنتاج الحدي فوقه دوما. -

عندما يتقاطع منحنيا الإنتاج المتوسط و الإنتاج الحدي يكون منحنى الإنتاج المتوسط عند نهايته  -

 العظمى.

 ن منحنى الإنتاج الحدي تحته دوما.عندما يكون منحنى الإنتاج المتوسط متناقصا تماما يكو -

  

 :مراحل الإنتاج  -2-2

  من الشكل السابق نستطيع تقسيم مراحل الإنتاج إلى ثلاث مراحل أساسية هي:

   :الاولىالمرحلة -أ

منحنى الإنتاج  دكما يتزاي ،في المرحلة الأولى يتزايد منحنى الإنتاج المتوسط حتى يبلغ مستواه الأقصى

إلى أن يتقاطع مع منحنى  ا،ضا مستواه الأقصى ثم يبدأ بالتناقص مع بقائه موجبالحدي حتى يبلغ هو أي

)(الإنتاج المتوسط  LL APMP ،  في مقابل ذلك يزيد الإنتاج الكلي بمعدلات متزايدة إلى أن يصل إلى نقطة

  .الإنعطاف 

المتوسط نهايته العظمى( أي  نتاجالإتبدأ المرحلة الأولى من نقطة الأصل ، وتنتهي عندما يبلغ منحنى 

  الإنتاج المتوسط).الحدي مع منحنى  الإنتاجعندما يتقاطع منحنى 

)( LL APMP   L=0 

4L  L=0 

  :الثانيةالمرحلة -ب

دما يقطع تبدأ هذه المرحلة من نهاية المرحلة الأولى أي من النهاية العظمى للإنتاج المتوسط و تنتهي عن

)0(الحدي الإنتاجالحدي محور العمل، أي عندما ينعدم  الإنتاجمنحنى  LMP .  

)0( LMP  )( LL APMP  
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7L  L=4 

   :الثالثةالمرحلة  -ج

  . و تنتهي إلى مالا نهاية)،  Lمحور  اج الحدي محور العمل (تنلااعندما يقطع منحنى تبدأ 

  و في هذه المرحلة يتناقص الإنتاج الكلي تماما.

      )0( LMP 

L  L=7 

 

  :قانون الغلة المتناقصة -2-3

متغيرة أو قانون الغلة المتناقصة و تطور الإنتاج بهذا الشكل إلى ما يسمى بقانون النسب ال عيخض

) من عامل الإنتاجي المتغير "العمل L2=,L1=L,=3,...(.الذي يعني أنه عند إضافة وحدات متتالية 

L " ، فان الإنتاج الكلي يزداد بمعدل متزايد ثم يزداد بمعدل متناقص ثم يتناقص تماما , وذلك تبعا

المتناقصة في العمل انطلاقا من النقطة التي يبلغ فيها  لتطورات الإنتاج الحدي , ويبدأ قانون الغلة

  إلى دون توقف في المجال الموجب الإنتاج الحدي مستواه الأعظمي حيث يبدأ فيها بالتناقص

  . أن ينعدم 

  

  

 :)القرار الرشيد للمنتج عند المرحلة الثانيةالمنطقة الاقتصادية( -2-4

عمل المنتج كمية كبيرة من العمل مقابل كمية قليلة من عند المرحلة الثالثة يست انه يمكن أن نلاحظ    

وفي هذه المرحلة فإن إنتاجية العمل تكون سالبة بالرغم من أن إنتاجية رأس المال عالية  ،رأس المال

ذلك فإن هذا لعدد أقل من العمال , و باستعمالأفضل  يويمكن الحصول على مستوى إنتاج، (موجبة) 

  .لإنتاجية في هذه المرحلة خذ قراراته ايتالمنتج لا 

بالنسبة لرأس المال يستعمل ف، كم أن المرحلة الأولى من الإنتاج تناظر المرحلة الثالثة منه (من الإنتاج)  

تكون سالبة  المال العمال وفي هذه المرحلة فإن إنتاجية رأس نمقابل عدد كبير م ،المنتج كمية كبيرة منه

ويمكن الحصول على مستوى أفضل من الإنتاج بإستعمال  ،(موجبة) بالرغم من أن إنتاجية العمل عالية

خذ قراراته الإنتاجية في هذه ت, ولذلك فإن المنتج لا ي ( كمية أكبر من العمل)كمية أقل من رأس المال

  .المرحلة أيضا 
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رغم موجبتان تبقى المرحلة الثالثة من الإنتاج التي تكون فيها إنتاجية رأس المال وإنتاجية العمل 

  الإنتاج.ولذلك يجب أن تتركز القرارات الرشيدة لهذا المنتج في المرحلة الثانية من مراحل  تناقصهما,

 :2لتكن لدينا دالة الإنتاج التالية:   مثالL -L12  +10= Q 

  .للعمل إيجاد دالة الإنتاج المتوسط - :المطلوب

  الإنتاج الحدي للعمل.إيجاد دالة  - 

  دما يكون الإنتاج الكلي في حده الأقصى.إيجاد عدد العمال عن - 

  في حده الأقصى. الحديعندما يكون الإنتاج عدد العمال إيجاد  -      

  في حده الأقصى. المتوسطعندما يكون الإنتاج عدد العمال إيجاد  -      

 ايجاد دالة الإنتاج المتوسط للعمل -1:الحل:  

L
L

AP

L

LL

L

TP
AP

L

L






12
10

1210 2

  

 :دي للعملايجاد دالة الإنتاج الح -1

LMP

L
L

TP
MP

L

L

212

212







  

  :إيجاد عدد العمال عندما يكون الإنتاج الكلي في حده الأقصى -3

  يكون الإنتاج الكلي في حده الأقصى عندما يكون الإنتاج الحدي معدوما.    

6
2

12
0212

02120





LLL

L
L

TP
MPL 



  

  :إيجاد قيمة الإنتاج الحدي عندما يكون الإنتاج الكلي في حده الأقصى  -4

 L=6كون الإنتاج الكلي في حده الأقصى عند:ي 

  :الحدي الإنتاجهذا العدد من العمال تصبح قيمة   عنѧѧѧد

  

  

  012126212 LMP
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  :إيجاد قيمة الإنتاج المتوسط عندما يكون الإنتاج الكلي في حده الأقصى -5

 L=6يكون الإنتاج الكلي في حده الأقصى عند:

  هذا العدد من العمال تصبح قيمة الإنتاج المتوسط:  عنѧѧѧد

66.7
6

46

612
6

10





L

L

AP

AP
  

  :متغيرين (دالة إنتاج الفترة الطويلة) نيإنتاجيالإنتاج باستخدام عاملين  -3
وبما أنه يستطيع أن يغير عوامل   ،في هاته الحالة يستطيع المنظم أن يستعمل عاملين إنتاجين متغيرين

لأن المنتج لا  ،لفترة طويلةلاج هي دالة الإنت ة عن ذلكرعبفمعنى ذلك أن دالة الإنتاج الم ،الإنتاج كلها

  .يستطيع تغيير كل عوامل الإنتاج إلا في الفترة الطويلة

),(وتكون دالة الإنتاج في هاته الفترة عبارة على    KLfQ   

 هو رأس المال. Kهو العمل، و Lحيث 

  .منحنى الناتج المتساويبما يسمى هذه الدالة ب لىع االتعبير بيانيويمكن  ،ةبمقادير متغيرهما يستخدم وكلا 

  

  :تعريف منحنى الناتج المتساوي  -3-1

تبين منحنيات الناتج المتساوي التوافيق أو التوليفات المختلفة من عوامل الإنتاج (العمل، رأس المال) التي 

  تنتج نفس المقادير من الإنتاج( أو لها نفس حجم الإنتاج).

احد و إنما مجموعة من منحنيات الناتج المتساوي و التي تسمى و المنتج ليس له منحنى ناتج متساوي و

  خريطة أو شبكة منحنيات الناتج المتساوي.

  

  

  

  

  

  

  
L 

1Q 

2Q 

K 

3Q 
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  :خصائص منحنيات الناتج المتساوي -3-2

 الناتج المتساوي لها نفس خصائص منحنيات السواء و المتمثلة في: منحنيات

  يعكس ظاهرة الإحلال وهذا في المدى الملائم أو  فهو بالتالي سالب,ميل منحنيات الناتج المتساوي

  في المنطقة الاقتصادية الإنتاج.

  وهي الحالة الوحيدة التي يكون فيها المعدل الحدي للإحلال التقني  الأصل,محدبة باتجاه نقطة

  .امتناقص

  أي حتى تكون كل نقطة تقع على منحنى أعلى أفضل من  أبدا,منحنيات الناتج المتساوي لا تتقاطع

 لا يتحقق في حالة التقاطع.ماوهو  أسفل,نقطة تقع على منحنى 

  

  

  

  

  :حالات استثنائية لمنحنيات الناتج المتساوي -3-4

  هي: أخرى أشكالا تأخذ أنمنحنيات الناتج المتساوي يمكن 

  تماما: متكاملتان Kو  Lمنحنيات الناتج المتساوي في حالة  -أ

  

  

  

  

  

  

  تماما: بديلتان Kو  Lلمتساوي في حالة منحنيات الناتج ا -ب

  

  

  

K 

L 

 

K 

3Q 
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  :تعيين المدى الملائم أو المنطقة الاقتصادية للإنتاج -4

منحنى الناتج المتساوي تعبر عن نقاط المنطقة  سفي الحقيقة ليست كل النقاط الموجودة على نف

و السبب في ذلك  ،ا نفس المستوى من الإنتاجالاقتصادية أو النقاط الاقتصادية , بالرغم من أنها تعطي لن

أن هناك نقاط تتطلب استعمال كميات أكبر من رأس المال والعمل للحصول على مستوى الإنتاج نفسه , 

وبالتالي ليس من المعقول أن نختار مثل هاته النقاط , وعليه فإن المدى أو المنطقة الاقتصادية الإنتاج هي 

أي تكون ا، بين عوامل الإنتاج سالب TMSTا المعدل الحدي للإحلال التقني المنطقة التي يكون فيه تلك

ويمكن فصل المنطقة الاقتصادية من المنطقة غير الاقتصادية  ،هناك إمكانية الإحلال بين عوامل الإنتاج

كل المنحنيات  بخطوط تسمى : خطوط الحدود , وتمر خطوط الحدود بكل نقاط الإنعطاف الموجودة على

إلى  و موجبا, TMSTالناتج المتساوي حيث إلى خارج هذه الخطوط يكون المعدل الحدي للإحلال التقني 

  ، و هو ما يمثله الشكل التالي:داخلها سالبا

  

  

  

  

  

  

  

  

 خصائص المنطقة الاقتصادية: 

  الطويلة بالخصائص التالية:تتميز المنطقة الاقتصادية للإنتاج في الفترة 

سالبا , وهذا دليل على أن ميل كل نقطة  TMSTداخل هذه المنطقة يكون المعدل الإحلال التقني  -

  داخل هاته المنطقة هو ميل سالب.

L 

 

1Q 

2Q 

L 

1Q 

2Q 

3Q 

K 

  
  لمنطقة الاقتصاديةا

O 

A 

B 
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  قابلية الإحلال بين عوامل الإنتاج.  -    

  الحدية موجبة داخل هذه المنطقة. الإنتاجية -    

  

  :TMSTدل الحدي للإحلال التقني أو الفني المع -5

عند ما يزداد العنصر  يفي عنصر إنتاج مدى الانخفاضيقيس  TMSTالمعدل الحدي للإحلال التقني

 L .بمعنى أن المعدل الحدي لإحلال التقني للعامل بينما يبقى مستوى الإنتاج ثابت. واحدة, وحدةبالآخر 

بوحدة واحدة،  Lلزيادة استخدام العامل  Kمقدار الكمية التي ينبغي أن يتخلى عليها المنتج من  Kمحل 

  على نفس مستوى الإنتاج ( نفس منحنى الناتج المتساوي ).بقاء المع 

:                    و يحسب بالشكل التالي
  L

K

L

K

MP

MP
TMS

K

L
T KL 








,

  

 ثلاث منحنيات ناتج متساوي، احسب المعدل الحدي للإحلال التقني  ليكن لدينا الجدول التالي به:مثال

  المنحنيات الثلاثة:عند كل منحنى من 

  Ш      Π      I    

L,KTMST  K  L L,KTMST  K  L L,KTMST  K  L 

-  15  5.5  -  14  4  -  14  3  

-6  12  5  -3  11  3  -4  10  2  

6  9  5.5  3  8  4  4  6  3  

1.4  8.3  6  1.7  6.3  5  1.5  4.5  4  

1.3  7  7  1.3  5  6  1  3.5  5  

1  6  8  0.6  4.4  7  0.5  3  6  

0.4  5.6  9  0.4  4  8  0.3  2.7  7  

-0.4  6  10  -0.4  4.4  9  -0.3  3  8 

  

  :ساويتمنحنى التكلفة الم -6
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أي مقدار ما  ،فإنه يبدأ بتخصيص الميزانية اللازمة لذلك الإنتاجية,عملية العندما يقرر المنظم القيام ب

هذه  الإنتاجعلى عوامل  الإنفاقيجب أن لا يتجاوز  حينئذ ،لإنتاجيمكن إنفاقه للحصول على عوامل ا

   الميزانية.

( أي مقدار الكمية المستعملة الإنفاق الكلي على عوامل الإنتاج هو مجموع الإنفاق على عنصر العمل و

 من العمل مضروبا في سعر الوحدة منه)، و الإنفاق على عنصر رأس المال(مقدار الكمية المستعملة من

  .رأس المال مضروبا في سعر الوحدة منه)

حيث  ،L بالرمزوعنصر العمل  K بالرمزعنصر رأس المال  و ، CTفإذا رمزنا للإنفاق الكلي بالرمز:

  فإننا نحصل على معادلة التكلفة من الشكل: .PLوسعر العمل هو: ،PKسعر رأس المال هو:

             KL PKPLCT ..   

نقوم بالتمثيل البياني و الهندسي لمعادلة التكلفة عن طريق ما يسمى بمنحنى التكلفة المتساوي،و الذي هو 

تج معين، وهو بصفة عبارة محل هندسي يصور مختلف إمكانيات الإنفاق على عوامل الإنتاج لدى من

  عامة عبارة عن خط مستقيم ميله سالب وثابت، و يمكن توضيحه بالشكل التالي:

  

K  L  

0  
PL

CT  

PK

CT  0  

  

  

      

  

  : توازن المنتج -7

و استعمال عوامل الإنتاج بالشكل الذي يسمح له  استخداميكون المنتج في حالة توازن عندما يميل إلى 

في حدود الميزانية المخصصة له ويمكن إيجاد توازن المنتج بنفس  ،بإنتاج أعظم كمية ممكنة من منتوج

  .الطرق التي استخدمناها في إيجاد توازن المستهلك

  رياضيا: إيجاد نقطة التوازن -7-1

L 

K 

PL

CT 

PK

CT 
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نا أن نجد الكميات التي يمكن استخدامها من العمل و رأس دما تتوفر دالة الإنتاج و معادلة الدخل، يمكنعن

المال، و التي تجعل هذه الدالة أعظم ما يمكن في حدود ميزانية الإنتاج الممكنة، أو التي تقلل ميزانية 

  الإنتاج في حدود إنتاج معلوم، و قد نجد هذه الكميات باستعمال عدة طرق رياضية نذكر منها: 

   :طريقة شرط التوازن  -أ

كما هو الشأن في نظرية سلوك المستهلك فإنه يمكن إيجاد كميات العمل, ورأس المال التي تحقق أعظم 

  التالية:إنتاج ممكن وذلك بالعلاقة 

K

K

L

L

P

MP

P

MP
  

  ويمكن تعميم هذه القاعدة في حالة إستخدام أكثر من عاملين إنتاجين.

  :وضع دالة الهدف )1:طريقة مضاعف لاغرانج -ب

      : في حالة تعظيم الإنتاجة الهدف دال -

)(max KPLPCTQZ KL    

  دالة الهدف في حالة تقليل التكلفة: -

)(. 0 QQKPLPW KL    

                                                                                              حالة التعظيم: في نموذج الحل - :وضع نموذج الحل )2






L

L
LL P

MP
PMP

L

Z
10.0  

K

K

L

L

K

K
KK P

MP

P

MP

P

MP
PMP

K

Z
 




20.0  

30..0  KL PKPLCT
Z


  

                                                                                                                             في حالة التقليل: نموذج الحل -






L

L
LL MP

P
MPP

L

W
10.0  

K

K

L

L

K

K
KK MP

P

MP

P

MP

P
MPP

K

W
 




20.0  

300 0  QQ
W


  
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  :حل النموذج )3

  .وLKمن المثلى نحصل على الكميات التعظيم و التقليلوبحل نموذج 

  :هندسياإيجاد توازن المنتج  -7-2

هي نقطة التماس بين خط و  ،التوازن عند نقطة حدد توازن المنتجتساوي يتبكة المنحنيات الناتج المفي ش 

وتقع هذه النقطة بالضرورة داخل  هذا الخط،منحنى ناتج متساوي يمكن أن يصله  المتساوية وأعلى التكلفة

لى التوليفة المثلى من العمل عند إسقاط هذه النقطة عموديا و أفقيا نحصل ع للإنتاج. المنطقة الاقتصادية

),(هاذين العنصرين المتغيرين  منأي تلك الكميات المستعملة  ،ورأس المال KL   للحصول على أقصى

  (أكبر) كمية من الإنتاج في حدود الميزانية المخصصة لذلك.

  و يمكن تمثيل وضع التوازن هندسيا كما يلي:

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

توازن بالنسبة لهذا المنتج وأن الهي نقطة  Eيوضح أن السابقإن الشكل  EE KL هي الكميات التي يجب  ,

استخدامها من العمل ورأس المال للحصول على أقصى وأكبر إنتاج ممكن في حدود الميزانية المخصصة 

  .للإنتاج

 ميلنتج أيضا عندما يتساوى ميل خط التكلفة المتساوية مع يمكن الحصول على توازن الم و  

  :المتساوي منحنى الناتج 

K 

EK 

L 

E 

EL 

1Q 

2Q 

3Q 
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K

L

K

L

P

P

MP

MP
  

  

   :مسار التوسع هندسيا ورياضيا -8

  :هندسيا -8-1

  ميزانيته من الذي يتبعه المنتج لزيادة قدرته على الإنتاج إذا زاد لكمسار التوسع عن المس يعبر        

نقاط توازن المنتج  ما بين وبعبارة أخرى هو ذلك المنحنى الذي يصل ،) ى الإنتاجالإنفاق الكلي عل( 

  ، و يمكن توضيح الفكرة من خلال الشكل التالي:عندما يتغير الإنفاق الكلي مع ثبات أسعار عوامل الإنتاج

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

تج من الإنفاق الكلي ( زادت ميزانية الإنتاج )،فأن منحنى ثبات أسعار عوامل الإنتاج، إذا زاد المنعند 

ليمس منحنى الناتج  ،2CTإلى  1CTمن الوضعية   التكلفة المتساوية ينتقل إلى أعلى وبشكل موازي

، وهذا يعني أن   2Eهي بالضرورة اكبر من نقطة التوازن 2E عند نقطة توازن جديدة 2Qالمتساوي 

وبالتالي يستطيع أن يحصل على كمية أكبر من  Lو  Kج يستطيع إن يحصل على كميات أكبر من المنت

  الإنتاج.

 3CTإلى  2CT من اد المنتج مرة أخرى الإنفاق الكلي بالقدر الذي ينقل خط التكلفة المتساويةزإذا  -

،  2Eهي بالضرورة اكبر من نقطة التوازن 3Eتوازن جديدة ي نقطة ليمس منحنى الناتج المتساوي ف

K 

2K 

L 

2E 

1Q 

2Q 

3Q 

1E 

3E 

 مسار التوسع

1L 2L 3L 

3K 

1K 

3CT      2CT      1CT 
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نقاط التوازن التي تحدث عندما يغير المنتج الإنفاق الكلي، نحصل على  مختلفبين  أو نربط صلنعندما 

  . مسار التوسع يسمى:منحنى جديد 

  

  

  :حسابيا -8-2

م الخاص بالمنتج حيث نحصل على إن إيجاد معادلة مسار التوسع رياضيا يتم بعد حل نموذج التعظي

LfK)(علاقة بين رأس المال والعمل.   .  

  لإنفاق الكلي.لتوازنية عند مستويات مختلفة  ليفةن العاملين توذيحيث تمثل كل ثنائية من ها

  

  : مرونة دالة الإنتاج -9

 ،ندما يتغير أحد عوامل الإنتاجع الكلينحتاج في بعض الأحيان إلى معرفة درجة التغير في الإنتاج  

وعليه يمكن تعريف مرونة الإنتاج بالنسبة لأحد عوامل الإنتاج على  .وتقاس هذه الظاهرة بمرونة الإنتاج

عندما يتغير ذلك العامل الإنتاجي بنسبة معينة ويمكن  الكليأنها: درجة أو نسبة التغير في كمية الإنتاج 

   لتالية:حساب هذه المرونة بواسطة الصيغة ا

  مرونة الإنتاج بالنسبة لعنصر العمل:  -أ

    

  

  

  مرونة الإنتاج بالنسبة لعنصر رأس المال:  -ب

  

  

  

  

  :الحجم(غلة الإنتـــاج)غـلـة - 10

غلة الحجم،  فكرة من هنا تبدأ ،ير كل عوامل الإنتاج مرة واحدةيالفترة الطويلة على إمكانية تغ تعتمد      

  .عندما تزداد كل عوامل الإنتاج بنسبة واحدة معينة الكليفي الإنتاج مقدار الزيادة  التي تعبر عنو

Q

L

L

Q

L

L
Q

Q

EL 



 



  

Q

K

K

Q

K

K
Q

Q

EK 







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   ،الزيادة في عوامل الإنتاج بنسبة ، مقارنةالكليأخرى هي نسبة الزيادة في الإنتاج  ةأو بعبار

  و تأخذ ثلاث حالات هي: 

   :الثابتةالحجم  غلة -أ

 الكليفان الإنتاج  )مثلا% 10(نفس الوقت في و في هذه الحالة عندما تزداد عوامل الإنتاج بنسبة معينة

   ).% 10أي (يزداد بنفس النسبة 

 للإنتاج: المرونة الكلية يعني أن اغلة الحجم ثابتة هذ  1 EKELE.  

  

  :المتزايدةالحجم  غلة -ب

و يؤدي  )،مثلا% 10( معينة تكون دالة الإنتاج في هذه المرحلة عندما تزداد كل عوامل الإنتاج بنسبة

  .) %10 اكبر من (  .بنسبة اكبر الكليذلك إلى زيادة الإنتاج 

 .مجموع مرونات دالة الإنتاج بالنسبة للعوامل اكبر من الواحد  1 EKELE   

  :المتناقصةالحجم  غلة -ج

أقل  بنسبة يزداد الكلي جفان الإنتا )مثلا% 10(قي هذه المرحلة عندما تزداد عوامل الإنتاج بنسبة معينة  

  ).%10(أقل من  من ذلك

 .مجموع مرونات دالة الإنتاج بالنسبة للعوامل اقل من الواحد 1 EKELE .  

  :  تجانس دالة الإنتاج -11

زيد فيها كل عوامل الإنتاج بنسبة معينة و يسمح لنا ذلك تتكون دالة الإنتاج متجانسة في الحالة التي  

  يلي: الكلي، و نقول عن دالة الإنتاج أنها متجانسة إذا تحقق مافي الإنتاج بمعرفة الزيادة 

    

   .الإنتاجدالة  درجة تجانس تمثل λبحيث 

 ثلاث حالات هي:  نميز بين و هنا  

  1  ابتة.غلة الحجم ث دالة الإنتاج متجانسة من الدرجة الأولى مما يدل على أن  

  1 غلة الحجم المتزايدة. دالة الإنتاج متجانسة من الدرجة اكبر من الواحد مما يدل على ان 

  1 غلة الحجم دالة الإنتاج متجانسة من الدرجة اقل من الواحد مما يدل على أن    

  . لمتناقصةا

QttKtLfQ  ),(  
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 :  كوب دوغلاس الإنتاج  دالة  -12

فسر السلوك ت ةاقتصادي ةرياضي دالة ا، ونستطيع القول انهالإنتاج لأشكال دواشكل من  يه

يستخدم في دراسة عملية الإنتاج على مستوى  أنو يمكن  .بعوامل الإنتاج الإنتاجي وعلاقته

  .ككل وفي دراسة عمليات الإنتاج على مستوى الاقتصاد المؤسسة

 ا و كوب بطرحه ريشارد وعالم الرياضيات ،ام كل من الاقتصادي الأمريكي بول دوغلاسق

يستطيع  الإحصائي. وكان الهدف في البداية هو التحقق فيما إذا كان التحليل 1929عام  ااختباره

  .الإنتاج وتأثير تلك الإنتاجية في مستوى الحدية للإنتاجية أن يؤكد وجود قوانين كمية

  دالة الإنتاج كوب دوغلاس هي من الشكل:

  

 

  .عنصر العمل يمثل Lحيث :

K : عنصر رأس المال هو.  

Q: .تمثل مستوى الإنتاج  

α, β ثوابت تحددها التكنولوجيا. (A, α, β>0). 

 )دالة كوب دوغلاس دالة متجانسة من الدرجةα+β:حيث ( 

           .Q                       β+α t(tL,tK)= ƒ 

 من الشكل: إذا كانت لدينا دالة الإنتاج  :مثـال  TKLQ B 
2

1  

  الواجب توفره لكي تصبح هاته الدالة، دالة دوغلاس.  طما هو الشر -

 و الإنتاجية الحدية.  K، Lاستنتج الدوال الإنتاجية المتوسطة ل  -

),(منحنيات الناتج المتساوي، عرف  من لى منحنىع - KLTMST )L  تحل محلK.(  

100,200ما هو حجم الإنتاج الذي تعطيه توليفة  -  LK 2,2.0, إذا اعتبرنا أن  T 4.0,4.0   

  .؟

  مرونة الإنتاج الكلية ؟ يما ه والإنتاج,  من عناصر حسب مرونة كل عنصرأ -

   .%5و نقصان حجم رأس المال بـ  %10ية من زيادة العمل بـ تقدرة زيادة الإنتاج أو نقصانه المتأ -

 الحـل:  

 KLAKLfQ .),(  
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1-  ʨو ه ȋʛش ʛفʨت ʖʳǽ0 > α,β,γ  نʨؔى تʱب دوغلاسحʨؗ .  
 :ʘʽ1ح  =+β+γα ة. غلة الحجمʱثاب  

 1 > +β+γα  ة غلة الحجمʙايʜʱم. 

  1 < +β+γα  ة. غلة الحجمʸاقʻʱم  

LK:ـل دوال الإنتاج المتوسطة -2 ,                                                     

                                                          TKLMP B
L  1..

2

1  

                                     
TKLMP B

L  1

2
  

                                                          
TKLMP B

K  1

2
                          

إيجاد  -3 
 KLTTMS

,
 :                                                                                

                                             








TKL

TKL

MP

MP
TMST

B

B

K

L
KL










1

1

,

2

2  

                                             
L

K



  

                                             L

K
TMST KL 




,  :donc     

     K = 200 ،L = 100،T = 2الذي تعطيه التوليفة  :حساب حجم الإنتاج -4
= 0, 4،= 0, 4،γ=0.2  

= 30, 17  =   TKL B 
2

1Q =  

  

                            

  : حساب مرونة كل عنصر من عناصر الإنتاج و مرونة الإنتاج الكلية -4

 T+ E K+ E LE = Eنة الإنʱاج الؔلʽة : لʙيʻا مʛو 

=  =  =  . = LE 
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=  =  =  . =  KE 

=  
TKL B  1

2
=  =  . =  TE 

 
   1مʛونة الإنʱاج الؔلʽة 

  

                                                 
PML

MPL

Q

L

L

Q
EL 




*  

                                              




TKL

TKL

B

B










1

1

2

1
2  

                                                    



 2

2
  

                                                  EL  

                                 




TL

TKL
B

PMK

MPK

Q

K

K

Q
EL

B

B














1

1

2

1
2*  

                                                             B
B




 2
2

  

                                                               BEL   

                                     
12

12

2

1
2*


















TKL

TKL

PMT

MPT

Q

T

T

Q
EL

B

B

  

                                                           EL*  

  إذن مرونة الإنتاج الكلي هي:

                                             BETEkELE  

                                                     12.04.04.0   

  1E :doncوهذا ما يبرهن على الشرط -

  الخاص بدلالة كوب دوغلاس.

e = 1 
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L

L
EL

Q

Q

L

L

Q

Q

Q

L

L

Q
EL
















*  

                          .*
K

K
EK

Q

Q

K

K

Q

Q

Q

K

K

Q
EK
















  

                              .
K

K
EK

L

L
EL

Q

Q 





 :donc  

                                         .%054.0%104.0   

                                       %2%2%4 

Q

Q  

2%إذن:                                                 

Q

Q  

  :خـلاصـة

  ج الناتج عن عنصر العمللحساب التغير في الإنتاج الكلي يجب حساب التغير في الإنتا

  زائد التغير في الإنتاج الناتج عن عنصر رأس المال.

  : 2مثـال

3.07.0100لدينا دالة الإنتاج التالية :  KLQ     

LKلأنفاقها على  250CTو دالة ميزانية المنتج محددة ب:  ,    

  :المطلـــوب

100,50امل الإنتاج أسعارها : / إذا كانت عو1  PKPL   فما هو حجم الإنتاج الذي يمكن أن يصل إليه

  هذا المنتج في حدود المعطيات المقدمة.

  / هل هاته الدالة متجانسة و ما هي درجة تجانسها مستنتجا طبيعة دالة الحجم.2

  / ما هو معدل الإحلال الحدي التقني عند نقطة التوازن.3

  د المرونة الكلية للإنتاج./ حد4

/ أوجد العلاقة بين 5 KLTTMS   و المرونات الجزئية.  ,

  : 2الحـــــل

  / إيجاد حجم الإنتاج :1
3.07.0100 KLQ   

KLCT 50100   
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 KLKLZ 5050250100 3.07.0    

                  1
5

7
05070 3,03,03.03.0  KLKLLL                   

2
10

3
010030 7,07,07,07,0  LKLKLK   

30100502500  KLL  

  نجد: 2و  1من 

7,07,03,03,0

10

3

5

7
LKKL   

7,07,03;03,0 314 LKKL   

14

3
7,07,0

3,03,0




LK

KL  

*
14

3
143

14

3
 LKKL

L

K  

  لنجد: 3في  لنعوض 

35
400

14
250

14

400
250

14

400
250

0
14

400
2500

14

300
502500

14

3
10050250*















L

L

LL

LLLLL

  

  نجد: في    Lبتعويض قيمة 

 

5,7:

5,735
14

3











Kdonc

K  

  (35,7,5)=(L, K)إذن: 

3,07,0

3,07,0

)5,7()35(100

100



 KLQ

  78,2204Qإذن حجم الإنتاج هو: 
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:             /لنا2

 

)1(

3,07,0)3,07,0(

3;03,07,07,0

3,07,0

100

100

)()(100)()(

T

KLT

KKLT

TKTLTKTLf

Q












  

الدرجة الأولى إذن : فطبيعة تجانسها و درجة تجانسها هي من  متجانسة,و عليه فإن الدالة المعطاة        

  فهي دالة ثابتة.

/ لإيجاد المعدل الحدي للإحلال التقني 3
),( KLTTMS  

2

1
:

2

1

010

05









T

T

TMSdonc

PK

PL
TMS

  

  / تحديد المرونة الكلية للإنتاج:4

1:;13,07,0

3,0
100

30

100
30

7,0
100

70

100
70

3,07,0
7,07,0

3,07,0
3,03,0

























EdoncEKELE

KL

K
LK

Q

K

K

Q
EL

KL

L
KL

Q

L

K

Q
EL

  

),(/ إيجاد العلاقة بين  5 KLTMS   ئية:و المرونة الجز  

لنا:      
PMLQ

L
MPL

Q

Q

PML

MPL

Q

L

L

Q
EL

MPK

MPL
TMS KL

1
;

1),(











 

  

نجد: 1في  و عليه بالتعويض
MPKEK

MPLEL
TMST TL 


),(  


