
République Algérienne Démo
ratique et Populaire

Ministère de l'Enseignement Supérieur et de la Re
her
he S
ienti�que

Université de Biskra

Fa
ulté des S
ien
es et de la Te
hnologie

RÉGULATION INDUSTRIELLE

Li
en
e : Con
eption Mé
anique, Énergétique

Master : Con
eption Mé
anique et Produ
tique

Dr. Lakhdar SEDIRA

1

Dr. Kamel MEFTAH

2

Département de Génie Mé
anique

Fa
ulté des S
ien
es et de la Te
hnologie

1
Laboratoire de Génie Mé
anique, LGM

2
Laboratoire de Génie Énergétique et Matériaux, LGEM



2



Table des matières

Introdu
tion générale v

1 Généralités sur les systèmes asservis 1

1.1 Introdu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2 Les systèmes de 
ommande . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2.1 De�nitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2.2 Signaux d'entrée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.2.3 Signal de sortie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.2.4 Classi�
ation du système de 
ommande . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.2.5 S
héma fon
tionnel d'un système asservi (en B.F) . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.3 Exemple : Chau�age d'immeuble . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.4 Exer
i
es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2 Systèmes linéaires et équations di�érentielles 9

2.1 Introdu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.2 Équations di�érentielles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.3 Equations di�érentielles aux dérivées partielles et Equations di�érentielles ordinaires . 10

2.4 Équations di�érentielles dépendantes du temps et indépendantes du temps . . . . . . . 10

2.5 Equations di�érentielles linéaires et non linéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.6 Linéarité et superposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.6.1 Prin
ipe de superposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.6.2 Prin
ipe de permanen
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.7 Résolution d'une équation di�érentielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.8 Exer
i
es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3 Transformation de Lapla
e 21

3.1 Introdu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3.2 Dé�nition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3.3 Propriétés de la transformation de Lapla
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3.4 L'inversion de la transformée de Lapla
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

i



ii TABLE DES MATIÈRES

3.5 Appli
ation de la T.L. à la résolution des équations di�érentielles linéaires à 
oe�
ients 
onstants 24

3.6 Dé
omposition de la transformée de Lapla
e en éléments simples . . . . . . . . . . . . 24

3.7 Détermination des inverses par utilisation du développement en éléments simples . . . 26

4 La fon
tion de transfert 29

4.1 Dé�nition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

4.2 Propriétés de la fon
tion de transfert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

4.3 Algèbre des s
hémas fon
tionnels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

4.3.1 Établissement des s
hémas fon
tionnels en utilisant les fon
tions de transfert. . 30

4.4 Exer
i
es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

5 Stabilité 37

5.1 Dé�nition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

5.2 Critères de stabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

5.2.1 Critère de Hurwitz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

5.2.2 Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

6 Critères graphiques de stabilité 41

6.1 Critère de Nyquist . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

6.1.1 Introdu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

6.1.2 Théorème de Cau
hy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

6.1.3 Pro
édure du 
ritère de Nyquist . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

6.2 Lieu de Bode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

6.3 Diagramme de Bla
k-Ni
hols . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

6.4 Marge de Gain, Marge de phase . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

7 Pré
ision des systèmes asservis 51

7.1 Généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

7.1.1 Notions de 
lasse d'un système asservi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

7.1.2 Dé�nition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

7.2 Erreur statique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

7.2.1 Erreur statique en réponse à un signal d'entrée 
anonique . . . . . . . . . . . . 52

7.2.2 Erreur statique en réponse à un signal de perturbation 
anonique . . . . . . . . 53

7.3 Erreur dynamique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

7.3.1 Remarques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

7.4 Pré
ision dynamique d'un système du premier ordre à retour unitaire . . . . . . . . . . 54

7.4.1 Pré
ision dynamique d'un système du deuxième ordre à retour unitaire . . . . 55



TABLE DES MATIÈRES iii

8 Corre
tion des systèmes asservis 57

8.1 Généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

8.1.1 Rappel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

8.1.2 Dilemme Stabilité-Pré
ision . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

8.1.3 Notion sur le 
orre
teur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

8.2 Les 
orre
teurs spé
i�ques P, PI, PD et PID . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

8.2.1 Les lois de 
ommande . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

8.2.2 La 
orre
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

8.3 Corre
tion 
lassique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

8.3.1 Corre
tion 
as
ade ou série . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

8.3.2 Corre
tion parallèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

Bibliographie 62



iv TABLE DES MATIÈRES



Introdu
tion générale

Ce support de 
ours est dispensé à la fa
ulté des S
ien
es et de la Te
hnologie de l'université de

Mohamed Khider- Biskra. Il s'adresse parti
ulièrement aux étudiants du premier et deuxième 
y
les

du département de Génie Mé
anique (Constru
tion mé
anique, Énergétique, Con
eption Mé
anique

et produ
tique, Génie Climatique,...et
). le 
ours a pour but prin
ipal de présenter ave
 une appro
he

simple et très pratique des fondements de l'automatique linéaire que nous appellerons souvent la

régulation automatique. Cette démar
he 
onsiste à étudier les systèmes linéaires types les plus impor-

tants (premier et deuxième ordre, ...) qui seront traités par des exemples physiques variés (thermique,

mé
anique et éle
trique). Le 
ontenu de 
e support est dévisé en huit 
hapitres.

Le premier 
hapitre est 
onsa
ré à la dé�nition des termes du titre de programme envisagé et aux


ara
téristiques générales des systèmes linéaires et invariants. La symbolisation normalisée des bou
les

de régulation dans l'industrie sera aussi présentée a�n de permettre à l'étudiant de lire les s
hémas

de régulation présentés dans l'industrie 
omme on lit un dessin de mé
anique. Il est souhaitable de


omparer le signal de sortie d'un système de 
ommande au signal d'entrée : un exemple d'un 
hau�age

d'immeuble montre l'intérêt de la stru
ture à bou
le.

Le deuxième 
hapitre a pour but la modélisation de systèmes réels sous forme d'équations di�é-

rentielles. 
'est à dire le modèle mathématique, né
essaire pour la réalisation de la 
ommande. C'est

pourquoi, il nous a semblé utile d'y étaler dans une large pla
e les di�érents types des équations

di�érentielles qui re�ètent le 
omportement réel des systèmes. Nous présentons les te
hniques de réso-

lution ainsi que les prin
ipes de superposition et de permanen
e liées généralement à la simpli�
ation

de l'étude des systèmes.

La résolution de l'équation di�érentielle dans le domaine temporaire n'o�re pas assez d'informa-

tions sur le 
omportement du système dans des éventuels situations 
ritiques, 
'est pourquoi, dans le

troisième 
hapitre nous développerons un outil mathématique 
lassique mais mais inévitable en régu-

lation qui est la transformée de Lapla
e ave
 surtout ses appli
ations pour la résolution des équations

di�érentielles.

A noter que dans l'analyse des systèmes linéaires types. On insistera surtout à l'analyse temporelle

des systèmes (analyse indi
ielle et impulsionnelle). L'analyse fréquentielle, qui est plut�t une appro
he

d'éle
troni
iens, n'a pas un grand sens physique et pratique dans les pro
essus énergétiques. En e�et

les perturbations de débit, température ou de pression varient en pratique plus sous forme d'un é
helon

v



vi INTRODUCTION GÉNÉRALE

ou d'une rampe que d'une sinusoïde.

L'outil mathématique de l'analyse des systèmes traités dans le 
hapitre pré
édent servira dans le

quatrième 
hapitre à introduire la notion de la fon
tion de transfert et 
es propriétés. l'établissement

des s
hémas fon
tionnels en utilisant les fon
tions de transfert sera étudié dans la �n de 
e 
hapitre.

Le 
inquième 
hapitre propose la théorie de la stabilité des systèmes ave
 une appro
he algébrique.

deux 
irières de stabilité à savoir : 
ritère de Routh et 
elui de Hurwitz seront présentés a�n d'évaluer

le phénomène de stabilité pour des systèmes d'ordre inférieur.

Une fois un signal est retardé de quelques se
onds quelque part dans la bou
le du système, Ce qui

fait di�
ile d'évaluer la stabilité du système, l'utilisation des 
ritères graphiques devient né
essaire.

En se basant sur la théorie de Cau
hy, les 
ritères de Nyquist, de Bode et 
elui de Bla
k-Ni
hols sont

illustrés dans le 
hapitre six a�n de présenter la fon
tion de transfert dans des plans 
omplexes. Les

notions de la marge de gain et de la marge phase sont par 
onséquent dé�nies.

Le 
hapitre sept est 
onsa
ré à la pré
ision des systèmes asservis. Vu la réponse du système, deux

types d'erreur seront distinguées. l'erreur statique et l'erreur dynamiques seront dé�nies en premier

lieu en réponse à un signal d'entrée 
anonique d'une part, et à un signal d'entrée de perturbation


anonique d'autre part. L'erreur dynamique est montré dans 
e 
hapitre pour les 
as des systèmes du

premier et de deuxième ordre.

Comme il sera montré dans les 
hapitres pré
édents, les 
onditions imposées par la pré
ision et la

stabilité sont généralement 
ontradi
toires. Le dilemme stabilité- pré
ision sera traité dans le huitième


hapitre. Les di�érents types de 
orre
teurs seront l'objet des deux parties prin
ipales de 
e 
hapitre.

Cependant, le premier paragraphe porte sur les 
orre
teurs spé
i�ques : Proportionnel, Intégrateur et

dérivateur, et le dernier sur la 
orre
tion 
lassique : 
as
ade ou série et la 
orre
tion parallèle.

Malgré tout le soin apporté à la réda
tion, l'auteur est 
ons
ient des imperfe
tions qui peuvent

en
ore subsister dans 
e poly
opié. Aussi, l'auteur est re
onnaissant par avan
e des remarques que

pourront lui adresser les le
teurs et les étudiants pour la perfe
tion de 
e support de 
ours.



Chapitre 1

Généralités sur les systèmes asservis

1.1 Introdu
tion

1.2 Les systèmes de 
ommande

1.2.1 De�nitions

� Un système est un assemblage, un ensemble ou une 
olle
tion d'objets reliés ou bran
hés les uns

aux autres de façon à former une entité ou un tout.

� Le mot asservir est en général pris dans le sens de régler, diriger ou 
ommander.

� L'asservissement est un ensemble mathématiques et une te
hnique de raisonnement qui 
on
er-

nant la prise de dé
ision et la 
ommande des systèmes.

� Un système de 
ommande est une 
ombinaison d'éléments physiques, 
himiques ou biologiques,

et
 ; asso
iés les uns aux autres de façon à former une entité unique et agissant en tout que telle,

dans le but de s'auto
ommander ou s'autorégler ou 
ommander et régler un autre système.

Exemples

� Le système suivant 
onstitué par un miroir pouvant pivoter sur l'une de ses extrémités et pouvant

être relevé ou abaissé au moyen d'une vis à l'autre extrémité est un système de 
ommande, grâ
e

à la vis, on peut régler à volonté la dire
tion du rayon ré�é
hi, �gure 1.1.

1



CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS SUR LES SYSTÈMES ASSERVIS

α

α

source lumineuse

miroir

rayon réfléchi

vis de réglage

pivot

Figure 1.1 �

� Un automobiliste sur une route dirige sa voiture d'après la position de la 
haussé par rapport à

des repères liés à la voiture (
apot, bord du par-brise), lorsque il aborde un virage, sa position


hange par rapport à un repère, le 
ondu
teur tourne le volant pour 
orriger l'é
art. Il e�e
tue

alors une régulation de la position de la route par rapport à son véhi
ule.

� Un appareil de 
hau�age à thermostat, on règle la température de référen
e ou désirée de la

piè
e, quand la température de la piè
e est inférieure à 
elle désirée, le fourneau fournit de la


haleur, jusqu'à 
e que la température de l'en
einte devienne égale à la grandeur de référen
e,

alors le fourneau s'éteint automatiquement.

1.2.2 Signaux d'entrée

Ce sont les signaux d'ex
itation du système, ils agissent sur son état mais ils y sont indépendants,


es grandeurs peuvent être de deux types.

� Grandeur 
ommandable : Elle est appliquée à partir d'une sour
e d'énergie externe, a�n de

provoquer une réponse spé
i�que du système.

� Grandeur non 
ommandable : C'est une grandeur indésirable appelée parasite ou perturbation,

elle nuit au bien fon
tionnement du système et fausse sa réponse.

1.2.3 Signal de sortie

C'est la réponse e�e
tive élaborée par le système évoluant à partir de son état initial sous l'a
tion

des signaux d'entrée.

1.2.4 Classi�
ation du système de 
ommande

Suivant la relation qui existe entre le signal de 
ommande et le signal de sortie on distingue deux


atégories générales : Les systèmes en bou
les ouvertes et les systèmes en bou
les fermées.

Université de Biskra 2 Dr. SEDIRA Lakhdar



1.2. LES SYSTÈMES DE COMMANDE

� Un système en bou
le ouverte est un système où le signal de 
ommande est indépendant du

signal de sortie.

� Un système en bou
le fermée est un système où le signal de 
ommande dépend d'une façon ou

d'une autre de signal de sortie.

Système de 
ommande en bou
le ouverte (B.O)

� Des systèmes en général simple et fa
ile d'emploi. Car présente peu d'éléments.

� Le phénomène d'instabilité n'est pas génant.

� faibles performan
es.

� Il ne réagit pas à la perturbation.

signal d'entrée signal de sortie

perturbation

Figure 1.2 �

Exemples

� L'exemple de miroir : C'est un système de 
ommande en bou
le ouverte, il n'y a pas de relation

de retour.

� La rotation de volant d'une voiture pour le braquage de roues avant est un exemple de système

en bou
le ouverte.

position angulaire 

de volant

position angulaire

de roues

Figure 1.3 �

� Pour le même système, on peut introduire un dispositif d'ampli�
ation de puissan
e qui permet

à partir d'une dépense en energie minime à l'entrée, de 
ommander des phénomènes mettent en

jeux d'une grande puissan
e à la sortie, 
'est l'exemple d'une dire
tion assisté d'un véhi
ule.

Système de 
ommande en bou
le fermée (B.F)

Le fait d'établir une liaison entre la sortie et l'entrée est appelée a
tion de retour, 
haine de retour

ou plus simplement retour.

Université de Biskra 3 Dr. SEDIRA Lakhdar



CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS SUR LES SYSTÈMES ASSERVIS

Le retour est la propriété par laquelle, dans un système de 
ommande, le signal de sortie est 
omparé

dans 
haque instant au signal d'entrée d'une manière à former le signal de 
ommande approprié et

réduire la sensibilité de 
elui-
i aux perturbations.

Cara
téristiques de retour

� Une plus grande pré
ision.

� Tendan
e à l'os
illation ou à l'instabilité.

Exemple : Le fourneau et le thermostat est un système en bou
le fermée.

Cependant parmi les systèmes en bou
le fermée on distingue le système régulateur dont la 
onsigne

demeure 
onstante ou varie lentement durant une langue période et le système qui fon
tionne en

suiveur ou en poursuite dont la tâ
he 
onsiste à faire suivre le signal d'entrée variable à 
haque

instant. Exemple : Radar d'une 
ible mobile.

1.2.5 S
héma fon
tionnel d'un système asservi (en B.F)

actionneur processus

entrée de 

référence

régulateur

grandeur 

mesurée

perturbations

grandeur 

reglée

Figure 1.4 �

� Le pro
essus : est soumis aux ex
itations 
onstituées par l'entrée de référen
e et les perturba-

tions, il y répond par une grandeur qui lui est propre (appelée grandeur réglée).

� Le 
apteur :donne une image utilisable de la grandeur réglée, la nature de 
ette mesure est le

plus souvent éle
trique.

� Le régulateur : est 
omposé de deux parties.

Le 
omparateur : qui reçoit l'information de référen
e et la grandeur mesurée dont il fait la

di�éren
e ǫ appelée é
art ou erreur ;

Le 
orre
teur : dont le r�le sera d'éliminer 
et é
art, quelles que soient les perturbations, et

d'amener le pro
essus à réagir le plus rapidement, quelques soient les variations de l'entrée de

référen
e ou les perturbations. C'est l'organe intelligent du système asservi.

� L'a
tionneur : reçoit du régulateur la grandeur réglante et l'ampli�e en puissan
e, 
'est le

mus
le de la 
haine qui va piloter l'évolution du pro
essus (par exemple : moteur, vérin, vanne,

et
)

� Les �è
hes : indiquent le sens dans le quel l'information ou le signal se transmet.

Université de Biskra 4 Dr. SEDIRA Lakhdar



1.3. EXEMPLE : CHAUFFAGE D'IMMEUBLE

+

-

x

y

z=x-y

+

-

x

y

t=x+z-y

z +

Figure 1.5 �

1.3 Exemple : Chau�age d'immeuble

La �gure (1.6) représente le pro
essus sans réglage automatique.

θ : la température à l'intérieur de la 
hambre.

T : la température de l'eau 
haude envoyé dans les radiateurs.

θe : la température extérieure. Pour obtenir θ, il faut régler T à une valeur pré
ise.

Processus
T

e

Figure 1.6 �

La �gure (1.7) représente une première tentative de réglage automatique de T , du fait de l'in�uen
e

de θe sur la température désirée θ il 
onvient de varier T en fon
tion de θe d'une sorte T = a(θ0− θe).

En vue de dé�nir les paramètres θ0 et a, le 
hau�agiste po
èdra à des essais.

θT

θe

θe

θ0
a

+
-

Figure 1.7 �

En e�et, la température dans l'immeuble peut s'élever (pénétration) du soleil) sans que T ne soit

réduite puisque elle ne dépend que de θe. Don
, il y aura sur
hau�e.

Pour 
ela, il faut 
omparer θ à une 
onsigne θc à l'aide d'une bou
le d'asservissement.

Alors : θ0 = P (θc − θ).

θc : température a�
hée sur le thermostat, Figure(1.8).
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CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS SUR LES SYSTÈMES ASSERVIS

θT

θe

θe

θ0 a
-

+-

θc

θT

θe

-

θc ε+

Figure 1.8 �

On peut déduire :

- θe n'est plus mesurée.

-T = f(ε), ε = θc − θ.

1.4 Exer
i
es

Exer
i
e 1 : Tra
er le s
héma fon
tionnel de l'équation suivante :

x3 = a1x1 + a2x2 − 5

Solution 1 :

+

-

y
x1

2 + 3

Figure 1.9 �

Exer
i
e 2 : Tra
er le s
héma fon
tionnel en B.O et en B.F qui 
orrespondent au réseau déviseur

de tension, Figure (1.10).
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1.4. EXERCICES

R1

R2i
v2v1

+

-

Figure 1.10 �

Solution 2 :

� Bou
le fermée : v2(R1 +R2) = v1R2 ⇒ v2R1 = R2(v1 − v2)

v2 = R2

R1

(v1 − v2) le s
héma fon
tionnel se traduit dans 
e 
as par la �gure (1.11a)

� Bou
le ouverte : d'après la loi de Kir
ho�, on peut é
rire :

v2 = R2 i ; d'autre part i = v1/(R1 + R2), on obtient : v2 = R2/(R1 + R2) v1 , dont le s
héma

fon
tionnel est illustré sur la �gure (1.8b)

-

+
v2v1

v2v1

(a) (b)

Figure 1.11 �
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Chapitre 2

Systèmes linéaires et équations

di�érentielles

2.1 Introdu
tion

L'étude des systèmes asservis né
essite la des
ription de la stru
ture des systèmes et de ses 
onsti-

tuants. Les s
hémas fon
tionnels à leurs seuls ne su�sent pas, il est indispensable de dé
rire mathé-

matiquement les relations qui 
ara
térisent le système et ses éléments entre eux. Un système asservi

est régi par un ensemble d'équations mathématiques. La solution de 
es équations représente le 
om-

portement du système.

Exemples :

−→
F = m−→γ , �gure 2.1.(a)

v = R i , �gure 2.1.(b)

m
γ FF

i
R

(a) (b)

Figure 2.1 �

2.2 Équations di�érentielles

Les équations di�érentielles 
onstituent un type d'équations qui ont de nombreuses appli
ations

dans la des
ription des lois physiques.

On appelle équation di�érentielle n'importe quelle égalité algébrique qui 
omporte soit des dif-

férentielles soit des dérivées. On utilise beau
oup les équations di�érentielles pour lier les taux de

variation des variables aux autres paramètres. Exemples :

9



CHAPITRE 2. SYSTÈMES LINÉAIRES ET ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

� La loi de Newton :

−→
F = m

d−→v
dt

.

� La loi de Kir
ho� : v = R
dq

dt
.

� L'équation de la 
haleur à une dimension :

∂T

∂x
= K

∂T

∂t

2.3 Equations di�érentielles aux dérivées partielles et Equa-

tions di�érentielles ordinaires

� On appelle équation di�érentielle aux dérivées partielles une égalité portant sur une variable

dépendante et deux variables indépendantes au moins ; ainsi que sur les dérivées de la variable

dépendante par rapport aux variables indépendantes.

Exemple :

∂T
∂x = K ∂T

∂t , est une équation aux dérivées partielles. T (x, t) est la variable dépendante, la

distan
e x et le temps t sont des variables indépendantes.

� On appelle équation di�érentielle ordinaire, une égalité portant sur une variable dépendante

au moins ; une variable indépendante, et une dérivée au moins des variables dépendantes par

rapport à la variable indépendante. Exemples :

f(t) = mdv
dt , est une équation di�érentielle ordinaire. La for
e f(t) et la vitesse v(t) sont des

variables dépendantes, le temps t est la variable indépendante.

v(t) = R dq
dt , est une équation di�érentielle ordinaire. La tension v(t), la 
harge q(t) sont les

variables dépendantes, le temps t est la variable indépendante.

� On appelle équation di�érentielle ordinaire, une équation de la forme :

an
dny

dtn
+ an−1

dn−1y

dtn−1
+ · · ·+ a1

dy

dt
+ a0y(t) = x(t) (2.1)

où les ai, i = 0, · · ·n sont des 
onstantes, le temps est la variable indépendante.

2.4 Équations di�érentielles dépendantes du temps et indépen-

dantes du temps

� On appelle équation di�érentielle dépendante du temps, une équation di�érentielle où l'un au

moins des termes dépend expli
itement de la variable indépendante t.

Exemple :

t2
d2y

dt2
+ y = x, où x(t) et y(t) sont les variables dépendantes, 
'est une équation di�érentielle

dépendante du temps, puisque le terme t2
d2y

dt2
dépend expli
itement du temps par le 
oe�
ient

t2.
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2.5. EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET NON LINÉAIRES

� On appelle équation di�érentielle indépendante du temps, une équation di�érentielle où au
un

terme ne dépend expli
itement de la variable indépendante t (le temps). Cette dé�nition implique

que le pro
essus (système) dé
rit par équation di�érentielle indépendante du temps ne varie pas

ave
 le temps.

Exemple :

L'expréssion (2.2) est une équation di�érentielle indépendante du temps, puisque elle ne dépend

de t qu'impli
itement par les variables liées x et y et leurs dérivées.

n∑

i=0

ai
diy

dti
=

m∑

i=0

bi
dix

dti
(2.2)

où ai et bi sont des 
onstantes.

2.5 Equations di�érentielles linéaires et non linéaires

� On appelle terme d'une équation di�érentielle ordinaire, un produit ou un quotient de fon
tion

expli
ite de la variable indépendante t, et de fon
tion des variables dépendantes et de leurs

dérivées.

Exemple :

( 5
cos t (

d2y
dt2 ) est un terme du premier degré dans la variable dépendante y, tandis que 2xy3(dydt )

est du 
inquième degré dans les variables dépendantes x et y.

� On dit qu'un terme est linéaire s'il est du premier degré dans les variables dépendantes et leurs

dérivées.

� On dit qu'une équation di�érentielle est linéaire si elle 
onsiste en une somme de termes linéaires.

Exemples :

1) Les termes (dydt )
3, xdy

dt , sinx, cos y, sont des termes non linéaires.

2)

∂T
∂x = K ∂T

∂t , (T = f(x, t)) est une équation di�érentielle aux dérivées partielles linéaires 
ar

∂T
∂x ,

∂T
∂t sont du premier degré.

3) N'importe quelle équation di�érentielle ordinaire de la forme :

∑n
i=0 ai(t)

diy

dti
=
∑m

i=0 bi(t)
dix

dti
où les 
oe�
ients ai(t) et bi(t) ne dépendent que de la variable

t est une équation di�érentielle linéaire.

2.6 Linéarité et superposition

Cependant la notion de linéarité s'étend aux systèmes physiques qu'on peut 
lasser en systèmes

linéaires d'une part et en système non linéaires d'autre part. De plus, parmi les systèmes linéaires, on

trouve les systèmes linéaires invariants et les systèmes linéaires variants. La première 
lassi�
ation est

basée sur le prin
ipe de superposition, la se
onde sur le prin
ipe de permanen
e.
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CHAPITRE 2. SYSTÈMES LINÉAIRES ET ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

2.6.1 Prin
ipe de superposition

� y�

2(t) y2(t)

S
xn(t) yn(t)

} S
 ai xi(t)  ai yi(t)

Signaux agissant séparément Signaux agissant simultanément

Figure 2.2 �

Si y1(t), y2(t), . . . , yn(t) sont les réponses d'un système aux signaux d'entrée x1(t), x2(t), . . . , xn(t)

agissant séparément. La réponse de 
e système à toute 
ombinaison linéaire de 
es signaux d'en-

trée,

∑n
i=1 aixi(t) (agissant simultanément) est la même 
ombinaison linéaire des signaux de sortie

∑n
i=1 aiyi(t), les ai sont des 
onstantes, �gure 2.2.

Les systèmes qui satisfont le prin
ipe de superposition sont dits linéaires. Les notions de linéarité et

de superposition sont don
 équivalentes.

Exemples :

1) Un dérivateur de la forme : y(t) = dx
dt est un système linéaire 
ar si on a :

x1(t) → y1(t) = x′

1(t)

x2(t) → y2(t) = x′

2(t)
.

.

.

xn(t) → yn(t) = x′

n(t)







∑
aixi(t) → y(t) = (

∑
aixi(t))

′

on aura alors : y(t) =
∑

aix
′

i(t) ⇒ y(t) =
∑

aiy
′

i(t)

2) Un quadrateur y(t) = x2
n'est pas un système linéaire, 
ar si on a

x1(t) → y1(t) = x2
1(t)

x2(t) → y2(t) = x2
2(t)

.

.

.

xn(t) → yn(t) = x2
n(t)







∑
aixi(t) → y(t) = (

∑
aixi(t))

2

alors : y(t) 6=
∑

aix
2
i (t) ⇒ y(t) 6=

∑
aiy

2
i (t)

2.6.2 Prin
ipe de permanen
e

Si y(t) est la réponse d'un système à un signal s(t) agissant à l'instant t, la réponse de 
e système

au même signal mais di�éré de τ sera sa réponse initiale di�érée d'autant, 
-à-d y(t− τ), �gure 2.3.

Les systèmes qui satisfont le prin
ipe de permanen
e sont dits invariants, �gure 2.3.
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2.7. RÉSOLUTION D'UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE

t

x(t)

t

)

t

y(t)

t

Figure 2.3 �

Remarque : Le grand intérêt des systèmes linéaires invariants réside dans la simpli
ité de leurs

études mathématiques ; en outre ils 
onstituent une ex
ellente approximation pour de nombreux sys-

tèmes physiques qui, en toute rigueur ne sont ni exa
tement linéaires, ni exa
tement invariants.

2.7 Résolution d'une équation di�érentielle

Considérons l'équation di�érentielle suivante :

∑n
i=0 ai

diy

dti
=
∑m

i=0 bi
dix

dti

où ai et bi sont des 
onstantes

On appelle solution ou intégrale d'une équation di�érentielle toute fon
tion y(t) véri�ant 
ette équa-

tion. Pour l'obtenir, on doit pré
iser deux points.

1) l'intervalle de temps ou l'on désire prendre la solution.

2) l'ensemble des n 
onditions initiales portant sur y(t) et ses n − 1 premières dérivées, 
-à-d

y(0),
dy

dt

∣
∣
∣
∣
t=0

; · · · , dn−1y

dtn−1

∣
∣
∣
∣
t=0

La réponse totale

La réponse totale d'un système physique régit par une équation di�érentielle peut être dé
omposée

en :

yT (t) = yL(t) + yF (t) (2.3)

yL(t) : est la réponse libre,

yL(t) : est la réponse for
ée.

a) Réponse libre : est par dé�nition la réponse à des 
onditions initiales dé�nies (C.I 6=0), le signal
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CHAPITRE 2. SYSTÈMES LINÉAIRES ET ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

d'entrée étant nul : x(t) = 0.

En 
onséquen
e, 
'est la solution de l'équation di�érentielle sans se
ond membre :

n∑

i=0

ai
diy

dti
= 0 (2.4)

Son expression s'obtient à partir des ra
ines de l'équation 
ara
téristique :

n∑

i=0

aiD
i = 0 (2.5)

• Si les ra
ines de 
ette équation sont distin
tes, alors

y1 = eD1t, y2 = eD2t, . . . yn = eDnt

et la réponse libre s'é
rit :

yL(t) =

n∑

i=1

Aie
Dit

(2.6)

Ai se 
al
ulent à partir des 
onditions initiales 
onnues.

• Si les ra
ines sont multiples, alors à 
haque ra
ine Dj de multipli
ité nj 
orrespondent nj modes

(eDjt, teDjt, . . . , tnj−1eDjt
)

b) Réponse for
ée : un système est en régime for
é quand il est soumis, à partir de son état

d'équilibre à un signal d'entré, le signal x(t) est don
 appliqué à l'instant t0 (tels que y(t0) = 0, y′(t0) =

0, . . . , y(n−1)(t0) = 0), sa réponse for
ée s'é
rit de la forme générale :

yF (t) =

∫ t

t0

g(t− t′) e(t′)dt′ (2.7)

En posant

e(t) =
r∑

k=0

bkx
k(t)

Où g(t) est la 
ombinaison linéaire

∑n
i=1 ciyi(t) 
-à-d que g(t) est une réponse libre de l'équation

di�érentielle ave
 les 
onditions initiales suivantes :

g(0) = 0, g′(0) = 0, . . . , g(n−2)(0) = 0, gn−1(0) = 1/an.

Réponse permanente

On appelle réponse permanente la partie de la réponse totale qui ne tend pas vers zéro lorsque le

temps tend vers l'in�ni.

Réponse transitoire

C'est la partie de la réponse totale qui disparaît quand t tend vers l'in�ni.
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2.7. RÉSOLUTION D'UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE

Les signaux élémentaires

On utilise pour l'étude des systèmes asservis des fon
tions parti
ulières d'entrée, les fon
tions

généralement utilisées sont :

a) Fon
tion é
helon unité : (Figures 2.4 et 2.5)

u(t) =







1 t ≥ 0

0 t < 0

t

u(t)

Figure 2.4 �

u(t− t0) =







1 t ≥ t0

0 t < t0

t

0)

t0

Figure 2.5 �

Si le système est ex
ité par un é
helon unité, on dit que la réponse obtenue est une réponse

indi
ielle.

b) Fon
tion pente (rampe) unité : ((Figures 2.6 et 2.7)

r(t) =







t t ≥ 0

0 t < 0

t

r(t)

Figure 2.6 �

r(t− t0) =







t− t0 t ≥ t0

0 t < t0
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CHAPITRE 2. SYSTÈMES LINÉAIRES ET ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

t

�)

t�

Figure 2.7 �

b) Fon
tion impulsion unité : (Impulsion de Dira
) (Figure 2.8)

Elle est dé�nie par :

δ(t) =







0 t 6= 0
1

∆t
t = 0

ave
 lim
∆t→0

∫∆t

0
δ(t)dt = 1

t

(t)

t

Figure 2.8 �

On dit que la réponse est impulsionnelle lorsque l'entrée est une impulsion de Dira
.

2.8 Exer
i
es

Exer
i
e 1 : Considérons les équations suivantes :

1) y = a1x1 − a2x2 + 10

2) y = a1
d2x1

dt2

3) y =
∫
x1dt

4) y =
d2x2

dt2
+

dx1

dt
+ x1

Où y : signal de sortie,

x1, x2 : signaux d'entrées,

a1, a2 : 
onstantes.

- Tra
ez les s
hémas fon
tionnels représentant 
es fon
tions.

Solution :

1)
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+

-

a�x� y

a2x2

a�x�

ou bien

+

-

x� y

x2

a�

a2

Figure 2.9 �

2)

a�
d2
____

dt2
x1 y

Figure 2.10 �

3)

x1
ʃ dt

y

Figure 2.11 �

4)

x1

yd2____
dt2

x2

d2____
dt2

2

Figure 2.12 �

Exer
i
e 2 : Classer les équations di�érentielles suivantes en équations ordinaires et équations

aux dérivées partielles. Quelles sont les variables indépendantes et les variables dépendantes ?

1)

dy

dt
+ y = x+

dx

dt

2)

∂z

∂x
+ x =

∂z

∂y
+ y

Solution

1) Equation di�érentielle ordinaire ; x, y : variables dépendantes, t : variable indépendante.

2) Equation di�érentielle aux dérivées partielles, z : variable dépendante, x, y : variables indépendantes.

Exer
i
e 3 :

Soit un système du premier ordre dé
rit par l'équation di�érentielle suivante :
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CHAPITRE 2. SYSTÈMES LINÉAIRES ET ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

τ
dy

dt
+ y(t) = Kx(t), τ > 0 (*)

A l'instant t0 où le signal x(t) est appliqué, la valeur de y est y0

1) Trouvez la réponse totale du système.

2) Cal
ulez sa réponse pour un signal d'entrée x(t) = cosωt

Solution :

1) La réponse totale :

yT = yL + yF

yL(t) (réponse libre)

pour x(t) = 0, l'équation (∗) ⇒ τD + 1 = 0 ⇒ D = −1/τ

don
 y1(t) = e−1/τt

yL(t) = A1 e
−1/τ

, A1 se 
al
ule à l'instant t0 : y(t0) = y0 ⇒ A1 e
−t0/τ = y0 ⇒ A1 = y0 e

t0/τ

On aura :

yL(t) = y0 e−(t−t0)/τ

yF (t) (réponse for
ée)

yF (t) =
∫ t

t0
g(t− t′) e(t′) dt′ ; ave
 e(t′) = Kx(t′)

on a : g(t) =
∑n

i=0 ciyi(t) = c1y1(t) = c1e
−t/τ

g(0) =
1

τ
⇒ c1 =

1

τ

g(t) =
1

τ
e−t/τ ⇒ g(t− t′) =

1

τ
e−(t−t′)/τ

la réponse for
ée peut s'é
rire 
omme suit :

yF (t) =
∫ t

t0

1

τ
e−(t−t′)/τ Kx(t′) dt′

=
K

τ

∫ t

t0
x(t′) e−(t−t′)/τdt′

Alors :

yT (t) =
K

τ

∫ t

t0

x(t′) e−(t−t′)/τ dt′ + y0 e−(t−t0)/τ

2) Appli
ation :

On a x(t′) = cosωt′ = ℜ
[

eiωt′
]

yF (t) =
K

τ

∫ t

t0
e−(t−t′)/τ · ℜ

[

eiωt′
]

dt′

=
K

τ
e−t/τ · ℜ

[∫ t

t0
e(iω+ 1

τ
)t′ dt′

]

=
K

τ
e−t/τ · ℜ

[
τ

1 + iτω
eiωt′ · et′/τ

]t

t0

=
K

τ
e−t/τ · ℜ

[

τ · et′/τ
1 + iτω

(cosωt′ + i sinωt′)

]t

t0

(en multipliant par le 
onjugué de 1 + iτω)

=
K · e−t/τ

1 + ω2τ2

[

et
′/τ · (cosωt′ + τω sinωt′)

]t

t0
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2.8. EXERCICES

yF (t) =
K

1 + ω2τ2
(cosωt+ τω sinωt)

︸ ︷︷ ︸

régime permanent

−K · e−(t−t0)/τ

1 + ω2τ2
(cosωt0 + τω sinωt0)

︸ ︷︷ ︸

régime transitoire

Pour t ≫ t0 + τ la réponse for
ée tend vers le régime permanent, 
-à-d

yp(t) =
K

1 + ω2τ2
(cosωt+ ωτ sinωt). Posant tanφ = −ωτ , on aura �nalement :

yp(t) =
K√

1 + ω2τ2
cos (ωt+ φ)

Exer
i
e 4 : Quelle est la réponse for
ée (t > 0 du système régi par l'équation di�érentielle

1

4
y′′ +

y′ + y = x′ + x au signal d'entrée x(t) = 1 (é
helon unité) appliqué à l'instant t = 0 ?

Solution :

1

4
D2 +D + 1 = 0 ⇒ une ra
ine double D1 = D2 = −2

don


g(t) = c1 e−2t + c2 t e−2t
.

En utilisant les 
onditions g(0) = 0 et g′(0) = 4, on obtient c1 = 0, c2 = 4

la substitution de g(t − t′) dans l'expression de la réponse for
ée nous permet d'é
rire : yF (t) =
∫ t

0
4(t− t′) · e−2(t−t′) dt′ = −

∫ 0

t
4θe−2θ dθ

la réponse for
ée est :

yF (t) = 1− (1 + 2t) e−2t

Exer
i
e supplémentaire :

Trouvez la réponse libre du système dé
rit par l'équation di�érentielle :

y′′+ ω2
0 y = 0, ave
 les 
onditions initiales y(0) = 0, y′ = 1

Solution : yL(t) =
1

ω0
sinω0t
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Chapitre 3

Transformation de Lapla
e

3.1 Introdu
tion

La transformée de Lapla
e (TL) est une te
hnique très employée en asservissement pour transfor-

mer une fon
tion dépend du temps en une fon
tion dépend d'une variable 
omplexe. Elle permet de

transformer des équations di�érentielles d'ordre quel
onque dans le domaine du temps en des équations

algébriques de même ordre dans le domaine 
omplexe.

3.2 Dé�nition

Soit f(t) une fon
tion de la variable réelle t dé�nie pour t > 0, nulle pour t < 0. On appelle

transformation de Lapla
e de f(t) la fon
tion :

F (S) =

∫
∞

0

f(t) · e−St dt (3.1)

S : variable 
omplexe (S = σ + ω).

Exemple : f(t) = e−2t

La transformée de Lapla
e est :

L[e−2t] =
∫
∞

0
e−2t · e−St dt =

∫
∞

0
e−(S+2)t dt ⇒ L[e−2t] =

−1

S + 2
e−(S+2)t

∣
∣
∣
∣

∞

0

don
 L[f(t)] = 1

S + 2
.

3.3 Propriétés de la transformation de Lapla
e

1. Si L[f(t)] = F (S) alors

L[kf(t)] = k F (S) (k : 
onstante) (3.2)
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Exemple :

f(t) = e−2t
, sa
hant que F (S) =

1

S + 2

L
[
3e−2t

]
=

3

S + 2
= 3F (S)

2.

L [f1(t) + f2(t)] = L[f1(t)] + L[f2(t)] (3.3)

Exemple :

L
[
e−2t + e−t

]
=
∫
∞

0
(e−2t + e−t) · e−St dt =

∫
∞

0
e−2t · e−St dt +

∫
∞

0
e−t · e−St dt =

1

S + 2
+

1

S + 1
= L

[
e−2t

]
+ L [e−t]

3.

L
[
df

dt

]

= S F (S)− f(0) (3.4)

Exemple

f(t) = e−2t ⇒ L
[
d e−2t

dt

]

= S
1

S + 2
− 1 = −2

1

S + 2
= L

[
−2 e−2t

]

En général,

L
[
dnf

dtn

]

= Sn F (S)−
n−1∑

i=0

Sn−1−i d
if(0)

dti
(3.5)

4.

L
[∫ t

0

f(t)dt

]

=
F (S)

S
(3.6)

Exemple

L
[∫ t

0
e−2t

]

=
1

S

1

S + 2
=

1

S(S + 2)

5. le 
as général, on aura :

L
[∫ t

0

∫

. . .

∫

f(t)dt . . . dτ

]

=
F (S)

Sn
(3.7)

6. La valeur initiale f(0) de la fon
tion f(t) dont L[f(t)] = F (S) est :

f(0) = lim
t→0

f(t) = lim
S→∞

S F (S); t > 0 (3.8)

Exemple

f(t) = e−2t

f(0) = lim
t→0

e−2t = lim
S→∞

S

(
1

S + 2

)

= 1

7. La valeur �nale f(∞) de la fon
tion f(t) est :

f(∞) = lim
t→∞

f(t) = lim
S→0

S F (S) (3.9)

Exemple

f(t) = e−2t
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f(∞ = lim
t→∞

e−2t = lim
S→0

S

(
1

S + 2

)

= 0

8. L
[

f(
t

a
)

]

= a F (a · S)
Exemple

Etant donné L [e−t] =
1

S + 1
, a =

1

2

L
[

f(
t

a
)

]

= L
[
e−2t

]
=

1

2






1
1

2
S + 1






9. Transformée de Lapla
e de la fon
tion é
helon unité :

L [u(t)] =
1

S
(3.10)

10. Transformée de Lapla
e de la fon
tion impulsion de Dira
 :

L [δ(t)] = 1 (3.11)

11. Transformée de Lapla
e de la fon
tion pente unité :

L [r(t)] =
1

S2
(3.12)

12.

L
[
e−at

]
=

1

S + a
(3.13)

13.

L [sin t] =
1

S2 + 1
; L [sinωt] =

ω

S2 + ω2
(3.14)

14.

L [cos t] =
S

S2 + 1
; L [cosωt] =

S

S2 + ω2
(3.15)

15.

L
[
e−at sinωt

]
=

ω

(S + a)2 + ω2
(3.16)

16.

L
[
e−at cosωt

]
=

S + a

(S + a)2 + ω2
(3.17)

3.4 L'inversion de la transformée de Lapla
e

Soit donnée la transformée F (S), le passage de 
ette fon
tion à la fon
tion f(t) 
'est l'inversion de

transformation de Lapla
e, on la note : L−1F (S), telle que :

L−1 [F (S)] = f(t) (3.18)
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3.5 Appli
ation de la T.L. à la résolution des équations di�é-

rentielles linéaires à 
oe�
ients 
onstants

L'appli
ation de la la T.L. à la résolution des équations di�érentielles linéaires à 
oe�
ients


onstants est de la plus grande importan
e des problèmes portant sur les systèmes de 
ommande

linéaires.

Considérons les équations à 
oe�
ients 
onstants de la forme :

n∑

i=0

ai
diy

dti
=

m∑

i=0

bi
dix

dti
; an = 1, m ≤ n (3.19)

x : signal d'entrée, y : signal de sortie.

Les 
onditions aux limites sont : xk
0 =

dkx

dtk

∣
∣
∣
∣
t=0

, yk0 =
dky

dtk

∣
∣
∣
∣
t=0

. La transformée de Lapla
e de l'équa-

tion 3.19 est :

n∑

i=0

[

ai

(

SiY (S)−
i−1∑

k=0

Si−1−kyk0

)]

=
m∑

i=0

[

bi

(

SiX(S)−
i−1∑

k=0

Si−1−kxk
0

)]

qui peut s'é
rire

Y (S) =

[∑m
i=0 biS

i

∑n
i=0 aiS

i

]

X(S)−
∑m

i=0

∑i−1
k=0 biS

i−1−kxk
0 −

∑n
i=0

∑i−1
k=0 aiS

i−1−kyk0
∑n

i=0 aiS
i

On peut déduire :

y(t) = L−1

[∑m
i=0 biS

i

∑n
i=0 aiS

i
X(S)−

∑m
i=0

∑i−1
k=0 biS

i−1−kxk
0

∑n
i=0 aiS

i

]

︸ ︷︷ ︸

Réponse for
ée

+L−1

[∑n
i=0

∑i−1
k=0 aiS

i−1−kyk0
∑n

i=0 aiS
i

]

︸ ︷︷ ︸

Réponse libre

(3.20)

3.6 Dé
omposition de la transformée de Lapla
e en éléments

simples

les transformées de Lapla
e des équations di�érentielles sont souvent représentées sous forme de

quotient de deux polyn�mes en S. La dé
omposition de 
e quotient en éléments simples nous permet

de trouver rapidement la transformation inverse de Lapla
e.

Soit : F (s) =
∑m

i=0 biS
i/
∑n

i=0 aiS
i an = 1; n ≥ m

Le polyn�me

∑n
i=0 aiS

i
possède n ra
ines, les ra
ines peuvent être uniques ou multiples.

� Si le polyn�me possède n1 ra
ines égalent à P1,

� Si le polyn�me possède n2 ra
ines égalent à P2,

.

.

.
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� Si le polyn�me possède nr ra
ines égalent à Pr,

Alors :

n∑

i=0

aiS
i =

r∏

i=1

(S − Pi)
ni ;

r∑

i=0

ni = n (3.21)

Exemple 3.6.1 S2 + 3S + 2 = (S + 1)(S + 2)

n1 = 1 −→ P1 = −1

n2 = 1 −→ P2 = −2






r = 2 et

∑
ni = 2 = n

Exemple 3.6.2 S3 − 5S2 + 8S − 4 = (S − 2)2(S − 1)

n1 = 2 −→ P1 = 2

n2 = 1 −→ P2 = 1






r = 2 et

∑
ni = 3 = n

Nous pouvons mettre

F (s) =

m∑

i=0

biS
i/

r∏

i=1

(S − Pi)
ni

(3.22)

Le développement en éléments simples est :

F (S) = bn +

r∑

i=1

ni∑

k=1

Cik

(S − Pi)k
(3.23)

où

Cik =
1

(ni − k)!

dni−k

dSni−k
[(S − Pi)

ni · F (S)]S=Pi
(3.24)

Les 
oe�
ients Cik, i = 1, r sont les résidus de F (S) en Pi

� Si il n'existe pas des ra
ines multiples :

F (S) = bn +

n∑

i=1

Ci1

S − Pi
; Ci1 = (S − Pi) · F (S)|S=Pi

(3.25)

Exemple 3.6.3

F (S) =
2S + 1

S2 − 4S + 3

on peut é
rire F (S) =
2S + 1

(S − 1)(S − 3)

ou sous la forme F (S) =
C11

S − 1
+

C21

S − 3
ave


C11 = (S − 1) · F (S)|S=1 =
−3

2

C21 = (S − 3) · F (S)|S=3 =
7

2

on peut é
rire �nalement :

F (S) =
−3

2

(
1

S − 1

)

+
7

2

(
1

S − 3

)
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Exemple 3.6.4

F (S) =
1

(S + 1)2(S + 2)

n1 = 2 −→ P1 = −1

n2 = 1 −→ P2 = −2






r = 2 et

∑
ni = 3 = n

on peut é
rire F (S) = b3 +
C11

S + 1
+

C12

(S + 1)2
+

C21

S + 2
; b3 = 0

ave
 :

C11 =
1

(2− 1)!

d2−1

dS2−1

[
(S + 1)2 · F (S)

]

S=−1
=

−1

(S + 2)2

∣
∣
∣
∣
S=−1

= −1

C12 =
1

(2− 2)!

d2−2

dS2−2

[
(S + 1)2 · F (S)

]

S=−1
=

1

S + 2

∣
∣
∣
∣
S=−1

= 1

C21 =
1

(1− 1)!

d1−1

dS1−1

[
(S + 2)1 · F (S)

]

S=−2
=

1

(S + 1)2

∣
∣
∣
∣
S=−2

= 1

don
 : F (S) =
−1

S + 1
+

1

(S + 1)2
+

1

S + 2

3.7 Détermination des inverses par utilisation du développe-

ment en éléments simples

L−1

[
m∑

i=0

biS
i/

n∑

i=0

aiS
i

]

= L−1

[

bn +
r∑

i=1

ni∑

k=1

Cik

(S − Pi)k

]

(3.26)

= bnδ(t) +

r∑

i=1

ni∑

k=1

Cik

(k − 1)!
t(k − 1) ePit

(3.27)

Exemple 3.7.1 F (S) =
S2 + 2S + 2

(S + 1)(S + 2)

L−1[F (S)] = L−1[1 +
1

S + 1
− 2

S + 2
] = L−1[1] + L−1[

1

S + 1
]− L−1[

2

S + 2
]

⇒ f(t) = δ(t) + e−t − 2 e−2t

Exemple 3.7.2

d3y

dt3
+ 3

d2y

dt2
− dy

dt
+ 6 y =

d2x

dt2
− x

ave
 : y(0) =
dy

dt

∣
∣
∣
∣
t=0

= 0;
d2y

dt2

∣
∣
∣
∣
t=0

= 1

� Trouvez Y (S)

S3Y (S)−S2y(0)−Sy′(0)−y′′(0)+3
[
S2Y (S)− Sy(0)− y′(0)

]
− [SY (S)− y(0)]+6Y (S) = S3X(S)−

Sx(0)− x′(0)−X(S)

Y (S)
[
S3 + 3S2 − S + 6

]
− 1 = (S2 − 1)X(S)

Y (S) =
S2 − 1

S3 + 3S2 − S + 6
X(S) +

1

S3 + 3S2 − S + 6
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ÉLÉMENTS SIMPLES

Exemple 3.7.3 F (S) =
−1

S + 1
+

1

(S + 1)2
+

1

S + 2

L−1[F (S)] = L−1

[ −1

S + 1

]

+ L−1

[
1

(S + 1)2

]

+ L−1

[
1

S + 2

]

f(t) = −e−t + t e−t+ e−2t

Exer
i
es

Exer
i
e 3.7.1 Cal
uler les fon
tions des transformées de Lapla
e suivantes

� F (S) =
5

S2 + 4
+

20S

S2 + 9

� F (S) =
7

S2 + 10S + 41

� F (S) =
S + 3

S2 + 2S + 10

� F (S) =
4S + 4

S2 − 7S + 12

� F (S) = S2+7S+10
S3+7S2+15S+9

Exer
i
e 3.7.2 1) Trouvez la transformée de Lapla
e de :

� f(t) = e−t+ cos t

� L
[
d3f(t)

dt3

]

� f(t) = 2 sin(ωt− 30)

2) Trouvez la valeur �nale et initiale (f(∞) et f(0) de f(t) = e−t+ cos t

Exer
i
e 3.7.3 Si f(t) a pour transformée F (S), trouvez alors la transformée F ′(S)

Exer
i
e 3.7.4 Si f(t) → F (S), 
al
ulez la transformée F (t− t0)

Exer
i
e 3.7.5 Résolution l'équation di�érentielle suivante, en utilisant la méthode de La Lapla
e.

y′′ + 9y′ + 20y = 1

y(0) = 1 ; y′(0) = 5

Exer
i
e 3.7.6 Re
her
her en dé
omposant en éléments simples les transformées des fon
tions sui-

vantes :
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Chapitre 4

La fon
tion de transfert

4.1 Dé�nition

Nous appellons fon
tion de transfert ou (transmittan
e) du système, le rapport des transformées

de Lapla
e de la grandeur de sortie et la grandeur d'entrée du système, lorsque les 
onditions initiales

sont nulles. On la note W , P , F .

W (S) =
bmSm + bm−1S

m−1 + · · ·+ b1S
1 + b0

anSn + an−1Sn−1 + · · ·+ a1S1 + a0
(4.1)

n : degré du dénominateur est appelé l'ordre du système.

P�les : ra
ines du dénominateur.

Zéros : ra
ines du numérateur.

Exemple 4.1.1

dy

dt
+ 2y =

dx

dt
+ x, ave
 des 
onditions initiales nulles.

(S + 2)Y (S) = (S + 1)X(S)

⇒ W (S) =
Y (S)

X(S)
=

S + 1

S + 2
Les zéros : S = −1 ; les p�les : S = −2

Exemple 4.1.2

d2y

dt2
− 4

dy

dt
+ 5y = x

S2Y (S)− 4SY (S) + 5Y (S) = X(S) ⇒ W (S) =
Y (S)

X(S)
=

1

S2 − 4S + 5
Il n'y a plus de zéros ; deux p�les : S1 = 2− j; S2 = 2 + j

4.2 Propriétés de la fon
tion de transfert

1. Une fon
tion de transfert est dé�nie pour un système linéaire et invariant.

2. La fon
tion de transfert est indépendante de la nature de l'entrée.

3. La fon
tion de transfert d'un système est la transformée de Lapla
e de sa réponse à l'impulsion.
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4. On peut obtenir l'équation di�érentielle du système à partir de la fon
tion de transfert en

remplaçant la variable S par l'opérateur di�érentiel D dé�ni par :

D

dt
.

5. L'équation 
ara
téristique du système s'obtient en égalant à zéro le dénominateur de la fon
tion

de transfert du système, par 
onséquent, on peut évaluer la stabilité du système.

6. On peut dé�nir à une 
onstante près, la fon
tion de transfert du système par la donnée de ses

p�les et de ses zéros, 
ette 
onstante, généralement notée K, s'appelle le fa
teur de gain du

système (x : p�le, o zéro).

4.3 Algèbre des s
hémas fon
tionnels

Considérons un s
héma fon
tionnel ave
 retour unitaire :

W1(S)
X(S) Y(S)E

La transmittan
e de la 
haine ouverte est :

W1(S) =
Y (S)

E(S)
.

La transmittan
e de la 
haine fermée ave
 retour unitaire est :

W (S) =
Y (S)

X(S)
; W (S) =

W1(S) ·E(S)

Y (S) + E(S)
On rempla
e Y (S) par W1(S) ·E(S), on obtient

W (S) =
W1(S)

1 +W1(S)
(4.2)

Si le retour est positif, on aura don
 :

W (S) =
W1(S)

1−W1(S)
(4.3)

*) Considérons un s
héma fon
tionnel ave
 retour non unitaire. Dans 
e 
as E(S) = X(S)−W2(S) ·
Y (S). L'expression de la transmittan
e du système s'é
rit :

W (S) =
Y (S)

X(S)
=

W1(S)

1±W1(S) ·W2(S)
(4.4)

4.3.1 Établissement des s
hémas fon
tionnels en utilisant les fon
tions de

transfert.

1) Montage en série
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W1(S)
Y0(S)

W2(S)
Y1(S)

Wn(S)
Y2(S) Yn(S)

D'après le s
héma, on a :

Y1(S) = W1(S)Y0(S), Y2(S) = W2(S)Y1(S), · · · , Yn(S) = Wn(S)Yn−1(S)

W (S) =
Yn(S)

Y0(S)
=

Wn(S)Wn−1(S)Wn−2(S) · · ·W1(S)Y0(S)

Y0(S)
On obtient :

W (S) =
n∏

i=1

Wi(S) (4.5)

Exemple 4.3.1 W1(S) =
Z(S)

X(S)
; W2(S) =

Y (S)

Z(S)
⇒ Y (S)

X(S)
=

W2(S) ·W1(S) ·X(S)

X(S)
On a don
 : W (S) = W1(S) ·W2(S)

W1(S)
X(S)

W2(S)
Z(S) Y(S)

1) Montage en parallèle

W (S) =
Y (S)

X(S)
=

n∑

i=1

±Wi(S) (4.6)

W1(S)

X(S) Y(S)
W�(S)

Wn(S)

 
  

 
 

Exemple 4.3.2 Y (S) = Y1 + Y2(S)

Ave
 Y1(S) = W1(S) ·X(S) et Y2(S) = W2(S) ·X(S)

Alors, on peut é
rire : Y (S) = X(S)(W1(S) +W2(S))

⇒ W (S) =
Y (S)

X(S)
= W1(S) +W2(S)

W1(S)
X(S) Y(S)

W�(S)
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Remarques

* Lors de l'établissement de s
héma fon
tionnel, il est parfois né
essaire de pro
éder au dépla
ement

des 
omparateurs et des points de dérivation.

1)Dépla
ement d'un 
omparateur

En déplaçant un 
omparateur dans le même sens de dire
tion du signal (en aval), il faut ajouter un

élément dont la fon
tion de transfert est égale à 
elle de l'élément à travers lequel le 
omparateur a

été dépla
é.

W
x1

x2

y x1 y

x2

±

W

W

±

* Si le dépla
ement est en amont, il faut ajouter un élément 
omme le 
as pré
édent dont la fon
-

tion de transfert égale à l'inverse.

W
x1

x2

y
Ξ

x1 y

x2

±

W

±

1/W

2)Dépla
ement d'un point de dérivation

En déplaçant un point de dérivation, il faut ajouter aussi un autre élément.

* Si le point de dérivation est dépla
é dans le sens de dire
tion du signal de la 
haine d'a
tion, on

ajoute un élément dont la fon
tion de transfert est égale à l'inverse de la Fon
tion de transfert de

l'élément à travers lequel le point de dérivation a été dépla
é.

W
x

x

x

x

W

1/ W

* Dans le 
as 
ontraire (en amont), la fon
tion de transfert est égale à la fon
tion de transfert de

l'élément à travers lequel le point a été dépla
é.

W

x x
W

W
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4.4. EXERCICES

Exemple 4.3.3 En utilisant les règles pré
édentes de disposition des éléments. On peut reproduire

un s
héma fon
tionnel à 
ontour multiple en un s
héma à 
ontour simple.

W1

y�
W�

W7

+

+

W8

W3 W4 W5 W6

-

y

Etape 1

W2

W7

+
+ _

_

_ W	 + W7

Etape 2

W3 W4

_

_

_ W3 W4

Etape 3

+

W8

W3 W4

-

_

_

_

W3 W4

1+ W3 W4 W8

Etape 4

W3 W4

1+ W3 W4 W8

y

W1 W2 + W7

W5 W0

�

Ave


W0 = W1W5W6(W2 +W7)
W3W4

1 +W3W4W8

On aura �nalement :

WF =
W0

1 +W0

4.4 Exer
i
es

Exer
i
e 4.4.1 Simpli�er le s
héma fon
tionnel illustré sur la �gure (??) sous forme 
anonique. -

Ramener le système représenté pa le s
héma fon
tionnel, �gure (??) à un système à retour unitaire.
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CHAPITRE 4. LA FONCTION DE TRANSFERT

+
+ yx

G0 G1 G4

H1

- +

+ +

G3

G2

H2

Figure 4.1 �

G(S)

1

S+1

-

x y

Figure 4.2 �

Exemple 4.4.2 Soit le système représenté par le s
héma fon
tionnel ; Figure (4.3)

1. Donner la fon
tion de transfert en X(S) et Y (S).

2. On donne ; H1(S) =
1

S + 1
; H2(S) = 50 ; H3(S) =

1

1 + 20S
; H4(S) = 1.

- Cal
uler la valeur �nale lorsque x(t) est un É
helon unité.

+

H4

-

H3H2H�

x

Figure 4.3 �

Exemple 4.4.3 Soit l'exemple d'un four éle
trique. L'entrée de 
ommande est la puissan
e éle
trique

P (t), la sortie observée est la température du four θ(t).(θ représente la température au dessus de l'am-

biante).

Four
θ( )

Figure 4.4 �

1. É
rivez le bilan énergétique de l'installation pendant un temps dt.

On donne (C : pouvoir 
alori�que du four, l'énergie perdue par rayonnement vaut Kθdt.

2. En utilisant la fon
tion de transfert, trouvez la réponse du système à l'é
helon unité, à l'impulsion

de Dira
.
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4.4. EXERCICES

Exemple 4.4.4 On applique une impulsion à l'entrée d'un système, et on observe pour signal de

sortie la fon
tion e−2t
.

- Trouvez la fon
tion de transfert du système.
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Chapitre 5

Stabilité

5.1 Dé�nition

lorsque un pro
essus, lui même stable est 
ontr�lé par une bou
le d'asservissement, il peut arriver

que le système bou
lé ne soit pas stable, il est don
 indispensable de bien 
onnaitre les 
onditions

d'une bonne stabilité avant de refermer la bou
le.

� On dit q'un système est stable si sa réponse impulsionnelle tend vers zéro quand le temps tend

vers l'in�ni ∞.

( )

Figure 5.1 �

� Un système est dans un état d'équilibre stable si, é
arté de 
et état, il tend à y revenir, éven-

tuellement en os
illant ave
 une amplitude dé
roissante. Il en résulte, qu'en l'absen
e de signal

d'entrée le signal de sortie d'un système stable tend vers zéro quelles que soient les 
onditions

initiales, d'autre part, que l'appli
ation d'un signal bornée donne lieu à un signal de sortie borné.

Con
lusion : Un système n'est stable que si la partie réelle des ra
ines de son équation 
ara
téristiques est

négative, 
-à-d si les ra
ines sont situées dans le demi plan gau
he, si des ra
ines sont sur l'axe

des imaginaires, le système est marginalement stable.
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CHAPITRE 5. STABILITÉ

Figure 5.2 �

5.2 Critères de stabilité

Une fois élaboré le modèle d'un système, on sait que la partie réelle de toutes les ra
ines de

l'équation 
ara
téristiques doit être négative pour que le système soit stable, mais il n'est pas toujours

possible de 
al
uler 
es ra
ines dés que l'ordre de l'équation est supérieur à deux, heureusement il y a

des 
ritères donnent la réponse sans exiger la résolution de l'équation.

Critere de Routh

Ce 
ritère est fonde sur l'examen des termes déduits dire
tement des 
oe�
ients de l'équation, il

s'énon
e ainsi : la partie réelle des ra
ines de l'équation est négative (le système est stable) si les n+1

termes de la première 
olonne du tableau (appelée série de Routh) ont le même signe.

On pose

Sn { an an−2 an−4 · · ·
Sn−1 an−1 an−3 an−5 · · ·

On détermine







A1 A2 A3 · · ·
. B1 B2 B3 · · ·
. N1 N2 N3 · · ·
S0 C1 C2 C3 · · ·

on analyse

Table 5.1 � Tableau de Routh

� si le signe des termes de la série est di�érent, le nombre des ra
ines à partie réelle positive est

égal au nombre de 
hangement de signe.

� Rappelons la 
ondition né
essaire mais non su�sante : (tous les 
oe�
ients ai doivent exister et

avoir le même signe, supposé positif).

Cal
uls

A1 =
an−1an−2 − anan−3

an−1

A2 =
an−1an−4 − anan−5

an−1
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5.2. CRITÈRES DE STABILITÉ

A3 = · · ·
B1 =

A1an−3 − an−1A2

A1

B2 =
A1an−5 − an−1A3

A1

B3 = · · ·

Exemple :

L'équation 
ara
téristique d'un système asservi est : S3 + 3S2 + 2S +K = 0

1) K > 0

2) Le tableau :

S3
1 2 0

S2
3 K 0

S1 6−K

3
0 0

S0
K 0 0

Table 5.2 � Tableau de Routh(exemple)

Conditions :

6−K

3
> 0 et K > 0 ⇒ 0 < K < 6

5.2.1 Critère de Hurwitz

On dé�nit les déterminants d'Hurwitz asso
ies à l'équation 
ara
téristiques 
omme suit :

∆n =

an−1 an−3 an−5 · · · |a0

0 · · · 0

an an−2 an−4 · · · |a1

a0
· · · 0

0 an−1 an−3 an−5 · · · · · · 0

0 an an−2 an−4 · · · · · · 0

.

.

. · · · · · · · · · .

.

. · · · 0

0 · · · · · · · · · · · · · · · a0

(5.1)

Ave
 ∆1 = an−1 ; ∆2 =
an−1 an−3

an an−2

;· · ·

Énon
é du 
ritère

Les ra
ines de l'équation 
ara
téristiques sont à partie reelle negative à la 
ondition ne
essaire et

su�sante que :

� Les 
oe�
ients ai (i = 0, n) soient tous positifs.
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CHAPITRE 5. STABILITÉ

� Les determinants d'Hurwitz ∆i soient possitifs.

5.2.2 Exemples

Exemple 5.2.1 a3S
3 + a2S

2 + a1S + a0 = 0

∆1 = a2 > 0 ; ∆2 =
a2 a0

a3 a1
= a2a1 − a0a3 > 0 ; ∆3 =

a2 a0 0

a3 a1 0

0 a2 a0

> 0

Appli
ation : S3 − 3S2 − 3S + 8 = 0 ⇒ Système instable.

Exemple 5.2.2 Critère de Routh : quelques parti
ularités

F (S) =
1

S4 + 3S3 + 2S2 + 6S + 1

Tous les 
oe�
ients de D(S) étant présents et de même signe positif. La dé
ision de stabilité ne

peut être prise qu'après examen du tableau de Routh.

S4
1 2 1

S3
3 6 0

S2
0 1 0

S1 ∞ ∞ ∞
S0

- - -
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Chapitre 6

Critères graphiques de stabilité

6.1 Critère de Nyquist

6.1.1 Introdu
tion

Les méthodes qu'on a déjà utilisées ne 
onviennent souvent pas par
e que, quand un signal est

retardé de T se
onds quelque part dans la bou
le du système, des termes exponentiels de la forme

e−TS
apparaissent dans l'équation 
ara
téristique. Ce qu'il fait di�
ile d'évaluer la stabilité.

Pro
édure

G(S) → G(jω (FTBO)

- Module : |G(jω|
- Argument : arg[G(jω]

Re (G(j )

Im (G(j )

|G
(j

0
)|

G(j 0)

arg (G(j 0))

Figure 6.1 �

Exemple

G(S) =
1

1 + τS
⇒ G(jω =

1

1 + jωτ

|G(jω| = 1√
1 + ω2τ2

; Arg(G(jω)) = − arctan(ωτ)
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CHAPITRE 6. CRITÈRES GRAPHIQUES DE STABILITÉ

ω = 0 ⇒ |G(0)| = 1 ; ϕ(0) = 0

ω → ∞ ⇒ |G(∞)| = 0 ; ϕ(∞) = −π

2

ω =
1

τ
⇒ |G(

1

τ
)| = 1√

2
; ϕ(

1

τ
) = −π

4

Re (G(j )

Im (G(j )

1

Figure 6.2 �

6.1.2 Théorème de Cau
hy

Soit un 
ontour fermé C, qui entourne les Z zéros et les P p�les ( à l'intérieur de C), soit Σ un


ontour fermé dé
rit par Q d'a�xe V (S). Si M par
ourt C une fois dans un sens donné, le point Q

fait Z − P tours autour du point O dans le sens des aiguilles d'une montre.

Re V(S)

Im V(S)

Q

N = Z - P = 1 - 2 = -1
C

Figure 6.3 �

Exemple

WF =
W1

1 +W1W2
; Pour que le système soit stable, il faut que l'équation 1 +W1W2 = 0 ne possède

au
une ra
ines positives.

Étant donné V (S) = 1 +W1(S)W2(S).
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6.1. CRITÈRE DE NYQUIST

R = ∞

Figure 6.4 �

⇒ Z = N + P ⇒ N = −P

Remarque

V (S) en
er
le N fois l'origine revient à dire que G(S) = W1(S)W2(S) en
er
le N fois le point (−1, 0).

6.1.3 Pro
édure du 
ritère de Nyquist

� Tra
er le lieu de Nyquist de G(jω) ≡ FTBO.

� Tra
er la symétrie par rapport à l'axe réel.

� Si FTBO de la forme G(S) =
A(S)

SαB(S)
; pour 
ompléter le lieu de Nyquist, on ajoute des

demis-
er
les (demi-tours) selon le nombre α (dans le sens horlogiques si α > 1, dans le sens

trigonométriques si α < 0).

Le 
ritère de Nyquist permet de déterminer le nombre de ra
ines de l'équation 
ara
téristique.

C-à-d le nombre de p�les en bou
le fermée à partie réelle positive à partir du lieu de Nyquist en

bou
le ouverte.

FTBO : G(S) = W1(S)W2(S) = K
N(S)

D(S)

FTBF : W (S) =
W1(S)

1 +W1(S)W2(S)
L'équation 
ara
téristiques : 1 +W1(S)W2(S)

Don
 1 +W1(S)W2(S) =
D(S) +KN(S)

D(S)
On peut pré
iser que :

� Les p�les de FTBF égalent les zéros de l'équation 
ara
téristique, soit Z le nombre de zéros de

l'équation 
ara
téristique à partie réelle positive.
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CHAPITRE 6. CRITÈRES GRAPHIQUES DE STABILITÉ

� Les p�les de l'équation 
ara
téristique égalent les p�les de FTBO, soit P le nombre de p�les de

FTBO à partie réelle positive.

� On dit lieu de Nyquist 
omplet le lieu 
omposé du tra
é de Nyquist de FTBO et leur symetrie

par rapport à l'axe réel et les demi-tours au tour de l'origine.

� Un système dont la transmittan
e KF (S) de la bou
le à P p�les dans le demi-plan droit est

stable si, M(S) par
ourt le 
ontour de Nyquist, la 
ourbe KF (S) tourne P fois autour du point

(-1) dans le sens trigonométrique.

Exemple 1

G(S) =
1

S(S + 1)
= W1(S)W2(S) = FTBO

|G(jω)| = 1

ω
√
ω2 + 1

;φ(ω) = −π

2
− arctanω ω = 0 G(0) = ∞ −π/2

)

)

-1

Figure 6.5 �

ω = ∞ G(∞) = 0 −π

Z = P +N

P = 0 ; N = 0 ⇒ Z = 0 ; don
 le système est stable.

Exemple 2

G(S) =
K

S(S + 1)2

|G(jω)| = K

ωω2 + 1
;φ(ω) = −π

2
− 2 arctanω

ω = 0 G(0) = ∞ −π/2

ω = ∞ G(∞) = 0 −3π/2
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6.2. LIEU DE BODE

)

)

-1

- 2

Figure 6.6 �

φ(ωA) = −π = −π/2− 2 arctanωA ⇒ ωA = tan
π

4
= 1s

|G(jωA)| =
K

ωA(1 + ω2
A)

=
K

2
On a pour P = 0 les trois 
as suivants :

1. K > 2 ⇒ N = 2 ⇒ Z = 2 6= 0 Système instable.

2. K < 2 ⇒ N = 0 ⇒ Z = 0 6= 0 Système stable.

3. K = 2 ⇒ Système marginalement stable.

6.2 Lieu de Bode

Il s'agit de la double représentation du module et de l'argument de G(jω.

A = f1(ω) , ϕ = f2(ω) ; ou A en dé
ibel (dB), ϕ en degré et ω portée en é
helle logarithmique.

� La 
ourbe d'amplitude d'un système linéaire de transmittan
e G(jω) est le lieu des points dé�nis

en 
oordonnées 
artésiennes semi-logarithmiques, par une ordonnée égale au gain logarithmique

en dB.

A(ω) = 20 log10 |G(jω)| (6.1)

et par une abs
isse égale à la pulsation ω varie de plusieurs dé
ades.

� La 
ourbe de phase d'un système linéaire de transmittan
e G(jω) est le lieu des points dé�nis

en 
oordonnées 
artésiennes semi-logarithmiques par une ordonnée égale à la phase en degré.

ϕ(ω) = arg(G(jω)) (6.2)

et par une abs
isse égale à la pulsation ω varie de plusieurs dé
ades.
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Exemple

G(S) =
1

1 + TS

A(ω) = 20 log

∣
∣
∣
∣

1

1 + jTω

∣
∣
∣
∣
= 20 log

(
1√

1 + ω2T 2

)

= −10 log(1 + ω2T 2)

ϕ(ω) = − arctanTω

- La 
ourbe du module 
omprend deux asymptotes A0 et A∞.

pour ωτ ≪ 1 A0(ω) = −10 log 1 = 0dB

pour ωτ ≫ 1 A∞(ω) = −10 logω2τ2 = −20 logωτ

Figure 6.7 �

Remarques

Les 
onventions de 
ette représentation (module en dé
ibel, ω porté sur une é
helle logarithmique) lui


onfèrent les propriétés suivantes :
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6.3. DIAGRAMME DE BLACK-NICHOLS

Si G(S) est le produit de deux transmittan
es W1(S) et W2(S) 
-à-d G(S) = W1(S).W2(S) . Le

diagramme de Bode de G(S) s'obtient par simple addition des diagrammes de W1 et W2(S)

En sait en e�et que |W1(S).W2(S)| = |W1(S)|.|W2(S)|
Don


|W1(S).W2(S)|dB = |W1(S)|dB.|W2(S)|dB (6.3)

en outre :

arg(W1(S).W2(S)) = arg(W1(S)) + arg(W2(S)) (6.4)

6.3 Diagramme de Bla
k-Ni
hols


e diagramme est obtenu en traçant la 
ourbe représentative de G(jω) dans le plan de 
oordon-

nées :

- Abs
isses : Arg(G(jω) en degré.

- Ordonnées : |G(jω| en dé
ibel.

Exemple G(S) =
K

1 + TS

Figure 6.8 �
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CHAPITRE 6. CRITÈRES GRAPHIQUES DE STABILITÉ

6.4 Marge de Gain, Marge de phase

Il ne su�t pas qu'un système de 
ommande soit stable, il doit présenter une marge 
onvenable de

stabilité de façon que son fon
tionnement ne soit pas perturbé par la variation de ses paramètres, les

marges de gain et phase se dé�nissent en examinant la réponse fréquentielle G(jω.

Dé�nitions

� La marge de gain (MG) est le fa
teur par lequel il faut multiplier G(jω pour que le système

devienne instable.

MG =
1

|G(jωπ|
(6.5)

ωπ : fréquen
e d'inversion de la phase, voir 9 et 11

ϕ(ωπ) = −180◦

� La marge de phase (MP) est égale à l'argument de G(jω1) augmenté de 180◦ ; tel que ω1


orrespond à un gain unité.

ω1 : fréquen
e de 
oupure ou ωc ; �gures 9 et 11

MP = arg(G(jω1)) + 180◦ (6.6)

� Bande passante : est le diagramme des fréquen
es (du signal d'entrée) pour le quel le système à

une réponse satisfaisante. �gure 10.

)

)

1))
|G(j 1

)|=1
= 1= 


-1 =

Figure 6.9 �
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6.4. MARGE DE GAIN, MARGE DE PHASE

F

c

1
3 dB

Bande passante

Figure 6.10 �

Si |WF | = 1 ⇒ |WF (ωc| = 0.0707

dans 
e 
as BP = ωc

|(GH(j )|

1

1

)

|GH(j �

1

-180°
MP

�

Figure 6.11 �
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Chapitre 7

Pré
ision des systèmes asservis

7.1 Généralités

7.1.1 Notions de 
lasse d'un système asservi

Il existe plusieurs façon de 
lasser les systèmes asservis, dans le 
ontexte a
tuel qui est la pré
ision,

il 
onvient de les 
lasser selon le nombre d'intégration que 
omporte leur fon
tion de transfert en

bou
le ouverte.

Soit

W1(S)W2(S) =
K

Sn

1 + b1S + b2S
2 + · · ·

1 + a1S + a2S2 + · · · , n = entier ≥ 0 (7.1)

n est appelé 
lasse du système.

K gain statique.

n = 0 au
une intégration ⇒ le système est de type zéro.

7.1.2 Dé�nition

On dit qu'un système asservi est d'autant plus pré
is que la di�éren
e e(t)(ε(t)) entre la valeur

réelle de sa grandeur de sortie et la valeur désirée est réduite (e(t) → 0). En pratique, il en autrement,


ar :

� La 
onsigne varie : la re
her
he de minimiser ε(t), en dépit de 
es variations, 
onstitue un

problème de suivi (ou de poursuite).

� Un signal de perturbation aléatoire (un bruit) vient se superposer au signal utile en un point de

la 
haine, le maintien de ε(t) au voisinage de 0, malgré la perturbation, 
onstitue un problème

de régulation.
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CHAPITRE 7. PRÉCISION DES SYSTÈMES ASSERVIS

- L'erreur ε(t) se dé
ompose en :

1) Une erreur transitoire ou dynamique εD.

2) Une erreur permanente ou statique εS .

7.2 Erreur statique

7.2.1 Erreur statique en réponse à un signal d'entrée 
anonique

On s'intéresse au signal d'erreur, en réponse à une 
ertaine entrée ; la fon
tion de transfert (entrée,

erreur) est don
 la suivante (rapport du signal d'a
tivation :

ε(t)

X(S)
=

1

1 +W1(S)W2(S)
(7.2)

D'après le théorème de la valeur �nale, l'erreur statique εS est donnée par la relation suivante :

εS = lim
t→∞

ε(t) = lim
S→0

Sε(S)

Don
,

εS = limS → 0

(

S
X(S)

1 +W1(S)W2(S)

)

(7.3)

Cette expression montre que la pré
ision dépond à la fois :

- du système 
onsidéré (présen
e de W1(S)W2(S)).

- du signal d'entrée appliqué (présen
e de X(S)).

Il est 
lair que la valeur de εS dépend du nombre n d'intégrateurs que 
omporte la fon
tion de

transfert en bou
le ouverte.

d'après l'équation (7.1) on 
onstate que : εS = lim(S → 0)
SS−mSn

Sn +K
1 + b1S + b2S

2 + · · ·
1 + a1S + a2S2 + · · ·

.

Soit

εS = lim(S → 0)
Sn−m+1

Sn +K
(7.4)

Il en résulte, le tableau 
i-dessous , qui donne l'erreur statique en fon
tion de la 
lasse n du système

et de l'ordre m du signal d'entrée 
anonique.

Remarques

� Si n = 0, K = KP : 
onstante de position ;

1

KP

oe�
ient d'erreur en position.

� Si n = 1, K = KV : 
onstante de vitesse ;

1

KV

oe�
ient d'erreur en vitesse

� Si n = 2, K =A : 
onstante d'a

élération ;

1

KA

oe�
ient d'erreur en a

élération.
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7.3. ERREUR DYNAMIQUE

� L'erreur statique, lorsqu'elle est dé�nie et non nulle, dé
roit lorsque le gain en bou
le ouverte


roit.

� On a vu que généralement la stabilité se déteriore lorsque le gain en B.O. 
roit, 
ette propriété

est 
onnue sous le nom de dilemme Stabilité-pré
ision, qui né
essite un 
ompromis.

� L'annulation de l'erreur statique né
essite la présen
e, dans la 
haine :

- d'au moins une intégration ; s'il s'agit d'une entrée en é
helon.

- d'au moins deux intégrations, S'il s'agit d'une entrée en rampe.

7.2.2 Erreur statique en réponse à un signal de perturbation 
anonique

On montre fa
ilement que :

ε(S) =
1

1 +W1(S)W2(S)W3(S)
X(S)− W2(S)W3(S)

1 +W1(S)W2(S)W3(S)
Z(S)

On suppose, pour �xer les idées, que :

x(t) = 0

z(t) : é
helon unitaire, don
 Z(S) =
1

S
.

Il vient εS = lim(S → 0) (dfracW2(S)W3(S)1 +W1(S)W2(S)W3(S))

Don
 εS sera nul si W1 possède au moins un intégrateur.

7.3 Erreur dynamique

L'é
art e(t) s'é
rit sous la forme : e(t) = eT (t) + eP (t), assurer une bonne pré
ision dynamique,


'est garantir un bon 
omportement de la partie transitoire de l'é
art e(t), on entend par 
ela un

amortissement su�sant et une 
onvergen
e assez rapide de la partie eT (t). (lim(t → ∞)eT (t) = 0).

7.3.1 Remarques

� Le 
omportement statique de E(S) est entièrement dé�ni par G(S) pour S = 0. Cela veut dire

que pour S 6= 0, G(S) 
ara
térise le 
omportement dynamique de l'é
art.

d'après E(S) =
X(S)

1 +W1(S)W2(S)
, G(s) = W1(S)W2(S)

E(S) sera d'autant plus petit que |G(S)| ≫ 1 
-à-d

∣
∣
∣
∣

G(jω)

1 +G(jω)

∣
∣
∣
∣
≃ 1 ≃ WF (jω) pour un retour

unitaire.

� On déduit que la pré
ision du système est d'autant meilleure que sa bande passante est plus

grande.

� La rapidité peut être mesurée par le temps de réponse tr ou le temps de montée tm de la réponse

indi
ielle du système
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CHAPITRE 7. PRÉCISION DES SYSTÈMES ASSERVIS

7.4 Pré
ision dynamique d'un système du premier ordre à re-

tour unitaire

G(S) =
K

1 + τS

WF (S) =
G(S)

1 +G(S)
=

K/(1 +K)

1 +
τ

1 +K
S

WF (S) =
K1

1 + τ1S

x(t) = u(t) ⇒ y(t) =



1− e
−

t

τ1



K1; e(t) = u(t)− y(t)

e(t) = 1−



1− e
−

t

τ1



K1

On remarque :

tr = 3τ , le système est plus rapide pour τ1 ցց ⇒ K րր (K : le gain statique de la bou
le

ouverte), 
'est le dilemme (stabilité-pré
ision).
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7.4. PRÉCISION DYNAMIQUE D'UN SYSTÈME DU PREMIER ORDRE À RETOUR

UNITAIRE

7.4.1 Pré
ision dynamique d'un système du deuxième ordre à retour uni-

taire

Soit

G(S) =
K

S(1 + τS

WF (S) =
G(S)

1 +G(S)
=

K

S(1 + τS)

1 +
K

S(1 + τS)

=
1

τ

K
S2 +

1

K
S + 1

=
ω2
n

S2 + 2ζω2
nS + ω2

n

ωn =

√

K

τ
, ζ =

1

2
√
Kτ

La réponse dépend de (ζ, ωn)

Pour x(t) = u(t)

• ζ < 1

y(t) = 1−Ae−ζωnt sin
(

ωnt
√

1− ζ2 + ϕ
)

A =
1

√

1− ζ2
, ϕ = arctan

(√

1− ζ2/ζ
)

ω0 = ωn

√

1− ζ2 ⇒ e(t) = Ae−ζωnt sin (ω0t+ ϕ)

- Le dépassement : D(%) = 100e−πζ/
√

1−ζ2

- Le temps de monté : tm =
1

ωn

√

1− ζ2
(Π− arccos ζ)

- Le temps de réponse : tr =
1

ωnζ
ln

(
100

n

)
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CHAPITRE 7. PRÉCISION DES SYSTÈMES ASSERVIS

• ζ > 1 : la réponse est non os
illatoire

• ζ = 1 : l'amortissement 
ritique

On dé�nit Q fa
teur de résonan
e, Q =
WFmax

|WF (0)|
Pour notre système :

Q = 1 si ζ >
1√
2

Q =
1

2ζ
√

1− ζ2
si ζ ≤ 1√

2

ζ ր ⇒ Q ց ; plus le fa
teur de résonan
e est élevé, moins le système est amorti.
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Chapitre 8

Corre
tion des systèmes asservis

8.1 Généralités

8.1.1 Rappel

On a vu dans les 
hapitres pré
édents, sur l'analyse des systèmes asservis, pour satisfaire aux

spé
i�
ations de stabilité et de pré
ision, on est amené à formuler des 
onditions sur la fon
tion de

transfert en bou
le ouverte (FTBO).

• Stabilité : le degré de stabilité est dé�ni par :

- La marge de gain : la stabilité est d'autant meilleure que le gain de la FTBO est plus petit, don


que la bande passante (en BO) est plus faible.

- La marge de phase : la stabilité est d'autant meilleure que le déphasage de la FTBO est plus

faible.

• Pré
ision : Elle 
onsiste en deux points.

- Pré
ision statique : l'annulation de l'erreur en régime permanent né
essite la présen
e, dans la

FTBO, d'une ou plusieurs intégrateurs, selon l'entrée 
anonique imposée.

- Pré
ision dynamique elle est d'autant plus meilleure que le gain de la FTBO est plus élevé, 
-à-d

que la bande passante est plus large.
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CHAPITRE 8. CORRECTION DES SYSTÈMES ASSERVIS

8.1.2 Dilemme Stabilité-Pré
ision

Comme le montre le dessin, les 
onditions imposées par la pré
ision et la stabilité sont générale-

ment 
ontradi
toires, une augmentation du gain de bou
le équivaut, sur le dessin, à une translation

de l'axe 0dB vers le bas, elle se traduit don
 par une augmentation de la pré
ision et une diminution

de la stabilité.

- 

c

8.1.3 Notion sur le 
orre
teur

Un 
orre
teur est un élément que l'on ajoute au système initial pour assurer la 
ompatibilité des


onditions 
ontradi
toires imposées par la stabilité et la pré
ision.

8.2 Les 
orre
teurs spé
i�ques P, PI, PD et PID

8.2.1 Les lois de 
ommande

Il est, en général, né
essaire non seulement d'ampli�er l'erreur mais aussi de lui ajouter un autre

terme. Ce qui 
onstitue le signal de 
ommande.

Signal de

commande

IL existe parmi eux :

1. la 
ommande proportionnelle : u(t) = Kε(t)
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8.3. CORRECTION CLASSIQUE

2. La 
ommande intégrale : u(t) =
1

Ti
∈t
0 ε(x)dx

3. La 
ommande proportionnelle-dérivée : u(t) = K (ε(t) + Tdε̇(t))

8.2.2 La 
orre
tion

Le signal de 
ommande se traduit par des 
orre
teurs industriels les plus fréquents :

1. Corre
teur proportionnel (P.) : U(S) = K

2. Corre
teur proportionnel-intégral (P.I.) : U(S) = K

(

1 +
1

TiS

)

Il agit sur les basses fréquen
es,

améliore la pré
ision en régime permanent.

3. Corre
teur proportionnel-dérivé (P.D.) : U(S) = K

(

1 +
1

TiS

)

a
tion sur les hautes fréquen
es,

améliore la rapidité de réponse à une variation.

4. Corre
teur proportionnel-intégral-dérivé (P.I.D.) : 
'est le plus utilisé.

U(S) = K

(

1 +
1

TiS
+ TdS

)

. Il améliore la rapidité et pré
ision.

8.3 Corre
tion 
lassique

8.3.1 Corre
tion 
as
ade ou série

Elle 
onsiste à introduire le 
orre
teurW3(S) dans la 
haine d'a
tion, les trois formes de 
orre
tion

les plus 
ourantes sont :

- Corre
tion par avan
e de phase.

- Corre
tion par retard de phase.

- Corre
tion 
ombinée.

On suppose pour le présent travail que le système non 
orrigé possède une pré
ision su�sante et

stabilité insu�sante

Corre
tion par avan
e de phase

Elle 
onsiste à 
hoisir le 
orre
teur de façon à déformer lo
alement la 
ourbe de phase. En pratique,

sa fon
tion de transfert est :

W3(S) =
1 + aτS

1 + τS
, a > 1 (8.1)

ave
 FTBO = W1(S) ·W2(S) ·W3(S)
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�n=
1

� a

�� ��� �

P
��
�
��
��
�

|�� O|

� ! 

|�"�#$3#(%%

- 180°

&m=
a-1

�a'&m

�"�#�� O%

�)"*+ ,�"".,/5�6

�"� #�� O%

6�6 ,�""5�7

0°

|$3#(%|

• E�et se
ondaire : augmentation du gain =⇒ ωc ր (bande passante ր ≡ bruits).

- Le but étant que la "bosse" φm du 
orre
teur soit 
entrée sur la nouvelle pulsation de 
oupure

(ω′

c ≈ 2ωc).

- Pour obtenir une marge de phase de l'ordre de 45�, il faut souvent que φm soit de l'ordre de 50�à

60�; 
ette 
ondition permet de �xer le paramètre a (environ 8 à 12).

Corre
tion par retard de phase

L'obje
tif 
'est d'obtenir une augmentation de la marge par diminution de la pulsation de 
oupure.

En pratique, le 
orre
teur à retard de phase à une transmittan
e :

W3(S) =
1 + τS

1 + aτS
; a > 1 (8.2)
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8.3. CORRECTION CLASSIQUE

20 log (     )

|FTB
O

| 

après correction

0°

1
a

0 dB

-90°

|FTBO| 
non corrigé

8c

9:

9:'

8'c

|W3(S)|

arg(W3(S))
arg(FTBO)

8.3.2 Corre
tion parallèle

Elle 
onsiste à 
réer une bou
le se
ondaire, il s'agit de déterminer W ′

2(S) de façon que la FTBO


orrigée, soit :

W1 =
W2

1 +W2W ′

2

W3W4 (8.3)

Corre
tion par retour ta
hymètrique

Supposons W2 soit de 
lasse 1, 
onsidérons, par exemple, un moteur ave
 sortie en position :

W2(S) =
θ(S)

U(S)
=

Kv

S(1 + TS)
; W3(S) = 1.

- Corre
tion par retour ta
hymétrique =⇒ W ′

2(S) = λS

- FTBO non 
orrigé :

W1 ·Kv ·W4

S(1 + TS)

- FTBO 
orrigé :

W1 ·Kv ·W4

(1 + λKv)S

(

1 +
T

1 + λKv
S

)

Dans le diagramme de Bode, les fon
tions de transfert sont représentées 
omme suit :

Supposant :

Stabilité satisfaisante.

Pré
ision insu�sante.
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B  v

Δφ'

Δφ Δφ''

1

11

 v

A: FTBO non corrigée.

B: FTBO corrigée.

C: FTBO corrigée + 

        augmentation de W1

On 
onstate que après 
orre
tion, la bande passante est plus large =⇒ un meilleur temps de

montée, une plus grande sensibilité aux bruits =⇒ Corre
tion par retour ta
hymétrique �ltré.

W ′

2(S) =
W1 ·W3 ·W4

λ
· S · S

1 + τS
(8.4)

S

1 + τS
: est un terme qui 
orrespond à un �ltre.

Université de Biskra 62 Dr. SEDIRA Lakhdar



Bibliographie

63


	Introduction générale
	Généralités sur les systèmes asservis
	Introduction
	Les systèmes de commande
	Definitions
	Signaux d'entrée
	Signal de sortie
	Classification du système de commande
	Schéma fonctionnel d'un système asservi (en B.F)

	Exemple: Chauffage d'immeuble
	Exercices

	Systèmes linéaires et équations différentielles
	Introduction
	Équations différentielles
	Equations différentielles aux dérivées partielles et Equations différentielles ordinaires
	Équations différentielles dépendantes du temps et indépendantes du temps
	Equations différentielles linéaires et non linéaires
	Linéarité et superposition
	Principe de superposition
	Principe de permanence

	Résolution d'une équation différentielle
	Exercices

	Transformation de Laplace
	Introduction
	Définition
	Propriétés de la transformation de Laplace
	L'inversion de la transformée de Laplace
	Application de la T.L. à la résolution des équations différentielles linéaires à coefficients constants
	Décomposition de la transformée de Laplace en éléments simples
	Détermination des inverses par utilisation du développement en éléments simples

	La fonction de transfert
	Définition
	Propriétés de la fonction de transfert
	Algèbre des schémas fonctionnels
	Établissement des schémas fonctionnels en utilisant les fonctions de transfert.

	Exercices

	Stabilité
	Définition
	Critères de stabilité
	Critère de Hurwitz
	Exemples


	Critères graphiques de stabilité
	Critère de Nyquist
	Introduction
	Théorème de Cauchy
	Procédure du critère de Nyquist

	Lieu de Bode
	Diagramme de Black-Nichols
	Marge de Gain, Marge de phase

	Précision des systèmes asservis
	Généralités
	Notions de classe d'un système asservi
	Définition

	Erreur statique
	Erreur statique en réponse à un signal d'entrée canonique
	Erreur statique en réponse à un signal de perturbation canonique

	Erreur dynamique
	Remarques

	Précision dynamique d'un système du premier ordre à retour unitaire
	Précision dynamique d'un système du deuxième ordre à retour unitaire


	Correction des systèmes asservis
	Généralités
	Rappel
	Dilemme Stabilité-Précision
	Notion sur le correcteur

	Les correcteurs spécifiques P, PI, PD et PID
	Les lois de commande
	La correction

	Correction classique
	Correction cascade ou série
	Correction parallèle


	Bibliographie

