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Introduction générale

Ce support de cours est dispensé & la faculté des Sciences et de la Technologie de I'université de
Mohamed Khider- Biskra. Il s’adresse particuliérement aux étudiants du premier et deuxiéme cycles
du département de Génie Mécanique (Construction mécanique, Energétique, Conception Mécanique
et productique, Génie Climatique,...etc). le cours a pour but principal de présenter avec une approche
simple et trés pratique des fondements de 'automatique linéaire que nous appellerons souvent la
régulation automatique. Cette démarche consiste a étudier les systémes linéaires types les plus impor-
tants (premier et deuxiéme ordre, ...) qui seront traités par des exemples physiques variés (thermique,
mécanique et électrique). Le contenu de ce support est dévisé en huit chapitres.

Le premier chapitre est consacré & la définition des termes du titre de programme envisagé et aux
caractéristiques générales des systémes linéaires et invariants. La symbolisation normalisée des boucles
de régulation dans l'industrie sera aussi présentée afin de permettre a I’étudiant de lire les schémas
de régulation présentés dans 'industrie comme on lit un dessin de mécanique. Il est souhaitable de
comparer le signal de sortie d’un systéme de commande au signal d’entrée : un exemple d’un chauffage
d’immeuble montre l'intérét de la structure & boucle.

Le deuxiéme chapitre a pour but la modélisation de systémes réels sous forme d’équations diffé-
rentielles. c’est a dire le modéle mathématique, nécessaire pour la réalisation de la commande. C’est
pourquoi, il nous a semblé utile d’y étaler dans une large place les différents types des équations
différentielles qui reflétent le comportement réel des systémes. Nous présentons les techniques de réso-
lution ainsi que les principes de superposition et de permanence liées généralement a la simplification
de I'étude des systémes.

La résolution de I’équation différentielle dans le domaine temporaire n’offre pas assez d’informa-
tions sur le comportement du systéme dans des éventuels situations critiques, c¢’est pourquoi, dans le
troisiéme chapitre nous développerons un outil mathématique classique mais mais inévitable en régu-
lation qui est la transformée de Laplace avec surtout ses applications pour la résolution des équations
différentielles.

A noter que dans 'analyse des systémes linéaires types. On insistera surtout a I’analyse temporelle
des systémes (analyse indicielle et impulsionnelle). L’analyse fréquentielle, qui est plutot une approche
d’électroniciens, n’a pas un grand sens physique et pratique dans les processus énergétiques. En effet

les perturbations de débit, température ou de pression varient en pratique plus sous forme d’un échelon



vi INTRODUCTION GENERALE

ou d’une rampe que d’une sinusoide.

L’outil mathématique de ’analyse des systémes traités dans le chapitre précédent servira dans le
quatriéme chapitre & introduire la notion de la fonction de transfert et ces propriétés. I’établissement
des schémas fonctionnels en utilisant les fonctions de transfert sera étudié dans la fin de ce chapitre.

Le cinquiéme chapitre propose la théorie de la stabilité des systémes avec une approche algébrique.
deux ciriéres de stabilité a savoir : critére de Routh et celui de Hurwitz seront présentés afin d’évaluer
le phénoméne de stabilité pour des systémes d’ordre inférieur.

Une fois un signal est retardé de quelques seconds quelque part dans la boucle du systéme, Ce qui
fait difficile d’évaluer la stabilité du systéme, 'utilisation des critéres graphiques devient nécessaire.
En se basant sur la théorie de Cauchy, les critéres de Nyquist, de Bode et celui de Black-Nichols sont
illustrés dans le chapitre six afin de présenter la fonction de transfert dans des plans complexes. Les
notions de la marge de gain et de la marge phase sont par conséquent définies.

Le chapitre sept est consacré a la précision des systémes asservis. Vu la réponse du systéme, deux
types d’erreur seront distinguées. I’erreur statique et l’erreur dynamiques seront définies en premier
lieu en réponse & un signal d’entrée canonique d’une part, et & un signal d’entrée de perturbation
canonique d’autre part. L’erreur dynamique est montré dans ce chapitre pour les cas des systémes du
premier et de deuxiéme ordre.

Comme il sera montré dans les chapitres précédents, les conditions imposées par la précision et la
stabilité sont généralement contradictoires. Le dilemme stabilité- précision sera traité dans le huitiéme
chapitre. Les différents types de correcteurs seront ’objet des deux parties principales de ce chapitre.
Cependant, le premier paragraphe porte sur les correcteurs spécifiques : Proportionnel, Intégrateur et
dérivateur, et le dernier sur la correction classique : cascade ou série et la correction paralléle.

Malgré tout le soin apporté a la rédaction, ’auteur est conscient des imperfections qui peuvent
encore subsister dans ce polycopié. Aussi, auteur est reconnaissant par avance des remarques que

pourront lui adresser les lecteurs et les étudiants pour la perfection de ce support de cours.



Chapitre 1

(Généralités sur les systémes asservis

1.1 Introduction

1.2 Les systémes de commande

1.2.1 Definitions

— Un systéme est un assemblage, un ensemble ou une collection d’objets reliés ou branchés les uns

aux autres de facon & former une entité ou un tout.
— Le mot asservir est en général pris dans le sens de régler, diriger ou commander.

— L’asservissement est un ensemble mathématiques et une technique de raisonnement qui concer-

nant la prise de décision et la commande des systémes.

— Un systéme de commande est une combinaison d’éléments physiques, chimiques ou biologiques,
etc; associés les uns aux autres de facon & former une entité unique et agissant en tout que telle,

dans le but de s’autocommander ou s’autorégler ou commander et régler un autre systéme.

Exemples

— Le systéme suivant constitué par un miroir pouvant pivoter sur I’'une de ses extrémités et pouvant
étre relevé ou abaissé au moyen d’une vis & 'autre extrémité est un systéme de commande, grace

a la vis, on peut régler a volonté la direction du rayon réfléchi, figure 1.1.
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rayon réfléchi

miroir
b

source lumineuse

vis de réglage

FIGURE 1.1 —

— Un automobiliste sur une route dirige sa voiture d’apreés la position de la chaussé par rapport &
des repéres liés & la voiture (capot, bord du par-brise), lorsque il aborde un virage, sa position
change par rapport & un repére, le conducteur tourne le volant pour corriger ’écart. Il effectue

alors une régulation de la position de la route par rapport a son véhicule.

— Un appareil de chauffage & thermostat, on régle la température de référence ou désirée de la
piéce, quand la température de la piéce est inférieure & celle désirée, le fourneau fournit de la
chaleur, jusqu’a ce que la température de ’enceinte devienne égale & la grandeur de référence,

alors le fourneau s’éteint automatiquement.

1.2.2 Signaux d’entrée

Ce sont les signaux d’excitation du systéme, ils agissent sur son état mais ils y sont indépendants,

ces grandeurs peuvent étre de deux types.

— Grandeur commandable : Elle est appliquée a partir d’une source d’énergie externe, afin de

provoquer une réponse spécifique du systéme.

— Grandeur non commandable : C’est une grandeur indésirable appelée parasite ou perturbation,

elle nuit au bien fonctionnement du systéme et fausse sa réponse.

1.2.3 Signal de sortie

C’est la réponse effective élaborée par le systéme évoluant a partir de son état initial sous ’action

des signaux d’entrée.

1.2.4 Classification du systéme de commande

Suivant la relation qui existe entre le signal de commande et le signal de sortie on distingue deux

catégories générales : Les systémes en boucles ouvertes et les systémes en boucles fermées.

Université de Biskra 2 Dr. SEDIRA Lakhdar



1.2. LES SYSTEMES DE COMMANDE

— Un systéme en boucle ouverte est un systéme ou le signal de commande est indépendant du

signal de sortie.

— Un systéme en boucle fermée est un systéme ou le signal de commande dépend d’une fagon ou

d’une autre de signal de sortie.

Systéme de commande en boucle ouverte (B.O)
— Des systémes en général simple et facile d’emploi. Car présente peu d’éléments.
— Le phénomeéne d’instabilité n’est pas génant.

— faibles performances.

Il ne réagit pas a la perturbation.

¢ perturbation

signal d'entrée signal de sortie
= Systéme de commande >

FIGURE 1.2 —

Exemples

— L’exemple de miroir : C’est un systéme de commande en boucle ouverte, il n’y a pas de relation

de retour.

— La rotation de volant d’une voiture pour le braquage de roues avant est un exemple de systéme

en boucle ouverte.

position angulaire position angulaire

de volant rapport de de roues

réduction

——> roues avants

FIGURE 1.3 —

— Pour le méme systéme, on peut introduire un dispositif d’amplification de puissance qui permet
a partir d’une dépense en energie minime & l’entrée, de commander des phénomeénes mettent en

jeux d’une grande puissance a la sortie, c’est I’exemple d’une direction assisté d’un véhicule.

Systéme de commande en boucle fermée (B.F)

Le fait d’établir une liaison entre la sortie et ’entrée est appelée action de retour, chaine de retour

ou plus simplement retour.

Université de Biskra 3 Dr. SEDIRA Lakhdar



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES SYSTEMES ASSERVIS

Le retour est la propriété par laquelle, dans un systéme de commande, le signal de sortie est comparé
dans chaque instant au signal d’entrée d’une maniére & former le signal de commande approprié et

réduire la sensibilité de celui-ci aux perturbations.

Caractéristiques de retour

— Une plus grande précision.

— Tendance a Doscillation ou a l'instabilité.

Exemple : Le fourneau et le thermostat est un systéme en boucle fermée.
Cependant parmi les systémes en boucle fermée on distingue le systéme régulateur dont la consigne
demeure constante ou varie lentement durant une langue période et le systéme qui fonctionne en

suiveur ou en poursuite dont la tiche consiste & faire suivre le signal d’entrée variable & chaque

instant. Exemple : Radar d’une cible mobile.

1.2.5 Schéma fonctionnel d’un systéme asservi (en B.F)

—— e,

régulateur l l lperturbalions
entrée de

référence

grandeur
reglée

I
I
I
:
correcteur + actionneur processus
I
I
I
I
|

grandeur

, capteur
mesurée

FIGURE 1.4 —

— Le processus : est soumis aux excitations constituées par ’entrée de référence et les perturba-

tions, il y répond par une grandeur qui lui est propre (appelée grandeur réglée).

— Le capteur :donne une image utilisable de la grandeur réglée, la nature de cette mesure est le

plus souvent électrique.

— Le régulateur : est composé de deux parties.
Le comparateur : qui recoit 'information de référence et la grandeur mesurée dont il fait la
différence € appelée écart ou erreur;
Le correcteur : dont le role sera d’éliminer cet écart, quelles que soient les perturbations, et
d’amener le processus a réagir le plus rapidement, quelques soient les variations de 1’entrée de

référence ou les perturbations. C’est ’organe intelligent du systéme asservi.

— L’actionneur : recoit du régulateur la grandeur réglante et I’amplifie en puissance, c’est le
muscle de la chaine qui va piloter I’évolution du processus (par exemple : moteur, vérin, vanne,

etc)

— Les fléches : indiquent le sens dans le quel 'information ou le signal se transmet.

Université de Biskra 4 Dr. SEDIRA Lakhdar



1.3. EXEMPLE : CHAUFFAGE D’IMMEUBLE

FIGURE 1.5 —

1.3 Exemple : Chauffage d’immeuble

La figure (1.6) représente le processus sans réglage automatique.
0 : la température a 'intérieur de la chambre.
T : la température de I’eau chaude envoyé dans les radiateurs.

0. : la température extérieure. Pour obtenir 6, il faut régler T & une valeur précise.

0.

—— || Processus

FIGURE 1.6 —

La figure (1.7) représente une premiére tentative de réglage automatique de 7', du fait de l'influence
de 6. sur la température désirée 6 il convient de varier T en fonction de 6. d’une sorte T' = a(6y — 6,).

En vue de définir les paramétres 6, et a, le chauffagiste pocédra & des essais.

FIGURE 1.7 —

En effet, la température dans 'immeuble peut s’élever (pénétration) du soleil) sans que T' ne soit
réduite puisque elle ne dépend que de 6.. Donc, il y aura surchauffe.
Pour cela, il faut comparer 6 & une consigne 6, & ’aide d’une boucle d’asservissement.
Alors : 6y = P(6. — 0).

0. : température affichée sur le thermostat, Figure(1.8).

Université de Biskra 5 Dr. SEDIRA Lakhdar
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FIGURE 1.8 —

On peut déduire :
- 0, n’est plus mesurée.

T =f(e),e=0.—0.

1.4 Exercices

Exercice 1 : Tracer le schéma fonctionnel de I’équation suivante :
Tr3 = a1 + agxo — 5

Solution 1 :

FIGURE 1.9 —

Exercice 2 : Tracer le schéma fonctionnel en B.O et en B.F qui correspondent au réseau déviseur

de tension, Figure (1.10).

Université de Biskra 6 Dr. SEDIRA Lakhdar



1.4. EXERCICES

T

Vi

)

FIGURE 1.10 —

Solution 2 :

— Boucle fermée : ’U2(R1 + RQ) =Ry = wvR= RQ('Ul — UQ)

vy = g—f(vl — v9) le schéma fonctionnel se traduit dans ce cas par la figure (1.11a)

— Boucle ouverte : d’aprés la loi de Kirchoff, on peut écrire :
vy = Roi; d’autre part i« = v1/(R1 + R2), on obtient : v = Ro/(R1 + R2)v1 , dont le schéma

fonctionnel est illustré sur la figure (1.8b)

) v vy v
Vi _t, R,R, ’ o RRR) —

(a) (b)

FIGURE 1.11 —

Université de Biskra 7 Dr. SEDIRA Lakhdar
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Chapitre 2

Systémes linéaires et équations

différentielles

2.1 Introduction

L’étude des systémes asservis nécessite la description de la structure des systémes et de ses consti-
tuants. Les schémas fonctionnels & leurs seuls ne suffisent pas, il est indispensable de décrire mathé-
matiquement les relations qui caractérisent le systéme et ses éléments entre eux. Un systéme asservi
est régi par un ensemble d’équations mathématiques. La solution de ces équations représente le com-
portement du systéme.

Exemples :
F= m= , figure 2.1.(a)
v=Ri, figure 2.1.(b)

¥ F
m—— 3 R
! 1
| I |
(a) (b)
FIGURE 2.1 —

2.2 Equations différentielles

Les équations différentielles constituent un type d’équations qui ont de nombreuses applications
dans la description des lois physiques.

On appelle équation différentielle n’importe quelle égalité algébrique qui comporte soit des dif-
férentielles soit des dérivées. On utilise beaucoup les équations différentielles pour lier les taux de

variation des variables aux autres paramétres. Exemples :
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— La loi de Newton : = m@.
dt
. . dq
— La loi de Kirchoff : v = R%‘

T T
— L’équation de la chaleur & une dimension : 8_ = 8_
ox ot

2.3 Equations différentielles aux dérivées partielles et Equa-

tions différentielles ordinaires

— On appelle équation différentielle aux dérivées partielles une égalité portant sur une variable
dépendante et deux variables indépendantes au moins; ainsi que sur les dérivées de la variable
dépendante par rapport aux variables indépendantes.

Exemple :

or _ poT

o 57> est une équation aux dérivées partielles. T'(x,t) est la variable dépendante, la

distance x et le temps t sont des variables indépendantes.

— On appelle équation différentielle ordinaire, une égalité portant sur une variable dépendante
au moins; une variable indépendante, et une dérivée au moins des variables dépendantes par
rapport & la variable indépendante. Exemples :
fit) = m%, est une équation différentielle ordinaire. La force f(t) et la vitesse v(¢) sont des
variables dépendantes, le temps ¢ est la variable indépendante.

v(t) = R%,  est une équation différentielle ordinaire. La tension v(t), la charge ¢(¢) sont les

variables dépendantes, le temps ¢ est la variable indépendante.

— On appelle équation différentielle ordinaire, une équation de la forme :

d" dr—1y dy
B v _ 2.1
Uy +an (o + o da o + apy(t) = z(t) (2.1)

ou les a;, i = 0,---n sont des constantes, le temps est la variable indépendante.

2.4 Equations différentielles dépendantes du temps et indépen-

dantes du temps

— On appelle équation différentielle dépendante du temps, une équation différentielle ot 'un au
moins des termes dépend explicitement de la variable indépendante ¢.

Exemple :
d2
tQEg +y=ux, oux(t)ety(t) sont les variables dépendantes, c’est une équation différentielle
2

d
dépendante du temps, puisque le terme Y

I dépend explicitement du temps par le coefficient

t2.

Université de Biskra 10 Dr. SEDIRA Lakhdar



2.5. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES ET NON LINEAIRES

— On appelle équation différentielle indépendante du temps, une équation différentielle ot aucun

2.5

terme ne dépend explicitement de la variable indépendante ¢ (le temps). Cette définition implique
que le processus (systéme) décrit par équation différentielle indépendante du temps ne varie pas
avec le temps.

Exemple :

L’expréssion (2.2) est une équation différentielle indépendante du temps, puisque elle ne dépend

de t qu'implicitement par les variables liées x et y et leurs dérivées.

- _ by _ - _dix
> ai; 72@ T (2:2)

ol a; et b; sont des constantes.

Equations différentielles linéaires et non linéaires

On appelle terme d’une équation différentielle ordinaire, un produit ou un quotient de fonction
explicite de la variable indépendante ¢, et de fonction des variables dépendantes et de leurs
dérivées.
Exemple :

d

(Coit(‘fi%’) est un terme du premier degré dans la variable dépendante y, tandis que 2zy3(d—§{)

est du cinquiéme degré dans les variables dépendantes z et y.

On dit qu’un terme est linéaire s’il est du premier degré dans les variables dépendantes et leurs
dérivées.
On dit qu’une équation différentielle est linéaire si elle consiste en une somme de termes linéaires.

Exemples :

1) Les termes (%)3, x%%, sinx, cosy, sont des termes non linéaires.

2) ‘g—z =K % , (T = f(z,t)) est une équation différentielle aux dérivées partielles linéaires car

aT oT . )
S+ ‘3¢ sont du premier degré.

3) N’importe quelle équation différentielle ordinaire de la forme :
7

d d
Yo ai(t)d_ti/ =>", bi(t)d—; ou les coefficients a;(t) et b;(t) ne dépendent que de la variable

t est une équation différentielle linéaire.

2.6 Linéarité et superposition

Cependant la notion de linéarité s’étend aux systémes physiques qu’on peut classer en systémes

linéaires d’une part et en systéme non linéaires d’autre part. De plus, parmi les systémes linéaires, on

trouve les systémes linéaires invariants et les systémes linéaires variants. La premiére classification est

basée sur le principe de superposition, la seconde sur le principe de permanence.
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CHAPITRE 2. SYSTEMES LINEAIRES ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES

2.6.1 Principe de superposition

x,(t) t
1 - MO
Xy(t) ¥a(t)

<] Cxi(t it

> S 2a; Xi( )|_|S Xy Y1( )

Lo |
Xa(t) < ¥a(t)
1 |
Signaux agissant séparément Signaux agissant simultanément
FIGURE 2.2 —-
Siy1(t), ya(t), ..., yn(t) sont les réponses d’un systéme aux signaux d’entrée x1 (t), x2(t), ..., zn(t)

agissant séparément. La réponse de ce systéme & toute combinaison linéaire de ces signaux d’en-
trée, Y ., a;z;(t) (agissant simultanément) est la méme combinaison linéaire des signaux de sortie
o aiyi(t), les a; sont des constantes, figure 2.2.
Les systémes qui satisfont le principe de superposition sont dits linéaires. Les notions de linéarité et
de superposition sont donc équivalentes.
Exemples :
1) Un dérivateur de la forme : y(t) = % est un systéme linéaire car si on a :

z1(t) = yi(t) = 21(1)

o
P22 B0 ¢ ) 00 = (Saasto)y
Tn(t) = yn(t) = 2, (1)

on aura alors : y(t) = > a;zi(t) = y(t) = > a;yi(t)

2) Un quadrateur y(t) = 2 n’est pas un systéme linéaire, car si on a
t)

a1 (t) = (1) = 23 (

220 2= s )5 0 = (Sano)?
Tn(t) = yn(t

alors s y(t) £ Y asa?(t) = y(t) £ Y a?(®)

2.6.2 Principe de permanence

Si y(t) est la réponse d’un systéme & un signal s(t) agissant & 'instant ¢, la réponse de ce systéme
au méme signal mais différé de 7 sera sa réponse initiale différée d’autant, c-a-d y(t — 7), figure 2.3.

Les systémes qui satisfont le principe de permanence sont dits invariants, figure 2.3.
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2.7. RESOLUTION D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE

x(t) X(t-1)

y(t) y(t-1)

FIGURE 2.3 —

Remarque : Le grand intérét des systémes linéaires invariants réside dans la simplicité de leurs
études mathématiques; en outre ils constituent une excellente approximation pour de nombreux sys-

témes physiques qui, en toute rigueur ne sont ni exactement linéaires, ni exactement invariants.

2.7 Résolution d’une équation différentielle

Considérons I’équation différentielle suivante :

diy m o diz
di =0 Vi g

Dico i
ol a; et b; sont des constantes
On appelle solution ou intégrale d’une équation différentielle toute fonction y(t) vérifiant cette équa-
tion. Pour ’obtenir, on doit préciser deux points.

1) Pintervalle de temps ou l’on désire prendre la solution.

2) ’ensemble des n conditions initiales portant sur y(t) et ses n — 1 premiéres dérivées, c-a-d
dy dnfly

dt|,_, 7 dtn1,_,

La réponse totale

La réponse totale d’un systéme physique régit par une équation différentielle peut étre décomposée

en :

yr(t) = yr(t) + yr(t) (2.3)

yr(t) : est la réponse libre,
yr(t) : est la réponse forcée.

a) Réponse libre : est par définition la réponse a des conditions initiales définies (C.I #£0), le signal
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CHAPITRE 2. SYSTEMES LINEAIRES ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES

d’entrée étant nul : z(¢) = 0.

En conséquence, c’est la solution de I’équation différentielle sans second membre :

Son expression s’obtient & partir des racines de I’équation caractéristique :
n
> aiD'=0 (2.5)
i=0

e Si les racines de cette équation sont distinctes, alors

_ Dyt _ Dat _ ,Dnt
Yy =e"t, oy =e’2, iy, =e-""

et la réponse libre s’écrit :

yr(t) =3 A (2.6)

A; se calculent & partir des conditions initiales connues.

e Si les racines sont multiples, alors & chaque racine D; de multiplicité n; correspondent n; modes
(eDjt, teDjt7 L 7tnjfleDjt)

b) Réponse forcée : un systéme est en régime forcé quand il est soumis, & partir de son état
d’équilibre & un signal d’entré, le signal x(t) est donc appliqué a l'instant ¢y (tels que y(to) = 0, y'(to) =

0, ...,y Y(ty) = 0), sa réponse forcée s’écrit de la forme générale :

yr(t) = / g(t —t") e(t")dt’ (2.7)

to

En posant
e(t) =Y bea®(t)
k=0

On g(t) est la combinaison linéaire Y . | ¢;y;(t) c-a-d que g(t) est une réponse libre de 1'équation
différentielle avec les conditions initiales suivantes :
g(0) =0, ¢'(0) =0, ..., g™2(0) =0, g"10) = 1/a,.
Réponse permanente

On appelle réponse permanente la partie de la réponse totale qui ne tend pas vers zéro lorsque le
temps tend vers 'infini.
Réponse transitoire

C’est la partie de la réponse totale qui disparait quand ¢ tend vers linfini.
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2.7. RESOLUTION D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE

Les signaux élémentaires

On utilise pour I’étude des systémes asservis des fonctions particuliéres d’entrée, les fonctions
généralement utilisées sont :

a) Fonction échelon unité : (Figures 2.4 et 2.5)

1 t>0
u(t) =
0 t<0
u(t)
1
t
FIGURE 2.4 —
1 t>+t
u(t — to) =
0 t<to
u(t-ty)
1
t
to
FIGURE 2.5 —

Si le systéme est excité par un échelon unité, on dit que la réponse obtenue est une réponse
indicielle.

b) Fonction pente (rampe) unité : ((Figures 2.6 et 2.7)

t t>0
r(t) =
0 t<0
r(t)
t
FIGURE 2.6 —
t—tyg t2>1t
r(t — to) = o=
0 t<to
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CHAPITRE 2. SYSTEMES LINEAIRES ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES

r(t-ty)

to

FIGURE 2.7 —

b) Fonction impulsion unité : (Impulsion de Dirac) (Figure 2.8)

Elle est définie par :

0 t#0
i) = 1 avec  lim OAt o(t)dt =1
— t=0 At—0
At
3(t)
t
At
FIGURE 2.8 —

On dit que la réponse est impulsionnelle lorsque I'entrée est une impulsion de Dirac.

2.8 Exercices

Exercice 1 : Considérons les équations suivantes :
1) y = a1z1 — asza + 10
d2$1
2) y = a; ——
)Y =g
3) y= [mdt
d2$2 dl‘l
Hhy=——5 4+ —
V=T T T
Ou y : signal de sortie,
x1, T3 : signaux d’entrées,

ai, ag : constantes.

- Tracez les schémas fonctionnels représentant ces fonctions.

Solution :

)

Université de Biskra 16 Dr. SEDIRA Lakhdar



2.8. EXERCICES

10
- y
41Xy + y — >
) X,
Xy ou bien
FIGURE 2.9 —
2)
FIGURE 2.10 —
3)
D fae 3
FIGURE 2.11 —
4)

Xy &’ /L y
dt? \f/

2 &

dt?

S|

FIGURE 2.12 —

Exercice 2 : Classer les équations différentielles suivantes en équations ordinaires et équations

aux dérivées partielles. Quelles sont les variables indépendantes et les variables dépendantes ?

dy dx
1) ¢ &
i A
2) %—l—w—%ﬁ-

ox Oy Y

Solution

1) Equation différentielle ordinaire; x, y : variables dépendantes, ¢ : variable indépendante.
2) Equation différentielle aux dérivées partielles, z : variable dépendante, x, y : variables indépendantes.
Exercice 3 :

Soit un systéme du premier ordre décrit par ’équation différentielle suivante :
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CHAPITRE 2. SYSTEMES LINEAIRES ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES

T% +y(t) =Kz(), 7>0 (¥

A Pinstant ¢y ou le signal z(t) est appliqué, la valeur de y est yo
1) Trouvez la réponse totale du systéme.
2) Calculez sa réponse pour un signal d’entrée z(t) = coswt
Solution :
1) La réponse totale :

Yyr =YL +yr
y(t) (réponse libre)
pour z(t) =0, léquation (x) =7D+1=0 =D=-1/7
donc y, (t) = e~/
yr(t) = Ay e~Y/7, A; se calcule a Pinstant tg : y(to) = yo = Ay e /7 = yg = A} = ygelo/7

On aura :

yr(t) = yo e—(t=to)/7

yr(t) (réponse forcée)
yr(t) = ftto gt —t)e')dt'; avece(t) =Kzt
ona:g(t) =1 cyi(t)=ciy(t) =cre V7

1 1
90) =~ ==~

1 ,

o(t) = Zet7 = gt — ) = Te=t

T T
la réponse forcée peut s’écrire comme suit :

1 ,
yp(t) = [0 = e~/ Ka(t') dt’

°T

K /
_ t 2(t e—(t—t )/Tdt/
Jio
T

Alors :

K [t /
yr(t) = 7/ w(t') e Tt 4 yg em T
to

2) Application :
On a z(t') = coswt’ =R [ei“’t/}

yF(t) = %f:{) e_(t—t/)/T . §R |:eiwt/:| dtl
— -t/ b (iwt+ )t gy
—e R [fto e dt}

— Ee—t/‘r SR |: T eiwt/ . et//T:|

t

T 1+iTw
t' /T

to ‘
— Ee—t/f SR
T

K-e /71,
= ﬁ [et /™ (coswt’ + Tw sinwt')}
w2T

T-€
1+iTw

(coswt’ + isinwt’ )] (en multipliant par le conjugué de 1+ iTw)

to
t

to

Université de Biskra 18 Dr. SEDIRA Lakhdar



2.8. EXERCICES

—(t—to)/7
(t) (coswt + Twsinwt) — ¢ (cos wiy + 7w sinwio)
Yyr = ——F (CoOSWw TWSINWT) ————F— (COS Wl TwW S Wilg
1+ w272 1+ w272
régime permanent régime transitoire

Pour t > ty + 7 la réponse forcée tend vers le régime permanent, c-a-d

yp(t) (coswt + wr sinwt). Posant tan ¢ = —w7, on aura finalement :

1 + w272

yp(t) = K cos (wt + @)

V1t Wit

1
Exercice 4 : Quelle est la réponse forcée (¢t > 0 du systéme régi par I’équation différentielle Zy’ "+

Yy +y =2’ + z au signal d’entrée z(t) = 1 (échelon unité) appliqué a 'instant t =07

Solution :
EDQ +D+1=0 = une racine double Dy = Dy = —2
donc
gt) =c1e 2 +eate 2.
En utilisant les conditions g(0) = 0 et ¢’(0) = 4, on obtient ¢; =0, ¢z =4
la substitution de g(t — t') dans Pexpression de la réponse forcée nous permet d’écrire : yp(t) =
Jyat—t)-e 2= qt' = — [P 49e=2 df
la réponse forcée est :

yr(t) =1—(1+2t) e

Exercice supplémentaire :
Trouvez la réponse libre du systéme décrit par ’équation différentielle :

y!! + wg y = 0, avec les conditions initiales y(0) = 0, ¥’ =1

1
Solution : yr(t) = — sinwgt
wo
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Chapitre 3

Transformation de Laplace

3.1 Introduction

La transformée de Laplace (TL) est une technique trés employée en asservissement pour transfor-

mer une fonction dépend du temps en une fonction dépend d’une variable complexe. Elle permet de

transformer des équations différentielles d’ordre quelconque dans le domaine du temps en des équations

algébriques de méme ordre dans le domaine complexe.

3.2 Deéfinition

Soit f(t) une fonction de la variable réelle ¢ définie pour ¢ > 0, nulle pour ¢ < 0. On appelle

transformation de Laplace de f(t) la fonction :

F(S) = /OOO f(t)-e St dt

S : variable complexe (S = o + jw).
Exemple : f(t) = e 2

La transformée de Laplace est :

oo oo 71 o
Ll = [FTe 2 e Stdt = [[Te 5D dt = Lle=] = S13 e (5+2)t
. 0
dOnC K[f(t)] = S—H

3.3 Propriétés de la transformation de Laplace

1. Si L[f(t)] = F(S) alors
LEf(t)] =k F(S) (k:constante)

21

(3.2)



CHAPITRE 3. TRANSFORMATION DE LAPLACE

Exemple :
f(t)=e™2 sz;chant que F(S) = S’L—i—Q
L [3672)5] = S——|—2 = 3F(S)
2.
L1A@) + L) = LIA@)] + L[f2(1)] (3-3)
Exemple :
L [16—216 + e—t] — J"Ooo(e—Qt 4 e—t) . e—St dt = fooo 6_215 . e—St dt + fooo e—t . e—St dt = 512 +
STi- Lle™] + L[e™"]
3.
L {ﬁ] =S F(S) - f(0) (3.4)
dt
Exemple
de 1 1
f(t)e%;»g[ - } =S5 1= 255 =L[-2e7]
En général,
dnf _Qn = n—1—1 dzf(o)
Ebﬂ_SF@—;S — (3.5)
4. ,
_E®)
E{[;f@Mt] . (3.6)
Exemple

t2t_ll_ 1
E“W }_Ss+2_sw+m

5. le cas général, on aura :
t
L[/ /.../f(t)dt...dT] :F(S) (3.7)
0 S

6. La valeur initiale f(0) de la fonction f(t) dont L[f(t)] = F(S) est :

f(O):limf(t):gLH;OSF(S); t>0 (3.8)

t—0

Exemple
flt)y=e?

1
i a2t — T _
1(0) *tlf%e *slimoos <S+2) 1
7. La valeur finale f(oo) de la fonction f(t) est :

f(oo) = lim f(t) = lim S F(S) (3.9)

t—o0 S—0

Exemple

ft) = e
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3.4. L’INVERSION DE LA TRANSFORMEE DE LAPLACE

floo = 1im62tlim5< L )0

t—o0 S—0 S 42

8 [f(é)] —aF(a-S)

Exemple

Etant donné £ [e™!] = a=

clr] e =5
1
“ 2 55+ 1
9. Transformée de Laplace de la fonction échelon unité :
Llu(t)] == (3.10)
10. Transformée de Laplace de la fonction impulsion de Dirac :
L) =1 (3.11)

11. Transformée de Laplace de la fonction pente unité :

LIr®)] =< (3.12)

12.
Lle "] = Sia (3.13)

13.
L[sint] = S21+ o Llsiner] = iwz (3.14)

14.
L]cost] = SQi— 5 L[coswt] = 2 iw2 (3.15)

15.
Lle " sinwt] = (S‘Jr;dw (3.16)

16.
L[e " coswt| = (Sfaﬁ (3.17)

3.4 L’inversion de la transformée de Laplace

Soit donnée la transformée F'(S), le passage de cette fonction a la fonction f(t) c’est I'inversion de

transformation de Laplace, on la note : L71F(S), telle que :

LTHF(S)] = f(t) (3.18)
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CHAPITRE 3. TRANSFORMATION DE LAPLACE

3.5 Application de la T.L. & la résolution des équations diffé-
rentielles linéaires a coefficients constants

L’application de la la T.L. & la résolution des équations différentielles linéaires & coefficients
constants est de la plus grande importance des problémes portant sur les systémes de commande

linéaires.

Considérons les équations a coefficients constants de la forme :

i :Zbidti; an =1, m<n (3.19)
i=0 i=0
x : signal d’entrée, y : signal de sortie.
.. .. k dbx k dky . 9
Les conditions aux limites sont : zj = T Yo = pry . La transformée de Laplace de 1’équa-
t=0 t=0

tion 3.19 est :

3

, lai (SiY(S) —~ i Si—l—ky{;ﬂ => lbi <SiX(S) — i Si—l—kx’gﬂ
=0 k=0 i k=0

m
=0

qui peut s’écrire

v () = [ im0 5]y gy Eito o b Fab — Filo Micp iS4yl
Z?:o a; S Z?:O a;S*
On peut déduire :

m b St m ol gicl—k gk n il Gk
o)=L [%m) icoTioo b8 |y por | Da Tt | (ga9)
i=0 @id" i=0 @iO" i—g @i0"

Réponse forcée Réponse libre

3.6 Décomposition de la transformée de Laplace en éléments
simples

les transformées de Laplace des équations différentielles sont souvent représentées sous forme de
quotient de deux polyndmes en S. La décomposition de ce quotient en éléments simples nous permet
de trouver rapidement la transformation inverse de Laplace.
Soit : Fi(s) =31 b;SY/ > qaiST an=1; n>m
Le polynome Z?:o a;S" posséde n racines, les racines peuvent étre uniques ou multiples.

— Si le polynome posséde n; racines égalent a P,

— Si le polyndéme posséde ns racines égalent & P,
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3.6. DECOMPOSITION DE LA TRANSFORMEE DE LAPLACE EN ELEMENTS SIMPLES

— Si le polyndéme posséde n,. racines égalent & P,

Alors :
dais' =[S =P)"; Y ni=n (3.21)
i=0 i=1 i=0
Exemple 3.6.1 5% +35+2=(S+1)(S+2)
ny = 1 — P1 =-1
r=2ety n,=2=n
ng=1— P2 = -2

Exemple 3.6.2 5% — 552 +85 —4=(5—2)%(5—1)

7’1,1:24)]31:2
r=2ety n,=3=n
n2=1—>P2:1

Nous pouvons mettre
F(s)=> b:S/[J(s - P)™ (3.22)
i=0 i=1
Le développement en éléments simples est :

kA Uz

F(S) =+ 33 (307’;),6 (3.23)
i=1 k=1 v
Cipp = 1 qri—k [(S _pyn 'F(S)]S:P,_- (3.24)

(ni — k)l dSni—F
Les coefficients Cjx, ¢ = 1, r sont les résidus de F(S) en P;

— Si il n’existe pas des racines multiples :

F(S)=but Y o Ca= (5= P) F(S)lsp, (3:25)
i=1 !
Exemple 3.6.3
25+1
F(S) =
(%) 52 —45+3
on peut écrire F(S) = %
ou sous la forme F(S) = 5 ill + Scilg
avec
-3
Cii=(S—=1) - F(9)|[s=1 = 9
7
Cor = (S —3) - F(9)|s=3 = 9

on peut écrire finalement :

)= (551) + 1 (753)

Université de Biskra 25 Dr. SEDIRA Lakhdar



CHAPITRE 3. TRANSFORMATION DE LAPLACE

Exemple 3.6.4

F(S) = (S+1)2(S+2)

ny = 2 — P1 =-1
r=2et > n,=3=n
ng=1— P2 = -2
L. C 012 021
on peut écrire F(S) = b3 + St + EESIE + S+2; by =0
avec :
Cyy = L [(S+1)2-F(9)] I =-1
HT o) dse T S=oU (S +2)2 g,
Cp= Lt 7 [(S+1)2- F(S)] - =1
T2 2) d9?2 S==1" S+2|g__,
Oy =L 4 [(S+2)t- F(9)] S =1
T -1 st S==2 " (S+1)2|g__,
donc : F(S) = 1 L + !

S+1 7T 52

3.7 Détermination des inverses par utilisation du développe-

ment en éléments simples

ZbiSi/ZaiSi -1 b, + (326)
i=0 i=0 i=1 k= 1
)+ Z t(k; 1) et (3.27)
i=1 k= 1
5% 428 +2
E le 3.7.1 F(§) = —————
xempre &) =5+
1 2 1 2
-1 F _ —1 1 . —_ —1
LU = £ [+S+1 S+2] Lo+ L [S-l—l] [S+2]
= f(t)=06() +et—2e2
d3y d’y dy d2x
E 1 2 — —-— - — — —
xemple 3.7. oTE +3 72 th +6y = Ie T
dy d?y
avec : y(0) = — =0; —
dt|,_, dt2 o

— Trouvez Y (S)

S3Y (S) = S%y(0) — Sy'(0) —y"(0)+3 [S*Y(S) — Sy(0) — ¢'(0)] = [SY(S) — y(0)] +6Y (S) = S*X(S) —
Sz(0) — 2/(0) — X (S)

Y(S)[S3+352-5+6] —1=(5*-1)X(S)
51 X(S) + !
S34382 - 546 S34382 - 5+6

Y (S) =

Université de Biskra 26 Dr. SEDIRA Lakhdar



3.7. DETERMINATION DES INVERSES PAR UTILISATION DU DEVELOPPEMENT EN
ELEMENTS SIMPLES

s S S
S+l (S+1)2 0 S+2

e [
ft)=—e"t+tet+e 2

Exemple 3.7.3 F(S5)

Exercices

Exercice 3.7.1 Calculer les fonctions des transformées de Laplace suivantes

7
~ PO = gos o
)= 5 110
F<5>:$§im
- F(S) = st

Exercice 3.7.2 1) Trouvez la transformée de Laplace de :

- f(t) =e t+cost
A0
e

dt3
- f(t) =2 sin(wt — 30)

2) Trouvez la valeur finale et initiale (f(c0) et f(0) de f(t) = e~ t + cost

Exercice 3.7.3 Si f(t) a pour transformée F'(.S), trouvez alors la transformeée F’(.S)
Exercice 3.7.4 Si f(t) — F(S), calculez la transformée F(t — to)

Exercice 3.7.5 Résolution ’équation différentielle suivante, en utilisant la méthode de La Laplace.
y' 4+ 9y +20y =1
y(0)=1;4(0) =5

Exercice 3.7.6 Rechercher en décomposant en éléments simples les transformées des fonctions sui-

vantes :
RELIN R i,

A,

no.anr
T
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Chapitre 4

La fonction de transfert

4.1 Deéfinition

Nous appellons fonction de transfert ou (transmittance) du systéme, le rapport des transformées
de Laplace de la grandeur de sortie et la grandeur d’entrée du systéme, lorsque les conditions initiales

sont nulles. On la note W, P, F.

b S A by ST+ 01 ST+ by
C an S A 1S 4 -+ a1 S+ ag

W(S) (4.1)

n : degré du dénominateur est appelé ’ordre du systéme.
Poles : racines du dénominateur.

Zéros : racines du numeérateur.

d
Exemple 4.1.1 d—z + 2y = d—f + 2, avec des conditions initiales nulles.

(S+2)Y(S)=(S+1)X(S)
_Y(S) S+1
=W =x5 " 52
Les zéros : S = —1; les poles : S = —2

d? d
Exemple 4.1.2 ey Y +5y==

a2 dt
S2Y(S) — 4SY(S) +5Y(S) = X(S) = W(S) = f(i?) Sp— is —

Il n’y a plus de zéros; deux poles : S; =2 —j; So =247

4.2 Propriétés de la fonction de transfert

1. Une fonction de transfert est définie pour un systéme linéaire et invariant.
2. La fonction de transfert est indépendante de la nature de I'entrée.

3. La fonction de transfert d’un systéme est la transformée de Laplace de sa réponse & I'impulsion.
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CHAPITRE 4. LA FONCTION DE TRANSFERT

4. On peut obtenir I’équation différentielle du systéme a partir de la fonction de transfert en

D
remplagant la variable S par 'opérateur différentiel D défini par : x

5. L’équation caractéristique du systéme s’obtient en égalant & zéro le dénominateur de la fonction

de transfert du systéme, par conséquent, on peut évaluer la stabilité du systéme.

6. On peut définir & une constante preés, la fonction de transfert du systéme par la donnée de ses
poles et de ses zéros, cette constante, généralement notée K, s’appelle le facteur de gain du
systéme (x : pole, o zéro).

4.3 Algébre des schémas fonctionnels

Considérons un schéma fonctionnel avec retour unitaire :

X(S) Y(S
()L W,(S) ©

La transmittance de la chaine ouverte est :

_Y(5)
Wi(S) = E(S)
La transmittance de la chaine fermée avec retour unitaire est :
Y (S) Wi(S) - E(S)
Wils)=—=; W8 =— -+—-—-=
(5) X(9) () Y (S)+ E(S)

On remplace Y'(S) par W1(S) - E(S), on obtient

Wi (5)
W(S) = 4.2
)= TS 42
Si le retour est positif, on aura donc :
_ (S
W(S) = A Wi (S) (4.3)

*) Considérons un schéma fonctionnel avec retour non unitaire. Dans ce cas E(S) = X (5) — Wa(S) -

Y (S). L’expression de la transmittance du systéme s’écrit :

Y(S) _ Wi(S)
X(S) ~ 1L Wi(S)- Wa(S)

W(S) = (4.4)

4.3.1 Etablissement des schémas fonctionnels en utilisant les fonctions de

transfert.

1) Montage en série
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4.3. ALGEBRE DES SCHEMAS FONCTIONNELS

Y(S Y1(S Y,(S Y.(S
2 W (8) e W) [ oo W) s

D’aprés le schéma, on a :

Y1(S) = W1 (S)Y,(S), Ya(S) =Wa(S)Y1(S), -+ ,Yn(S)=W,(S)Y.-1(S)
W(s) = Yo(S)  Wu(S) Wy 1(S) Wy _a(S) --- Wi (S) Yo(S)
S Y(8) Yo(S)
On obtient : .
w(s) = wis) (4.5)
Exemple 4.3.1 W1(S) = %; WQ(S) = };Eg; = )iii) = WQ(S) . I)/[(/EES) X(S)

On a donc : W(S) = W1 (S) - Wa(S5)

2O s 22wy XL

1) Montage en paralléle

W(S) = Y(S) _ Zn: +W;(S) (4.6)
%) =
Wi(S)
+
X(S) + A Y

Exemple 4.3.2 Y (S) =Y + Y5(95)

Avec Y1(S) = Wi(S) - X(S) et Ya(S) = Wa(S) - X(S)
S)
S)

Alors, on peut écrire : Y(S) = X

(W1(S) + W2(5))

—~~
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CHAPITRE 4. LA FONCTION DE TRANSFERT

Remarques

* Lors de I’établissement de schéma fonctionnel, il est parfois nécessaire de procéder au déplacement
des comparateurs et des points de dérivation.

1)Déplacement d’un comparateur

En déplagant un comparateur dans le méme sens de direction du signal (en aval), il faut ajouter un
élément dont la fonction de transfert est égale a celle de I’élément & travers lequel le comparateur a

été déplaceé.

Xq y - X y
VR w > - s W
t +
X X
2 2 w

* Si le déplacement est en amont, il faut ajouter un élément comme le cas précédent dont la fonc-

tion de transfert égale & l'inverse.

X y _ X4 y
2w = wo——
+ *
=5 1w

2)Déplacement d’un point de dérivation
En déplacant un point de dérivation, il faut ajouter aussi un autre élément.
* Si le point de dérivation est déplacé dans le sens de direction du signal de la chaine d’action, on
ajoute un élément dont la fonction de transfert est égale a I'inverse de la Fonction de transfert de

I’élément & travers lequel le point de dérivation a été déplacé.

— W >

W —

— /W

* Dans le cas contraire (en amont), la fonction de transfert est égale a la fonction de transfert de

I’élément & travers lequel le point a été déplaceé.

— W > J
y y W
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4.4. EXERCICES

Exemple 4.3.3 En utilisant les régles précédentes de disposition des éléments. On peut reproduire

un schéma fonctionnel & contour multiple en un schéma a contour simple.

W

Etape 1
Etape 2
:
Etape 3
_ W3 Wy
- 1+ W3 Wg Wg
Etape 4

Yo W3 Wy y
() Wy W2+W7|_' T+ W3 Wa Wg e

Avec
W3Wy
Wo = WiWsWe(Wo + Wy) ——
0 \WsWe(Wa + 7)1+W3W4W8
On aura finalement :
Wo
W =
B 77

4.4 Exercices

Exercice 4.4.1 Simplifier le schéma fonctionnel illustré sur la figure (??) sous forme canonique. -

Ramener le systéme représenté pa le schéma fonctionnel, figure (??) & un systéme a retour unitaire.
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CHAPITRE 4. LA FONCTION DE TRANSFERT

Gs

H,

FIGURE 4.1 —

[ G(S) >

1
S+1

FIGURE 4.2 —

Exemple 4.4.2 Soit le systéme représenté par le schéma fonctionnel ; Figure (4.3)

1. Donner la fonction de transfert en X (S) et Y(.59).
1 1

2. Ond s Hi(S) = ——; Ha(S) =50; H3(S) = ————=; Hu(S) =1.
n donne; 1( ) S+1’ 2( ) > 3( ) 1+ 205"’ 4( )
- Calculer la valeur finale lorsque 2(t) est un Echelon unité.

X y

FIGURE 4.3 —

Exemple 4.4.3 Soit I’exemple d’un four électrique. L’entrée de commande est la puissance électrique
P(t), la sortie observée est la température du four 0(t).(f représente la température au dessus de ’am-

biante).

P(t) 0(t)

Four

FIGURE 4.4 —

1. Ecrivez le bilan énergétique de 'installation pendant un temps dt.

On donne (C : pouvoir calorifique du four, I’énergie perdue par rayonnement vaut K 0dt.

2. En utilisant la fonction de transfert, trouvez la réponse du systéme & 1’échelon unité, a 'impulsion

de Dirac.
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Exemple 4.4.4 On applique une impulsion a I'entrée d’'un systéme, et on observe pour signal de

sortie la fonction e 2.

- Trouvez la fonction de transfert du systéme.
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Chapitre 5

Stabilité

5.1 Deéfinition

lorsque un processus, lui méme stable est controlé par une boucle d’asservissement, il peut arriver
que le systéme bouclé ne soit pas stable, il est donc indispensable de bien connaitre les conditions

d’une bonne stabilité avant de refermer la boucle.

— On dit q’un systéme est stable si sa réponse impulsionnelle tend vers zéro quand le temps tend

vers 'infini oo.

h(t)
3(H) A

FIGURE 5.1 —

— Un systéme est dans un état d’équilibre stable si, écarté de cet état, il tend & y revenir, éven-
tuellement en oscillant avec une amplitude décroissante. Il en résulte, qu’en ’absence de signal
d’entrée le signal de sortie d’un systéme stable tend vers zéro quelles que soient les conditions

initiales, d’autre part, que ’application d’un signal bornée donne lieu & un signal de sortie borné.

Conclusion : Un systéme n’est stable que si la partie réelle des racines de son équation caractéristiques est
négative, c-a-d si les racines sont situées dans le demi plan gauche, si des racines sont sur 'axe

des imaginaires, le systéme est marginalement stable.
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CHAPITRE 5. STABILITE

FIGURE 5.2 —

5.2 Critéres de stabilité

Une fois élaboré le modéle d’un systéme, on sait que la partie réelle de toutes les racines de

I’équation caractéristiques doit étre négative pour que le systéme soit stable, mais il n’est pas toujours

possible de calculer ces racines dés que 'ordre de I’équation est supérieur & deux, heureusement il y a

des critéres donnent la réponse sans exiger la résolution de 1’équation.

Critere de Routh

Ce critére est fonde sur 'examen des termes déduits directement des coefficients de ’équation, il

s’énonce ainsi : la partie réelle des racines de I’équation est négative (le systéme est stable) si les n+ 1

termes de la premiére colonne du tableau (appelée série de Routh) ont le méme signe.

oo S [ ]
Ay Az

B, By

On détermine Ny Ny
50 Ch Cs

on analyse

TABLE 5.1 — Tableau de Routh

Ap—4
an—5
Az
Bs
N3
Cs3

— si le signe des termes de la série est différent, le nombre des racines & partie réelle positive est

égal au nombre de changement de signe.

— Rappelons la condition nécessaire mais non suffisante : (tous les coefficients a; doivent exister et

avoir le méme signe, supposé positif).

Calculs
Un—-10n—2 — GnlGn-3
A =
Qp—1
A2 _ Up—10n—4 — GpQn—5

Gn—1
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5.2. CRITERES DE STABILITE

Az =
B, = Alan73; an—142
1
By = Alan75; an—143
1
Bs =
Exemple :

L’équation caractéristique d’un systéme asservi est : % +352 +25+ K =0
1) K>0
2) Le tableau :

S3 1 2 0
S? 3 K 0
- K
St b-K 0 0
3
S0 K 0 0
TABLE 5.2 — Tableau de Routh(exemple)
Conditions :
6 —

K
>0et K >0 = 0<K<6

5.2.1 Critére de Hurwitz

On définit les déterminants d’Hurwitz associes a ’équation caractéristiques comme suit :

ao
Gp—1 0Ap-3 Gp-5 U 0 0
ay
Qn Gn—-2 Qn—4 |a0 0
0 ap—1 (Anpn—-3 0p-5 0
A, = (5.1)
0 Gnp Gp—2 Qp—4 0
0
0 ()

an—-1 Gnp-3
Avec Al = Qp—-1, Ag =

;. ..
Qnp An—2

Enoncé du critére
Les racines de 1’équation caractéristiques sont & partie reelle negative a la condition necessaire et

suffisante que :

— Les coefficients a; (¢ = 0,n) soient tous positifs.
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— Les determinants d’Hurwitz A; soient possitifs.

5.2.2 Exemples

Exemple 5.2.1 a35% + a25? +a1S +ap =0

as Qo 0
az aop
A1:a2>0;A2: :agal—a0a3>0;A3: az ap O >0
as aj
0 as Qg

Application : S —35?2 - 35+8=0 = Systéme instable.
Exemple 5.2.2 Critére de Routh : quelques particularités

1
8443534252465 +1

F(S)

Tous les coefficients de D(S) étant présents et de méme signe positif. La décision de stabilité ne
Stl1 2 1
313 6 0
peut étre prise qu’apres examen du tableau de Routh. S? | 0 1 0
Slloo oo o0

SO - - -
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Chapitre 6

Critéres graphiques de stabilité

6.1 Critére de Nyquist

6.1.1 Introduction

Les méthodes qu’on a déja utilisées ne conviennent souvent pas parce que, quand un signal est

retardé de T seconds quelque part dans la boucle du systéme, des termes exponentiels de la forme

e~ TS apparaissent dans I’équation caractéristique. Ce qu’il fait difficile d’évaluer la stabilité.

Procédure

G(S) = G(jw (FTBO)
- Module : |G(jw]

- Argument : arg[G(jw]

Im (G(jo) ‘
Exemple
1 ) 1
G(S) = 1478 = Glw = 14 jwr

[ele % up——
w| = ;
J V14 w2

FIGURE 6.1 —

Arg(G(jw)) = — arctan(wT)
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w = 00 = [G(o0)| = 0; p(o0) = —3

1 1 1 1 ™

w—;$|G(;)|——27<P(;)——Z
Im (Gjo) A

12 |
~ T =
\J\ /4 | Re (G(jo)
Sl !
. !
e
|
FIGURE 6.2 —

6.1.2 Théoréme de Cauchy

Soit un contour fermé C, qui entourne les Z zéros et les P poles ( a lintérieur de C), soit ¥ un
contour fermé décrit par @ d’affixe V(S). Si M parcourt C' une fois dans un sens donné, le point @

fait Z — P tours autour du point O dans le sens des aiguilles d’'une montre.

>
>

A
Im V(S)

M Q

Ty
Yani

)
N

-

& Re V(S)
C py
N=Z-P=1-2=-1
FIGURE 6.3 —
Exemple
W-
Wr = SENRLS S ; Pour que le systéme soit stable, il faut que ’équation 1 + W3 Wy = 0 ne posséde
1+ W1W2

aucune racines positives.

Etant donné V(S) = 1+ Wy (S)Wa(S).
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Y

FIGURE 6.4 —

=Z=N+P=N=-P

Remarque

V(S) encercle N fois Porigine revient a dire que G(S) = W1(S)W2(S) encercle N fois le point (—1,0).

6.1.3 Procédure du critére de Nyquist

— Tracer le lieu de Nyquist de G(jw) = FTBO.
— Tracer la symétrie par rapport a 1’axe réel.

— Si FTBO de la forme G(S) = ; pour compléter le lieu de Nyquist, on ajoute des

(5)
S>B(S)
demis-cercles (demi-tours) selon le nombre « (dans le sens horlogiques si @ > 1, dans le sens

trigonométriques si « < 0).

Le critére de Nyquist permet de déterminer le nombre de racines de 1’équation caractéristique.
C-a-d le nombre de poles en boucle fermée a partie réelle positive & partir du lieu de Nyquist en
boucle ouverte.

N(S)
FTBO : G(S) = W1 (S)Ws(S) = K——==
(5) = M(SWa(S) = K35
W1 (S)
FTBF : W(S) =
) = )
L’équation caractéristiques : 1 + W1 (S)Wa(.S)

Donc 1+ W1 (S)W2(S) = %

On peut préciser que :

— Les poles de FTBF égalent les zéros de I’équation caractéristique, soit Z le nombre de zéros de

I’équation caractéristique a partie réelle positive.
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— Les poles de I’'équation caractéristique égalent les poles de FTBO, soit P le nombre de poles de

FTBO a partie réelle positive.

— On dit lieu de Nyquist complet le lieu composé du tracé de Nyquist de FTBO et leur symetrie

par rapport & ’axe réel et les demi-tours au tour de l'origine.

— Un systéme dont la transmittance K F(S) de la boucle & P poles dans le demi-plan droit est

stable si, M (S) parcourt le contour de Nyquist, la courbe K F(S) tourne P fois autour du point

(-1) dans le sens trigonométrique.

G(0) =oc0/—7/2

Exemple 1
1
G(S) = m = Wi (S)Wy(S) = FTBO
1
|G(jw)| = W;(b(w) = fg —arctanw w =0
Im (G(jo)
-1
+ 3
Re (G(jo)
FIGURE 6.5 —
W =00 G(0) =0/—m
Z=P+N

P=0; N=0= Z=0; donc le systéme est stable.

Exemple 2
K
GS)= ——=
(%) S(S +1)2
. K T
|G(]w)| = m, gb(w) = *5 — 2arctanw
w=0 G(0) = co/—7/2

w =00 G(o0) =0/—3m/2
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6.2. LIEU DE BODE
Im (G(jo) A
-1
— )
-K/2 Re (G(jo)
FIGURE 6.6 —
$(wa) = —7m = —7/2 —2arctanwy = = wA:tang =1s
K K
G(j - =
GGenl = 5o rom) = 2
On a pour P = 0 les trois cas suivants :
1. K >2= N =2= 7 =2 # 0 Systéme instable.
2. K<2= N=0= Z =0 #0 Systéme stable.
3. K =2 = Systéme marginalement stable.
6.2 Lieu de Bode
Il s’agit de la double représentation du module et de ’argument de G(jw.
A= fi(w), ¢ = fa(w); ou A en décibel (dB), ¢ en degré et w portée en échelle logarithmique.

— La courbe d’amplitude d’un systéme linéaire de transmittance G(jw) est le lieu des points définis

en coordonnées cartésiennes semi-logarithmiques, par une ordonnée égale au gain logarithmique

en dB.

A(w) = 20log;( |G(jw)

et par une abscisse égale & la pulsation w varie de plusieurs décades.

(6.1)

— La courbe de phase d’un systéme linéaire de transmittance G(jw) est le lieu des points définis

en coordonnées cartésiennes semi-logarithmiques par une ordonnée égale & la phase en degré.

p(w) = arg(G(jw))

et par une abscisse égale & la pulsation w varie de plusieurs décades.

(6.2)
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Exemple
1
G(S) =
(5) 1+TS
1 1
A(w) =20log | ———| = 201 ———— | = —101log(1 272

p(w) = —arctan Tw

- La courbe du module comprend deux asymptotes Ag et Ao.
pour wr K 1 Ap(w) = —10log1 = 0dB

pour wr > 1 Aso(w) = —10logw?7? = —20logwT

Asysmptote A,

A,=0dB T
\"
1/99 o 1 \ 10 100 1000 10000
m Asysmplote A,
T A.=-2010gp T
60 6 dBfoctave
A(décibel) ~
T
1 10 10({ 1000 10000
60° \\
80° \\
90° \
@ (degrée)
FIGURE 6.7 —

Remarques
Les conventions de cette représentation (module en décibel, w porté sur une échelle logarithmique) lui

conférent les propriétés suivantes :
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6.3. DIAGRAMME DE BLACK-NICHOLS

Si G(S) est le produit de deux transmittances Wy (S) et Wa(S) c-a-d G(S) = W1(S).Wa(S) . Le
diagramme de Bode de G(S) s’obtient par simple addition des diagrammes de W7 et W5(S)
En sait en effet que |W1(S).Wa(S)| = |[W1(S)].|[Wa(9)|
Donc

(W1 (5).Wa(S)lap = [W1(S)las-[W2(5)las (6.3)

en outre :

arg(W1i(8).Wa(S)) = arg(W1i(S)) + arg(Wa(S)) (6.4)

6.3 Diagramme de Black-Nichols

ce diagramme est obtenu en tragant la courbe représentative de G(jw) dans le plan de coordon-
nées :
- Abscisses : Arg(G(jw) en degré.
- Ordonnées : |G(jw| en décibel.

K

Exemple G(S) = 575

[¢F]
[es]

| G(j(')) | dB

Arg (G(jm))

S
"
e N
P D D

—
~
(@]
1
(Vo]
'\<
1
o
[en]
1
)
Q
No =
(en] (en]

(8]
(en]

IS
(en]

dn
(en]

FIGURE 6.8 —
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6.4 Marge de Gain, Marge de phase

Il ne suffit pas qu’un systéme de commande soit stable, il doit présenter une marge convenable de
stabilité de facon que son fonctionnement ne soit pas perturbé par la variation de ses paramétres, les
marges de gain et phase se définissent en examinant la réponse fréquentielle G(jw.

Définitions

— La marge de gain (MG) est le facteur par lequel il faut multiplier G(jw pour que le systéme
devienne instable.
1

= Gl (6.5)

wy : fréquence d’inversion de la phase, voir 9 et 11

olwy) = —180°

— La marge de phase (MP) est égale a 'argument de G(jw;) augmenté de 180°; tel que wy
correspond & un gain unité.
wy : fréquence de coupure ou w, ; figures 9 et 11

MP = arg(G(jw1)) + 180° (6.6)

— Bande passante : est le diagramme des fréquences (du signal d’entrée) pour le quel le systéme &

une réponse satisfaisante. figure 10.

Im (G(jo) A

/ >

arg (Goyy ¢ (G0

FIGURE 6.9 —

Université de Biskra 48 Dr. SEDIRA Lakhdar



6.4. MARGE DE GAIN, MARGE DE PHASE

ﬁ [(Wr(o)|

l«— Bande passante —— OJ

Q8

FIGURE 6.10 —

Si |WF| =1= |WF(OJC| = 0.0707

dans ce cas BP = w,

I(GH(jo)| ﬁ
1

Lp--mmmmmm= IGH (0| =516

Q]

arg GH(jo) A 5

-180°

FIGURE 6.11 —
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Chapitre 7

Précision des systémes asservis

7.1 Généralités

7.1.1 Notions de classe d’un systéme asservi

11 existe plusieurs fagon de classer les systémes asservis, dans le contexte actuel qui est la précision,
il convient de les classer selon le nombre d’intégration que comporte leur fonction de transfert en

boucle ouverte.

Soit
K 14+b0S+b5%+--- .
Wi (S)Wa(S) = — = entier > 0 7.1
1(S)W2(S) ST+ aS +aps? + - n = entier > (7.1)
n est, appelé classe du systéme.
K gain statique.
n = 0 aucune intégration = le systéme est de type zéro.

7.1.2 Définition

On dit qu’un systéme asservi est d’autant plus précis que la différence e(t)(e(t)) entre la valeur
réelle de sa grandeur de sortie et la valeur désirée est réduite (e(t) — 0). En pratique, il en autrement,

car :

— La consigne varie : la recherche de minimiser (), en dépit de ces variations, constitue un

probléme de suivi (ou de poursuite).

— Un signal de perturbation aléatoire (un bruit) vient se superposer au signal utile en un point de
la chaine, le maintien de £(t) au voisinage de 0, malgré la perturbation, constitue un probléme

de régulation.
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- L’erreur e(¢) se décompose en :
1) Une erreur transitoire ou dynamique €p.

2) Une erreur permanente ou statique €g.

7.2 Erreur statique

7.2.1 Erreur statique en réponse a un signal d’entrée canonique

On s’intéresse au signal d’erreur, en réponse a une certaine entrée ; la fonction de transfert (entrée,

erreur) est donc la suivante (rapport du signal d’activation :

t 1
et) _ (7.2)
X(S) 1+Wi(SWa(S)
D’apres le théoréme de la valeur finale, 'erreur statique £g est donnée par la relation suivante :
es = tliglo e(t) = élg}) Se(S)
Donc,
. X(S)
=limS—0(S 7.3
o =15 0 (S e ) =

Cette expression montre que la précision dépond & la fois :
- du systéme considéré (présence de W1 (S)Wa(S)).
- du signal d’entrée appliqué (présence de X (.9)).

Il est clair que la valeur de g dépend du nombre n d’intégrateurs que comporte la fonction de
transfert en boucle ouverte.
SS§—msn
L+b1S+b25%+--
1+a;S+ax5%2+---

d’aprés ’équation (7.1) on constate que : eg = lim(S — 0)

St + K

Soit
n—m-+1

(7.4)

Il en résulte, le tableau ci-dessous , qui donne 'erreur statique en fonction de la classe n du systéme
et de l'ordre m du signal d’entrée canonique.

Remarques
. . 1 . , .
- Sin=0, K =Kp : constante de position; s coefficient d’erreur en position.
P

. . 1 . .
- Sin=1, K = Ky : constante de vitesse; o coefficient d’erreur en vitesse
1%

. . 1 . .
- Sin=2, K =4 : constante d’accélération ; . coefficient d’erreur en accélération.
A
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7.3. ERREUR DYNAMIQUE

— L’erreur statique, lorsqu’elle est définie et non nulle, décroit lorsque le gain en boucle ouverte

croit.

— On a vu que généralement la stabilité se déteriore lorsque le gain en B.O. croit, cette propriété

est connue sous le nom de dilemme Stabilité-précision, qui nécessite un compromis.

— L’annulation de I’erreur statique nécessite la présence, dans la chaine :

- d’au moins une intégration ; s’il s’agit d’une entrée en échelon.

- d’au moins deux intégrations, S’il s’agit d’une entrée en rampe.
g ) g p

7.2.2 Erreur statique en réponse a un signal de perturbation canonique

On montre facilement que :
1 W5 (S)Ws(S)
e(S) = X(5) -
) = T emEmhE )~ TF W () Wa(9)Ws(s)
On suppose, pour fixer les idées, que :

x(t)=0

Z(5)

1
z(t) : échelon unitaire, donc Z(S) = 5

II vient g = hm(S — 0) (dfTaCWQ(S)Wg(S)l + Wl(S)WQ(S)Wg(S))

Donc eg sera nul si W; posséde au moins un intégrateur.

7.3 Erreur dynamique

L’écart e(t) s’écrit sous la forme : e(t) = er(t) + ep(t), assurer une bonne précision dynamique,

c’est garantir un bon comportement de la partie transitoire de 1’écart e(t), on entend par cela un

amortissement suffisant et une convergence assez rapide de la partie ep(t). (im(t — oco)er(t) = 0).

7.3.1 Remarques

— Le comportement statique de E(S) est entiérement défini par G(S) pour S = 0. Cela veut dire

que pour S # 0, G(S) caractérise le comportement dynamique de I’écart.

X(9)
aprés E(S) L WA (S)Wa(S)’ (s) 1(S)Wo(S)
E(S) sera d’autant plus petit que |G(S)| > 1 c-a-d ‘ G(jw)
1+ G(jw)

unitaire.

‘ ~ 1~ Wp(jw) pour un retour

— On déduit que la précision du systéme est d’autant meilleure que sa bande passante est plus

grande.

— La rapidité peut étre mesurée par le temps de réponse ¢, ou le temps de montée t,, de la réponse

indicielle du systéme
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CHAPITRE 7. PRECISION DES SYSTEMES ASSERVIS

1,5 2 2,5

7.4 Précision dynamique d’un systéme du premier ordre a re-

tour unitaire

G(S)  K/(1+K)

WrS) =165y = T
K1+ (S) L+ e
WF(S) 1+7‘15
t
2(t) =u(t) = y(t) = [1—e ™ | Ky; e(t) = u(t) — y(t)

On remarque :
t, = 37, le systéme est plus rapide pour 7, \\, = K 7 (K : le gain statique de la boucle

ouverte), c’est le dilemme (stabilité-précision).
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7.4. PRECISION DYNAMIQUE D’UN SYSTEME DU PREMIER ORDRE A RETOUR
UNITAIRE

0,9

08 1 —y(t)

0,7

0,6
0,5

04 |
03

0,1 -

7.4.1 Précision dynamique d’un systéme du deuxiéme ordre a retour uni-

taire
Soit
K
)= 50578
K
G(S) S+ 7S) 1 w2
W S = = = = n
#(5) 1+G(S) K 152+is+1 52 + 2wl S + w2
S1+718) K K

K ¢ 1
Wn=1\/—y (=-—F=
T VKT

La réponse dépend de (¢, wy,)
Pour z(t) = u(t)

o (<1
y(t) = 1 — AeS“ntsin (wnt\/l -2+ cp)
A:%CQ, @:arctan(\/l—@/()

wo=wp/1—C(2 = et) = Ae “rtsin (wot + ¢)

- Le dépassement : D(%) = 100e~"¢/V1-¢*

1
- Le temps de monté : t,, = ———— (Il — arccos
. 1 100
- Le temps de réponse : t, = — In [ —
wn( n
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CHAPITRE 7. PRECISION DES SYSTEMES ASSERVIS

1,2
0,8
0,6 \

0,4

\
0,2 \
A

[ — S e T
¢5 1 1,5 2 2,5
0,2 \ /= 2o,
04 \J
-0,6

e ( > 1 :la réponse est non oscillatoire

e ( =1 :Pamortissement critique

WFmam
On définit @ facteur de résonance, Q = ————
[Wr(0)]
Pour notre systéme :
1
=1si(>—
Q ¢ 7

Q= — 2 sic< =
S AVI=C T T V2

¢ = Q¢ ;pluslefacteur de résonance est élevé, moins le systéme est amorti.
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Chapitre 8

Correction des systémes asservis

8.1 Généralités

8.1.1 Rappel

On a vu dans les chapitres précédents, sur 'analyse des systémes asservis, pour satisfaire aux
spécifications de stabilité et de précision, on est amené & formuler des conditions sur la fonction de

transfert en boucle ouverte (FTBO).

e Stabilité : le degré de stabilité est défini par :
- La marge de gain : la stabilité est d’autant meilleure que le gain de la FTBO est plus petit, donc

que la bande passante (en BO) est plus faible.

- La marge de phase : la stabilité est d’autant meilleure que le déphasage de la FTBO est plus
faible.

e Précision : Elle consiste en deux points.

- Précision statique : 'annulation de l'erreur en régime permanent nécessite la présence, dans la

FTBO, d’une ou plusieurs intégrateurs, selon I’entrée canonique imposée.

- Précision dynamique elle est d’autant plus meilleure que le gain de la FTBO est plus élevé, c-a-d

que la bande passante est plus large.
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CHAPITRE 8. CORRECTION DES SYSTEMES ASSERVIS

8.1.2 Dilemme Stabilité-Précision

Comme le montre le dessin, les conditions imposées par la précision et la stabilité sont générale-
ment contradictoires, une augmentation du gain de boucle équivaut, sur le dessin, & une translation
de 'axe 0dB vers le bas, elle se traduit donc par une augmentation de la précision et une diminution

de la stabilité.

[FTBO|
Précision

0dB
basse fréquence
ﬂ

stabilive §
-T
®

C

haute fréquence

8.1.3 Notion sur le correcteur

Un correcteur est un élément que ’on ajoute au systéme initial pour assurer la compatibilité des

conditions contradictoires imposées par la stabilité et la précision.

8.2 Les correcteurs spécifiques P, PI, PD et PID

8.2.1 Les lois de commande

Il est, en général, nécessaire non seulement d’amplifier I’erreur mais aussi de lui ajouter un autre

terme. Ce qui constitue le signal de commande.

Erreur Signal de
t d
7 e(® Correcteur coqmande

IL existe parmi eux :

1. la commande proportionnelle : u(t) = Ke(t)
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8.3. CORRECTION CLASSIQUE

1
2. La commande intégrale : u(t) = T el e(z)dx

3. La commande proportionnelle-dérivée : u(t) = K (e(t) + T4e(t))

8.2.2 La correction

Le signal de commande se traduit par des correcteurs industriels les plus fréquents :

1. Correcteur proportionnel (P.) : U(S) = K

1
2. Correcteur proportionnel-intégral (P.I.) : U(S) = K (1 + T S) 11 agit sur les basses fréquences,

améliore la précision en régime permanent.
1
TS

3. Correcteur proportionnel-dérivé (P.D.) : U(S) = K (1 + ) action sur les hautes fréquences,

améliore la rapidité de réponse & une variation.

4. Correcteur proportionnel-intégral-dérivé (P.I.D.) : c’est le plus utilisé.

U(s) :K(l—i—

1
TS + TdS). Il améliore la rapidité et précision.

8.3 Correction classique

8.3.1 Correction cascade ou série

Elle consiste a introduire le correcteur W3(.S) dans la chaine d’action, les trois formes de correction
les plus courantes sont :
- Correction par avance de phase.
- Correction par retard de phase.
- Correction combinée.
On suppose pour le présent travail que le systéme non corrigé posséde une précision suffisante et

stabilité insuffisante

Correction par avance de phase

Elle consiste a choisir le correcteur de facon a déformer localement la courbe de phase. En pratique,

sa fonction de transfert est :

avec F'TBO = Wl(S> . WQ(S) . Wg(S)
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CHAPITRE 8. CORRECTION DES SYSTEMES ASSERVIS

A
[W3(S)|

20 log a

|

[FTBO

Précision

ye

A
|arg(W5(S))

arg (FTBO)

non corrigé 1 arg(FTBO)

| aprés correction

0°

e Effet secondaire : augmentation du gain = w. * (bande passante /= bruits).
- Le but étant que la "bosse" ¢,, du correcteur soit centrée sur la nouvelle pulsation de coupure
(Wl ~ 2w,).
- Pour obtenir une marge de phase de 'ordre de 457, il faut souvent que ¢,, soit de 'ordre de 50" &

60" ; cette condition permet de fixer le parameétre a (environ 8 & 12).

Correction par retard de phase

L’objectif c’est d’obtenir une augmentation de la marge par diminution de la pulsation de coupure.

En pratique, le correcteur a retard de phase & une transmittance :

1+78

Wal®) = s

a>1 (8.2)
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8.3. CORRECTION CLASSIQUE

(W3S A

20 log(é)

| arg(FTBO) E
arg(W5(S) A |

8.3.2 Correction paralléle

Elle consiste & créer une boucle secondaire, il s’agit de déterminer W3(S) de fagon que la FTBO
corrigée, soit :

W3 W, (8.3)

Correction par retour tachymétrique

Supposons W5 soit de classe 1, considérons, par exemple, un moteur avec sortie en position :
0(S) K,
W (S) = = ;o W3(S) =1.
- Correction par retour tachymétrique = W3(S) = \S
Wy - K, Wy
S(1+1TS)
Wi - K, - Wy

T
(1+\K,)S <1 + ms)

Dans le diagramme de Bode, les fonctions de transfert sont représentées comme suit, :

- FTBO non corrigé :

- FTBO corrigeé :

Supposant, :
Stabilité satisfaisante.

Précision insuffisante.
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CHAPITRE 8. CORRECTION DES SYSTEMES ASSERVIS

A: FTBO non corrigée.

C B: FTBO corrigée.

C: FTBO corrigée +
A augmentation de W,
B 1+1 k,

T

=

—

A(p' x
Ag"

Ao

I ——— ]

On constate que aprés correction, la bande passante est plus large = un meilleur temps de

montée, une plus grande sensibilité aux bruits = Correction par retour tachymétrique filtré.

Wi - W3- Wy S

W3(8) = by I S

(8.4)

: est un terme qui correspond & un filtre.
1+7S8 d P
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