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Opérateurs linéaires bornés
dans les espaces normés

Dé�nitions

Dé�nition 1 Soient E et F deux K � espaces Vectoriels normés. Un
opérateur linéaire de E dans F est une application A de�nie sur E, à valeurs
dans F et veri�ant
8 x; y 2 E , 8 � 2 K

A (x+ y) = A (x) + A (y) et A (�x) = �A (x)

Généralement on utilise la notation Ax au lieu de A (x)

Dé�nition 2 Soit A : E ! F un opérateur linéaire. On de�nit l�image de
l�opérateur A par:

Im (A) = fAx; x 2 Eg

et le noyau de l�opérateur A par :

Ker (A) = fx 2 E : Ax = 0g

Classement
Un opérateur linéaire est un homomorphise d�espaces vectoriels
A : E ! F
Cas particulers

� Si A est bijectif alors A est un isomorphisme

� Si E = F alors, A est un endomorphisme de E

v
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� Si A est un isomorphise de E dans E alors A est un automorphisme

� Si F = K alors, A est une forme linéaire sur E ( fonctionnel linéaire
sur E = fcts )

Opérateur liniéaire borné

Dé�nitions

Soient E et F deux espaces vectoriels normés de normes respectives k:kE
et k:kF .
Un opérateur liniéaire A : E ! F est dit borné si 9 M � 0 : 8 x 2 E;

kAxkF �M kxkE:
Exemple 3 1. L�opérateur identité

IdE : E ! E x! IdE (x) = x

8 x 2 E kIdE (x)k = kxk

2. L�opérateur nul: 0 : E ! F

x! 0 (x) = 0F

8 x 2 E :k0 (x)k = k0Fk = 0 = 0: kxkE
3. L�homothétie Vectorielle de rapport K :

Hk : E ! E

x! Hk (x) = k:x

8 x 2 E kHk (x)k = kk:xk = jkj : kxk

4. L�opérateur de décalage (Shift)

A : L2 (R)! L2 (R)
x = (x1; x2; :::; xn; :)! A (x) = (0; x1; x2; ::; xn; ::)

8 x 2 L2 (R) :

kA (x)k2 =

 1X
k=1

(A (x))2k

! 1
2

=

 1X
k=1

x2k

! 1
2

= kxk2
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Proposition 4 : Si A : E ! F est un opérateur borné,alors il reste borné
si on remplace les normes dans E et F par des normes équivalentes.(Exp)

Notation 5 Etant donnés deux K-espaces Vectoriel normés,alors
On designe par L (E;F ) l�ensembles des opérateurs linéaires bornés de

E dans F .
Si E = F on écrit L (E) ;on veri�er que

1. (A;B) 2 (L (E;F ))2 et � 2 |) A+ �B 2 L (E;F )
(L (E;F ) est aussi K-espaces Vectoriel )

2. A 2 L (E;F ) et B 2 L (E;G)) B � A = B:A 2 L (E;G)

Théorème 6 :Soit A : E ! F un opérateur linéaire alors les assertions
suivantes sont équivalentes

1. A est borné

2. A est continu sur tout l�espace E

3. A est continu en 0

Preuve. 1) 2 on suppose de A est borné
9 M � 0;8 x 2 E;on a

kAxk �M kxk
et 8 x 2 E; 8 y 2 E

kA (x� y)k �M kx� yk
) kAx� Ayk �M kx� yk

) A est lipschtzienne donc,elle est continue
2) 3 evident (cas particulier)
3 ) 1 on suppose que A est continu en 0, alors 8 " > 0;9� > 0;8

x 2 E; (kxk < �)) (kAxk < ")
Soient " > 0 et x 2 E; x 6= 0:On pose x0 = �

2 kxkx alors kx
0k = �

2
D�o¼u kx0k < � et par conséquent kAx0k < "

kAx0k =
A� �

2kxkx
�

= �
2kxk kAxk < ":

il resulte que kAxk < 2"

�
kxk :Il existe alors M satisfaisant (1)
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Remarque 7 Si E est de diemension �nie,alors toute application linéaire
de E dans F est continue (borné) . Exercices (T.D)

Norme d�un opérateur borné

Dé�nition 8 Soit A : E ! F un opérateur linéaire borné. On appelle
norme de A le nombre kAk de�nie par :

kAk = inf fM � 0; kAxkE �M kxkEg 8x 2 E

Proposition 9 Si A : E ! F est un opérateur linéaire borné alors,

kAk = sup
kxk�1

kAxk = sup
kxk6=0

kAxk
kxk = sup

kxk=1
kAxk

Preuve. Posons

MA = fM � 0;8 x 2 E : kAxkF �M kxkEg

� = supkxk�1 kAxk ; � = supkxk6=0
kAxk
kxk ;  = supkxk=1 kAxkF

Il est claire que kAk = inf (MA) ; � �  et � =  par ailleurs, x 2 E et
x 6= 0) kAxk

kXk � � ) kAxk � � kxk ) � 2MA ) kAk � �:
D�autre part, 8 " > 0;9 x" 6= 0 :

� � " < kAxk
kx"k

� �

D�où 8 " > 0;9 x" 6= 0 :

(� � ") kx"k < kAx"k � kAk kx"k

Cela signi�e que (� � ") < kAk :comme " est positif et arbitraire alors
� � kAk
il reste à prouver que � � kAk :on a kAxk � kAk kxk ; 8 x 2 E ) 8

x 2 E; kxk � 1) supkxk�1 kAxk � kAk ) � � kAk

Exemple 10 L�identité,L�hohothétie de rapport k et l�opérateur de déallage
(shift) S, ont pour normes respectives
kidEk = 1; k0k = 0; kHkk = jkj ; kSk = 1:
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Proposition 11 Soient A : E ! F un opérateur linéaire borné et M �
0:on suppose que kAk � M alors, pour avoir kAk = M; il su¢ t que l�une
des deux conditions suivantes soit véri�ée

1. Il existe x 2 E véri�ant kxk = 1; et kA(x)k =M

2. Il existe une suite (xn) d�éléments de E véri�ant kxnk = 1; 8 n et
llimn!+1 kAxnk =M:

Preuve. La premi¼ere assertion est une conséquebce directe de la de�ni-
tion de la norme et du Sup. Montrons la deusièmme.Sous les hypothéses
énoncées on a,
8 " > 0;9nx 2 N : 8 n > n";

M � " < kA(xn)k

Il s�ensuit que 8 " > 0

kAk = Supkxk=1 kAxk �M � "

En faisant tendre " vers 0 dans cette derniére inégalité,on obtient

kAk �M:

Exemple 12 Montrer que l�opérateur suivant est bien de�nit et trouver sa
norme :
A : (C [0; 1] ;R) ; kk1 ! L2[0;1]; kk2)

Af (x) = xf (x)

Solution

1. Montrer que A est bien de�ni signi�e qu�il faut montrer L�implication
suivante

f 2 (C [0; 1] ;R)) A(f) 2 L2[0;1]
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on a :

1Z
0

jAf(x)j2 dx =

1Z
0

jxf(x)j2 dx =

1Z
0

x2 jf(x)j2 dx

�
1Z
0

x2(supx2[0;1] jf(x)j)2dx

= kfk21

1Z
0

x2dx = 1
3
kfk21 <1

Par conséquent,A (f) 2 L2[0;1] et l�opérateur A est done bien dé�ni

2. D�aprés la formule précédente.L�opérateur A est borne et kAk �
1p
3
:Montrons qu�en fait kAk = 1p

3
: Pour cela,considérons la fonction

f(x) = 1; 8 x 2 [0; 1] ; on a

f 2 (C [0; 1] ;R) et kfk1 = 1

De plus

kA (f)k22 =
1Z
0

jAf (x)j2 dx =
1Z
0

x2dx =
1

3

D�aprés le point 1 de la proposition on l�égalité

kAk = 1p
3

Exemple 13 Montrer que l�opérateur suivant est bien de�ni et trouver sa
norme .

A : L2 (R) ; A(x) = (0;
x2
2
; ::;

�
1� 1

n

�
xn; :::)

pour x = (x1; x2; :::; xn; )

Solution:
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1. pour x = (x1; x2; ::; xn; ; ; ) 2 L2(R)
1X
k=1

jA(x)kj2 =

1X
k=1

���1� 1
k

�
xk
��2 =

1X
k=1

�
1� 1

k

�2 jxkj2
�

1X
k=1

jxkj2 = kxk22

par conséquent,l�opérateur A 2 L2 (R) et A est bien de�ni

2. On a kAk � 1:Montrons que kAk = 1 pour cela,considérons la suite
xn = (0; :::; 0; 1; 0; ::(n fois ))

Il est clair que kxnk = 1 8 n � 1; De plus limn!1
A �x(n)�

2
=

limn!1
�0; :::; 0; �1� 1

n

�
; 0; ::

� = limn!1
�
1� 1

n

�
= 1

D�aprés le point 2 de la proposition on a kAk = 1

Proposition 14 On a les propriétés suivantes:

1. 8 A 2 L (E;F ) ; kA(x)k � kAk kxkE ; 8x 2 E

2.

8<:
A 2 L (E;F ) et kAk = 0) A = 0 ( Opérateur nul )
k�:Ak = j�j kAk ;8 A 2 L (E;F ) et � 2 K
8 A;B 2 L (E;F ) : kA+Bk � kAk+ kBk

On deduit de ce point en particulier que L (E;F ) est normé

3. A 2 L (E;F ) et B 2 L (E;F ))
�
B � A 2 L (E;F )
kB:Ak � kAk : kBk

Théorème 15 Si F est de banach ,alors muni de la norme d�opérateur
(formues) L�espace

Convergence simple et convergence uniforme

Dé�nition 16 Soient E et F deux |-espaces vectoriels normés.
On dit qu�une suite (An) de L (E;F ) converge vers A 2 L (E;F )

� Simplemt si 8x 2 E; lim
n!+1

kAnx� AxkF = 0 et on écrit An
s! A
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� Uniformément si lim
n!+1

kAn � AkF = 0 et on écrit An
u! A

Remarque 17 La convergence uniforme des opérateurs bornés est la con-
vrgence dans l�espace L (E;F )

Remarque 18 �
An

u! A
�
=)

�
An

s! A
�

En e¤et 8n 2 N; (An � A) 2 L (E;F ) ;alors

0 � kAnx� AxkF � kAn � Ak kxkE ;8x 2 E:

Par passage à la limite

0 � lim
n!�1

kAnx� AxkF � lim
n!�1

kAn � Ak kxkE = 0;8x 2 E:

Remarque 19 �
An

u! A
�
=) lim

n!�1
kAnk = kAk :

Remarque 20 Cela découle directement de l�inégalité

jkAnk � kAkj � kAnk = kAn � Ak



Opérateur inverse, Opérateur
adjoint et Théorie spectrale.

Opérateur inverse,

Dé�nition 21 Soient E et F deux |-espaces vectoriels normés et A 2
L (E;F )

� On dit que A est inversible s�il existe B 2 L (F;E) telque AB = IdE
( inversible à gauche)

� Un tel opérateur est unique, on l�appelle opérateur inverse de A et le
note B = A�1

Théorème 22 (Théorème de l�inverse de Banach)
Si A 2 L (E;F ) ;(F espace de Banach) est bijectif alors son inverse A�1

est continu.

* On note IL (E) l�ensemble des opérateurs A 2 L (E) inversible

Proposition 23 Soient E un espace de Banach, F espace vectoriel normé
et A 2 L (E;F ) bijectif . Alors les propriétés suivantes so t équivalentes

i) A�1 2 L (F;E) :

ii) 9 c > 0; telque x 2 E : kAxk � c kxk :

iii) F est un espace de Banach

xiii
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SPECTRALE.

Preuve.
i) =) ii)

A�1 2 L (F;E) =) A�1 est continu, alors on aA�1Ax
E
�

A�1 kAxkF ;8x 2 E
kAxkF �

A�1�1 kxkE ;8x 2 E
ii) =) iii):

Soit (yn) une suite de Cauchy dans F
A est bijectif alors

9 (yn) 2 E=8n 2 N : Axn = yn

Or d�après ii) 8n;m 2 N, on a

kxn � xmk � c�1 kA (xn � xm)k � c�1 kyn � ymk

Alors (xn) une suite de Cauchy dans l�espace de Banach E , donc elle
converge vers x 2 E
Comme A est continu on aura (yn) = A (xn)! Ax 2 F; alors F est de

Banach
iii) =) i):

Elle découle du théorème d�inversion de Banach

Lemme 24 Soient E , F et G des espaces de Banach.
Si A 2 L (E;F ) et B 2 L (F;G) sont des espaces inversibles Alors

BA 2 L (E;G) est inversible et l�on a (BA)�1 = A�1B est inversible, alors
A+B est inversible pour tout B 2 L (E) = kBk < kAk�1 et on a

(A+B)�1 =
X
n�0

�
A�1B

�n
A�1

Théorème 25 Soit E un espace de Banach
Soit A 2 L (E) = kAk < 1; alors TdE�A est inversible et ue (TdE � A)�1

(TdE � A)�1 =
X
n�0
An
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Preuve. On remarque que de Banach existe et borné suivant le théorème
précédent
On a

P
n�0

kAnk �
P
n�0

kAkn <1 car kAk < 1

Comme E est complet , alors S =
P
n�0
An 2 L (E)

8 n , on a :

(TdE � A)
k=nX
n=0

Ak =
k=nX
n=0

(TdE � A)Ak = TdE � An+1

En faisant tendre n vers (+1)

(TdE � A)
X
n�0
An =

X
n�0
An (TdE � A) = TdE

Donc
(TdE � A)�1 =

X
n�0
An

Remarque 26 L�ensemble IL (E) est un ouvert de L (E).

Remarque 27 Le resultat de 1) peut être utile dans la résolution de l�équation
intégrale
A 2 L (E) ; g 2 E donnés et f 2 E inconue

f(x) = g (x) + Af (x)

Remarque 28 Il convient aussi de savoir utiliser le résultat 1) sous la
forme suivante
Si A 2 L (E) = k(TdE � A)k < 1 =) A est inversible et (A)�1 =P

n�0
(TdE � A)n

Spectre d�un opérateur

Dé�nition 29 Soit E un espace vectoriel sur | et A 2 L (E)

1. On appelle spectre de A, l�ensemble

� (A) = f� 2 | = (�I � A) non inversibleg c�est à dire non bijectif
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SPECTRALE.

� Tout � 2 � (A) est dit valeur spectraleA
� Le nombre r (A) = sup fj�j ; � 2 � (A)g est appelé rayon spectrale
de A

� On a toujours r (A) � kAk : et si � (A) = c/ =) r (A) = 0:

a) On appelle valeur propre de A tout � 2 | telleque (�I � A) n�est
pas injectif

� L�ensemble �p (A) = f� 2 | =� est une valeur propre g est
appelé spectre ponctuel de A:
On a toujours �p (A) � � (A) :

� Le sous espace vectoriels ker (�I � A) 6= f0g est appelé espace
propre associé à � 2 �p (A) :

� La dimension de ker (�I � A) est appelée la multiplicité géométrique
d�une valeur propre � 2 �p (A)

� La lim
n!1

(ker (�I � A))n est appelée multiplicité algébrique.

b) L�ensemble �c (A) = f� 2 | = (�I � A)ginjectif et Im (�I � A)
dense mais distinct de E est appelé spectre continu

c) On appelle spectre résiduel de A l�ensemble �r (A) = f� 2 | = (�I � A)ginjectif
et Im (�I � A) non dense dans E

2. On appelle ensemble résolvante de A, l�ensemble

� (A) = f� 2 | = (�I � A) inversibleg = � (A)cE

On a � (A) = |n� (A)

� Si � 2 � (A) ; R� (A) : � 7! (�I � A)�1 est appelé la résolvante
de A:

Exemple 30 Si A = IdH = I, H espace de Hilbert.
On a �I�A = (�� 1)T est inversible si (�� 1) 6= 0, donc � (A) = f1g

Remarque 31 Si dimE < +1 =) (�I � A) inversible ssi ker (�I � A) =
f0g donc � (A) = �p (A) :
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Exemple 32 Soit H = L2 ([0; 1] ;R)

A : H ! H

Af (t) = tf (t) ; t 2 [0; 1]

� 2 R; f 2 H; t 2 [0; 1]
On a

(�I � A) f (t) = (�� t) f (t)
On distingue deux cas

� Si � =2 [0; 1] ; la fonction t 7! 1
��1 est bornée et l�opérateur (�I � A)

�1

dé�ni par

(�I � A)�1 g (t) = 1

�� tg (t) ; g 2 H

est un opérateur borné.

� Si � 2 [0; 1], alors la fonction t 7! 1
��1 n�est pas dans H:

donc (�I � A) n�est pas inversible � (A)=[0; 1]

Si on suppose que � une valeur propre de A et f le vecteur propre associé
dans H:
Alors (�� t) f (t) = 0; t 2 [0; 1] ; il s�en suit que f = 0; �p (A) = ;:

Théorème 33 Soit A 2 L (E)

1. Si j�j > kAk ;alors � 2 � (A) et � (A) � B (0; kAk)

2. � (A) est un ouvert non vide de |:

3. � (A) est un compact non vide de |

4. Si A est inversible, alors � (A�1)=
�
1
�
; � 2 � (A)

	
5. On a � (A) � B (0; r (A)) ; De plus , on a r (A) = lim

n!1
kAnk

1
n

Preuve.

1. Si j�j > kAk ;alors � 6= 0 et
��1A < 1; donc

�
I � ��1A

�
est

inversible ie � 2 � (A)



xviii
OPÉRATEUR INVERSE, OPÉRATEUR ADJOINT ET THÉORIE

SPECTRALE.

2. On a � (A) non vide (d�après 1)

On considère l�application f : |! L (E) dé�nie par :

� 2 | f (�) = �I � A

On remarque que � (A) = f�1 (IL (E))
8 �; � 2 |;On a

kf (�)� f (�)k = k(�� �) Ik � j�� �j

=) f est continue or IL (E) est un ouvert de L (E)
=) � (A) = f�1 (IL (E)) est un ouvert de |:

3. � (A) = |n� (A) est fermé (d�après 2), s�il est bornée d�après 1 , alors
il est compact.

Proposition 34 La résolvante satisfait à l�équation fonctionnelle suivante
dite identité de la résolvante:

R (�1; A)�R (�2; A) = (�2 � �1)R (�1; A)R (�2; A)

Preuve. En utilisant le fait que A� �1I et A� �2I commutent, on a

(R (�1; A)�R (�2; A)) (A� �1I) (A� �2I) = R (�1; A) (A� �1I) (A� �2I)�R (�2; A) (A� �1I) (A� �2I)
= A� �2I � (A� �1I)

x = (�2 � �1) I

Soit � 2 � (A�1) comme A est inversible =) � 6= 0
Comme (A�1 � �I) est non inversible

�
A�1 � �I

�
= �A�1

�
1

�
I � A

��1
L�opérateur

�
1
�
I � A

��1
est non inversible ie 1

�
2 � (A) =) � (A�1) �

� (A)�1 =
�
1
�
; � 2 � (A)

	
En changeant le rôle de A et de A�1 on obtient � (A)�1 � � (A�1)
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Opérateur adjoint

Identi�cation entre espaces normés

Dé�nition 35 Soient (E; k:kE) et (F; k:kF ) deux espaces normés
A : E ! F est appelé isométrie ssi

kAxkF = kxkE ;8x 2 E

Conséquences

1. Une isométrie est un opérateur borné de norme 1

2. Une isométrie est toujours injective

3. Si A est une isométrie surjective alors, A 2 Iso (E;F ) et A�1 est une
isométrie de F dans E

4. Si E et F sont deux espaces de Hilbert alors

A isométrie() 8x1; x2 2 E : < Ax1; Ax2 >F= < x1; x2 >E

Espace dual d�un espace normé

Dé�nition 36 Soit (E; k:kE) un espace vectoriel normé.

� On appelle dual algébrique de E, l�ensemble des applications linéaires
sur E, on le note par Fz

� On appelle dual topologique de E, l�ensemble L (E; |) des applications
linéaires continues de E dans |, on le note par F�

Théorème 37 a) Soit H un espace préhilbertien.

Pour tout y 2 H, l�application

x 2 H 7!< x; y >

est une forme linéaire continue de norme kyk
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SPECTRALE.

b) Soit f est une forme linéaire continue sur un espace Hilbert. Alors, il
existe un élément unique y de H telque

f(x) < x; y >;8x 2 H

n obtient que

< g;Ax > = < f; x > ou < g;Ax > = < A�g; x >

Dé�nition 38 L�application A� dé�nie de F dans E par:

Opérateur adjoint

E
A! F :

g! |
x 7! Ax = y

On a g 2 F �
f = goA est une fonctionnelle linéaire continue sur E donc f 2 E�

g 2 F � 7! f 2 E�

� Cet opérateur s�appelle opérateur adjoint de A et se note A�

� On désigne la valeur de f pour x 2 E par le symbole < f; x >; o

8x 2 E; 8y 2 F :< Ax; y >F= < x;A�y >E

Dé�nition 39 est appelée l�adjoint de A

Proposition 40 Soit A 2 L (E;F ) : Alors

A� 2 L (F;E) et kA�k = kAk

Preuve. Soient y1; y2 2 F et � 2 |.
Alors, 8x 2 E; on a

< x;A� (y1 + �y2) >E=< Ax; y1 + �y2 >F

= < Ax; y1 >F + � < Ax; y2 >F

= < x;A�y1 >E + � < x;A
�y2 >E

= < x;A�y1 + �A
�y2 >E
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D�où
A� (y1 + �y2) = A

�y1 + �A
�y2

ie A� est linéaire
De plus 8 y 2 F , on a

kA�yk2E = < A�y; A�y >E

< y;AA�y >F� kykF kAk kA�ykE

D�où
kA�ykE � kAk kykF

Cela dit que
A� 2 L (F;E) et kA�k � kAk (1)

En�n, pour x 2 E , on a

kAxk2F = < Ax;Ax >F=< x;A
�Ax >E

� kxkE kA�k kAxkF

Alors on obtient
kAxkF � kA�k kxkE

On en deduit que
kAk � kA�k (2)

.de (1) et (2), on conclut
kAk = kA�k

Proposition 41 Soient A;B 2 L (E;F ) ; C 2 L (F;E) et �; � 2 |;on a

1. (IdE)
� = IdE

2. A�� = A

3. (�A+ �B)� = � A� + �B�

4. CA 2 L (E;F ) ; (CA)� = A�C�

5. kA�Ak = kAA�k = kAk2



xxii
OPÉRATEUR INVERSE, OPÉRATEUR ADJOINT ET THÉORIE

SPECTRALE.

Théorème 42 Un opérateur A 2 L (E;F ) est inversile si et seulement si
A� est inversile et on a (A�)�1 = (A�1)�

Preuve. D�après la proposition précédente on a�
A�1

��
A� =

�
AA�1

��
= (IdE)

� = IdE

A�
�
A�1

��
=
�
A�1A

��
= (IdE)

� = IdE

Donc A� 2 L (F;E) est inversile et (A�)�1 = (A�1)� :
Maintenant si A� 2 L (F;E) est inversile, alors l�étape précédente mon-

tre que (A�)� 2 L (E;F ) est inversile

Exemple 43 Soient E = l2 (N;R) et si S : E ! E
L�opérateur Shift dé�ni par:

S (x1; x2; :::; xn; :::) = (0; x1; x2; :::; xn; :::) 8 (x1; x2; :::; xn; :::) 2 E

Alors S� est dé�ni par:

S� (x1; x2; :::; xn; :::) = (x2; x3; :::; xn; :::) 8 (x1; x2; :::; xn; :::) 2 E

En e¤et, pour tous (xn) ; (yn) dans E:
De la dé�nition de l�opérateur adjoint, on a

< S� (xn) ; (yn) > = < (xn) ; S (yn) >

= < (x1; x2; :::; xn; :::) ; (0; y1; :::; yn; :::) >

= x2y1 + x3y2 + :::+ xnyn�1 + :::

= < (x2; x3; :::; xn; :::) ; (y1; :::; yn; :::) >

donc
S� (xn) = (x2; x3; :::; xn; :::)
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Dé�nition 44 Soient E un espace topologique séparé
Un sous- ensemble F est dit compact si tout recouvrement ouvert de F

on peut extraire un sous recouvrement �ni d�ouvert c�est à dire: Pour toute
famille fVi; i 2 Jg d�ensemble ouverts dont le réunion contient F admet une
sous famille �nie fVdk; dk 2 J; k = 1; 2; :::; ng dont la rénion contient F

Dé�nition 45 Soit E un espace métrique
Un sous ensemble F � E est compact si toute suite d�éléments de F on

peut extraire une suite convergente vers un élément de F:

1. Si E est un espace vectoriel de dimension in�nie

F compact =) F fermé et borné

La réciproque est fausse

2. Si E est un espace vectoriel de dimension �nie

F compact () F fermé et borné

Dé�nition 46 Un sous ensemble F de E .
On dit que F est relativement compact si F est compact

Dé�nition 47 Soit E un espace de Hilbert et A 2 L (E;F ), on dit que A
est compact s�il transforme tout sous ensemble borné de E en un ensemble
relativement borné.

A : E ! F

B (borné) 7�! A (B) relativement compact

xxiii
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� A est compact ()
h
B (0; 1) � E =) A (B (0; 1)) est compact

i
� On désigne l�ensemble des opérateurs compacts par | (E) :

Théorème 48 tout opérateur compact est borné ie | (E) � L (E)

Preuve. A 2 | (E) ; B (0; 1) est borné de E =) A (B (0; 1)) est compact
=) A (B (0; 1)) est borné
=) 9 M > 0 tq kAxk �M; 8y 2 E; kyk � 1
Soit x 2 E : x

kxk 2 BE (0; 1) ; donc
A x

kxk

 �M; 8 x 2 E
=) kAxk �M kxk ;8 x 2 E
=) A est continu =) A 2 | (E) =) A 2 L (E)
La réciproque est fausse.
Contre exemple

IdE : E ! E

B (0; 1) (borné) ! BE (0; 1); BE (0; 1) est compact

Dé�nition 49 Un opérateur A est de rang �ni si son image est de dimen-
sion �nie (RangA = dim (ImA))

� L�ensemble des opérateurs de rang �ni |o (E)

Exemple 50 E espaace Hilbert (en) une base hilbertienne de E.
Hn=vectfe1; e2; :::; eng dimHn = nu

Pn : H ! Hn

x 7�! pn (x)

RangPn � n

Opérateurs isométriques, normaux,
unitaires, positifs auto-adjoints

Dé�nition 51 Soient E et F deux espaaces de Hilbert

1. Un élément U 2 L (E;F ) est appelé unitaire si

U�U = idE et UU� = idF
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2. Un élément U 2 L (E;F ) est appelé isométrique si

kUxkF = kxkE pour tout x 2 E

3. Un élément Ņ 2 L (E) est appelé normal si

ŅŅ� = Ņ�Ņ

4. Un élément S 2 L (E) est appelé hermitiène ou auto-adjoint si

S = S�

5. Un élément � 2 L (E) est appelé positif

si� est auto-adjoint et si 8x 2 E;< �x; x >� 0

Exemple 52 Soit H un espace de Hilbert et P 2 L (E) une projection
orthogonal sur F =Im(P ) ; alors P est auto- adjoint.

Preuve. En e¤et 8x; x0 2 F; y; y0 2 F? (Ortogonal de F )
< P (x+ y) ; x

0
+ y

0
> = < P (x+ y) ; x

0
> + < P (x+ y) ; y

0
>

on a P (x+ y) = 0
=< x+ y; x

0
> = < x; x

0
> + < y; x

0
>

on a < y; x
0
> = 0

=< x; x
0
> (1)

< (x+ y) ; P
�
x
0
+ y

0�
> = < x; P

�
x
0
+ y

0�
> = < x; x

0
> (2)

< P (x+ y) ; x
0
+y

0
>=< (x+ y) ; P

�
x
0
+ y

0�
>=< (x+ y) ; P �

�
x
0
+ y

0�
>

=) P = P �

donc P est auto-adjoint
De plus < P (x+ y) ; x

0
+ y

0
> =< x; x >= kxk2 � 0

donc 8x 2 F;8 y 2 F?; P � 0
T 2 L (E;F ) ; TT � 2 L (E) :

(TT �)� = T �
�
T � = TT �

< T �Tx; x > = < Tx; Tx > = kTxk2 � 0

Lemme 53 Soient T 2 L (E) un opérateur normal (TT � = T �T )
alors

kerT = kerT �
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Preuve.

1. kerT � KerT �

Soit x 2 KerT
kT �xk2 = < T �x; T �x > = < TT �x; x >=< T �Tx; x >= 0
=) < T �x; T �x > = 0 =) T �x = 0

=) x 2 kerT �:

2. kerT � � KerT
Soit x 2 KerT �

kTxk2 = < Tx; Tx > = < T �Tx; x >=< TT �x; x >= 0
=) < Tx; Tx > = 0 =) Tx = 0

=) x 2 kerT:

Théorème 54 Soit E un espace vectoriel normé telque BE (0; 1) soit com-
pact, alors E est de dimension �nie
ie. BE (0; 1) est compact =) dim < +1:



Travaux Dirigés

Série 1

T D : 1

Exercice 55 Déterminer si l�application T : (E;N1) ! (F;N2) est con-
tinue dans les cas suivants

1. E = C([0; 1] ;R) muni de la norme kfk1 =
R 1
0
jf (t)j dt ,

T : (E; k:k1)! (E; k:k1) et f 7�! fg où g 2 E est �xé.

2. E = R [X] muni de la norme

Pk�0akxk
 = Pk�0 jakj,

T : (E; k:k)! (E; k:k) et p 7�! p0

3. E = Rn [X] muni de la norme
k=nP
k=0

akx
k

 = k=nP
k=0

jakj ,

T : (E; k:k)! (E; k:k) et p 7�! p0

4. E = R [X] muni de la norme

Pk�0akxk
 =P k!

k�0
jakj ;

T : (E; k:k)! (E; k:k) et p 7�! p0

5. E = C([0; 1] ;R) muni de la norme kfk2 =
�R 1

0
jf (t)j2 dt

� 1
2
;

F = C([0; 1] ;R) muni de la norme kfk1 =
R 1
0
jf (t)j dt et

T : (E; k:k2)! (F; k:k1) f 7�! fg où g 2 E est �xé.

xxvii



xxviii TRAVAUX DIRIGÉS

Exercice 56 Soit E = C1([0; 1] ;R): On considère l�opérateur de dériva-
tion D : E ! E; f 7�! f 0: Montrer que, quelle que soit la norme N dont on
munit E, D n�est jamais une application linéaire continue de (E;N) dans
(E;N):

Exercice 57 Montrer que si l�espace vectoriel E est de dimension �nie,
alors tout opérateur linéaire A : E ! F est borné.

Exercice 58 Soit E =Mn(R)muni de la norme N dé�nie pour tout
A = (ai;j)1�i;j�n par N (A) = sup

n
i=1

nPn
j=1 jai;jj

o
(on admet qu�il s�agit d�une norme)

Démontrer que l�application trace Tr : E ! R est continue, et calculer sa
norme.

Exercice 59 Soit E = C([0; 1]) muni de k:k1 et F = C([0; 1]) muni de
kfkF = kfk1 + kf 0:k1 :Soit T : E ! F dé�ni par Tf (x) =

R x
0
f (t) dt:

Démontrer que T est continue et calculer sa norme.

Exercice 60 Montrer que si A : E ! F est un opérateur linéaire borné
alors,
kAk = sup

kxk�1
kA (x)k = sup

kxk6=0

kA(x)k
kxk = sup

kxk=1
kA (x)k

Exercice 61 Soit E = l2, (�n)n�1 une suite bornée dans C etM = supn j�nj :
Soit T : l2 ! l2 dé�nie par :

Tx = y; avec y = (�nxn)n�1 si x = (xn)n�1 2 E:

1. Montrer que T est linéaire, continue, et calculer sa norme

2. Montrer que si l�ensemble fj�nj ; n � 1g est minoré par un nombre
strictement positif, alors T est bijective.

Préciser dans ce cas T�1.

Série 2

T D : 2 et 3
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Exercice 62 Soit E = l2, (�n)n�1 une suite bornée dans C etM = supn j�nj :
Soit T : l2 ! l2 dé�nie par :

Tx = y; avec y = (�nxn)n�1 si x = (xn)n�1 2 E:

1. Montrer que T est linéaire, continue, et calculer sa norme

2. Montrer que si l�ensemble fj�nj ; n � 1g est minoré par un nombre
strictement positif, alors T est bijective.

Préciser dans ce cas T�1.

Exercice 63 Soit H = L2 ([a; b]) ; (a < b) ; l�espace des classes des fonc-
tions x : [a; b] ! C de carré sommable et soit f : [a; b] ! C; une fonction
continue �xée.
Soit T : H ! H l�aplication qui à la fonction x 2 H fait correspondre

la fonction Tx dé�nie sur [a; b] par

(Tx) (t) = f (t)x (t)

1. Montrer que cet application est un opérateur linéaire continu:T 2
L (H)

2. Calculer l�opérateur T � (l�opérateur adjoint de l�opérateur T )

Exercice 64 Soit E = C([0; 1] muni de la norme kk1 et pour f 2 E, on
dé�nit

Tf (x) =

Z x

0

K (x; t) f (t) dt

où, K (; ) 2 C ([0; 1]� [0; 1]) : Soit M = sup0�x;t�1 jK (x; t)j :

1. Montrer que T 2 L (E) :

2. Montrer que pour tout n � 1, on a jT nf (x)j � Mn

n!
xn kfk1

En déduire que, pour tout n � 1; kTk � Mn

n!

3. Déterminer le spectre de T.

4. Calculer l�opérateur adjoint T �
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Exercice 65 On désigne par H l�espace de Hilbert complexe L2
��
0; �

2

�
; �
�

où � est la mesure de Lebegue sur
�
0; �

2

�
:

Pour toute f 2 H; on dé�nit une fonction Tf sur
�
0; �

2

�
par:

8t 2
h
0;
�

2

i
; (Tf) (t) = cos (t)

Z b

a

sin (s) f (s) ds

1. Montrer que pour toute f 2 H; la fonction Tf est continue sur�
0; �

2

�
:Calculer les valeurs de Tf aux points t = 0 et t = �

2
:

2. Montrer que l�application T dé�nit une application linéaire continue
de H dans H

3. Déterminer l�adjoint T �

Exercice 66 Soit E = L2 ([0; 1]) muni de sa structure hilbertienne na-
turelle.
Soit ' une fonction continue sur [�1; 1] :
Pour x 2 [0; 1] ; on dé�nit

f � ' (x) =
Z 1

0

' (x� t) f (t) dt

1. Montrer que T : f ! f � ' dé�nit un opérateur borné sur E

2. Quelle condition doit veri�er ' pour que T soit auto- adjoint ?

Exercice 67 Montrer que si T 2ķ(E) et E de dimension in�nie alors 0 2
� (T ) :

Exercice 68 On considère l�espace E = C ([0; 1] ;R) muni de la norme
uniforme kfk1 = sup0�x;t�1 jf (x)j ; f 2 E
On considère l�opérateur linéaire T dé�nie sur E par:

8f 2 E; 8x 2 [0; 1] ; T f (x) = xf (0) + x2f (1)

Montrer que T 2ķ(E) ; en deduire 0 2 � (T ) :
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