Chapitre 2: Fonctions génératrices et fonctions carac-
téristiques

Fonctions génératrices des v.a dans N

Définition: On appelle fonction génératrice d’une v.a a valeurs dans N la fonction :
Gx (z) = E[2¥].

Remarque:

1. Puis que X est a valeurs dans N

—+o00

GX(Z):szP(X:k).

k=0
2. La série ;20 2P (X = k) est C.V pour |z| < 1.
Théoréme: Si deux v.a X et Y sont indépendantes, on
Gxyy = GxGy.

Démonstration. Soit 2 € B(0,1). On a X et Y sont indépendantes, alors 2~ et z¥ le sont
aussi, d’ou
Gxyy (2) =E X =E[Z*] E 2] = Gx (2) Gy (2).
Calculs de fonctions génératrices
Loi de Bernoulli

La fonction génératrice d’une loi de Bernoulli de paramétre p est
Gx (z) = E[zX] = (1 —p) + 2p.

Loi binomiale

Si X, ..., X, sont des variables aléatoires indépendantes suivant la loi de Bernoulli de paramétre
p, alors S,, = X7 + ... + X,, suit la loi loi binomiale de paramétres n et p. Ainsi, on a la
fonction génératrice d’une loi binomiale de parameétres n et p est

Gs, (2) = Gx, (2) .Gx, (2) = [(1 = p) + 2p]".



Fonction génératrice et loi

Théoréme: Soit X une v.a de loi v sur N. La fonction génératrice est infiniment dérivable

o GP(5)=E[X (X —1).. (X —n+1)s7]

En particulier
Gy (0)

n!

P(X =n)=

Ce qui montre que la fonction génératrice caract “erise la loi.
Démonstration. La fonction génératrice est la somme d’une série entiére de rayon de
convergence au moins égal a 1. Ainsi z — Gx (z) est infiniment dérivable, avec pour tout z

Gg?)(z):zk(k’—1)...(k:—n+1)P<X:k)ZX—n

k>n
Il suffit maintenant d’appliquer le théoréme de transfert
GP ) =E[X(X-1).. (X —n+1)257"],
En prenant z = 0, on obtient

GP0) = EX(X =1 (X —n+1)1ix_nq)]
= nmn—-1)..n—n+1)P(X =n)=nlP(X =n).

Fonction génératrice des moments (v.a. continue ou dis-
créte)

Définition: On appelle fonction génératrice des moments d’une v.a X la fonction My définie
par:
My (t) = E [¢¥] .

Remarque:
1. Pour une v.a discréte: Mx (t) =Y. e P (X = ;).

2. Pour une v.a continue: My (t) = [, edP (X = z) (= [, " f(z)dz, si f est une fonction continue) .

Exemple: Soit une v.a X — & (\) calculer sa fonction génératrice des moments.

Ona My (t) = E [¢¥] = [T e e ™dx = T
Remarque:

1. Si on pose z = ¢’ dans la fonction génératrice, on trouve:

Gx (2) =E[zX] = E[e"] = Mx (t).



2. L développement en série entiére de I’exponentille, nous donne:

+oo +oo x k
Mx (t) = / Gtzf(l‘)dl‘:/ (Z (tk!) )f(x)da:

—00 —0o0 k>0
tk —+o00 tk
=Y H/ P f(a)de =) LB [X].
2 E>0

Propriétés:
* My (—t) est la transformé de Laplace de la densité f.

* Si la fonction génératrice des moments existe dans un intrtvalle ouvert aotour de ¢ = 0,
le n'*" moment de la v.a X est donnée par la n'*"¢ dérivée de la fonction génératrice
des moments évaluée en ¢t = 0

_d"Mx (1)

E[X"=MP(0) = — == .
t=0

Cette relation permet de calculer les moments d’une loi on connait la fonction généra-
trice des moments. Par exemple

”

E[X] =My (0);  V(X)=My(0) - (M (0)".

Exemples:

1. On veut calculer 'espérance de la loi exponentielle par la fonction génératrice des
moments. Ona

Mx () =1—, E[X]=M(0)= =

2. La fonction génératrice des moments d’une v.a uniforme discréte: X,, — U 0...1]1 et
si X, = %Yn alors Y,, — U]0...n]. On a

1 1 1
n n
d’ou
"1 . £\ ¢
TNCETE [ SEPTRRS oy ) B
x, ()= B[] =3 —etn = =% (e (e f)
=1 =1 n e n

Propriété: Si X et Y sont deux v.a indépendantes, alors Mx 1y (t) = Mx (t) My ().

Fonction caractéristique

Fonction caractéristique. Développement et propriétés des coefficients du développement :
exemples. Propriétés de la dérivation. Effet d'un changement de variable (exemple de la
combinaison translation - homothétie).



Définition
Soit X une variable aléatoire (discréte ou continue) et g(X) une fonction de cette variable.
On sait maintenant calculer la moyenne de cette fonction dans les deux cas :
Variable discrete : E{g(X)} = Z 'p; g(z;). Variable continue :E{g(X)} = fj;o g(z) f(z)dz.
J )
Une fonction particuliérement intéressante est la fonction e** dans laquelle ¢ est un paramétre
réel non aléatoire : .
e = cos(tx) + isin(tz)
Comme les fonctions |cos (tX)| et [sin (¢X)| sont bornées, leurs moyennes existent et il en

est de méme pour la fonction exponentielle.
Nous définirons la fonction caractéristique ® x par :

X — Oy (1) = E [¢"]

C’est-a-dire :

Variable discréte :Variable continue :®x (£) = 32, py, €™, ®x(t) = [ € f(x)dx.
Théoréme

La fonction caractéristique est une fonction continue de ¢t égale & 1 pour ¢ = 0. La continuité
de cette fonction est une propriété essentielle. Comme elle est valable aussi bien pour les lois
discretes que pour les lois continues, elle permet de traiter des problemes ot il y a passage
progressif d'une loi discréte & une loi continue ayant une densité.

La fonction caractéristique définit complétement la variable X. Cela signifie qu’elle permet
de calculer les probabilités py (en discret) ou la densité de probabilité f(z) (en continu).

Variable discréte. Détermination des p,

Une formule d’intégration

: 1 g ita  —itx OSI'I?&O[
Th—rgo(ﬁ/_Te ¢ dx>_1Six:oz

Si z = «, le résultat est trivial.
Si x # a, la limite de 'intégrale :

1 g eito‘e_mdx sin [(Oé B .CL') T]

2T | (o —2)T

est naturellement 0 parce que la fonction sinus est bornée, le dénominateur tendant vers
'infini avec T' (propriété du sinus cardinal).

Détermination des p; Partant du développement :
Dy (t) = E [e"] = p1e™™ + ... + ppe’™

Intégrant les deux membres :

1 (7 , 1 [T ‘
— Oy (t)e ™ dt = — / et It
o |, oT | .,

4



En passant a la limite, on obtient pour chaque terme :

1 [T . ; ,
lim [ — e Midy | = 0 Sl. TF
T—oo \ 21" | 1 pi Six=ux;

On en déduit successivement les pondérations py, po, ..., pp.

Remarque de simplification On peut rencontrer des cas dans lesquels on peut se dis-
penser d’appliquer la méthode précédente. Elle ne doit pas étre systématique. L’exemple
qui suit permet de justifier cette remarque.

Une variable aléatoire peut prendre les valeurs {—2, —1,0, 1,2} avec les probabilités respec-
tives {p1, pa, ..., ps}. On connait 'expression de sa fonction caractéristique :

1 3 1
Oy (1) = §—|—§COSt—|—§COSQt.

On veut en déduire la valeur des p;.
On s’assure tout de suite que ®x(t) est continue et que ®x(0) = 1 en posant :

it —it i2t —iot
cost = i)co32t2$7
2 2
on obtient directement :
1 » 3 . 1 . 3 . 1 ..
Dy (1) = —e 2t 4 & =it 4 —i0 4 2 ity — L2
X() 166 +166 —|—2€ —|—166 +16e
On a donc :
o3 1
P1=Dps = 16,]02 =DPs = 16,p3 =35

Développement de la fonction caractéristique Propriétés: Les coefficients du développe-
ment de la fonction caractéristique correspondent aux moments de tous ordres de la variable

aléatoire : . i
=y
' k
k=0

Nous allons le démontrer dans les deux cas (continu et discret).

Continu Partons de la définition :

By (t) = /_ i .

[e.9]

En développant la partie exponentielle :

@X(t):/_oo (kzk—> ) )da;:z%/_mxkf(x)dm

Y

on reconnait dans 'intégrale I’expression du moment d’ordre k.



Discret On effectue un calcul similaire dans le cas de la variable discréte.

n n 00 -k
Ox(t) = ijemj = ij (Z %xf)

j=1 k=0
= (i) () )
= D\ =
k=0 j=1 k=0

Deux applications simple

1. Lav.a X < U ([0, 1]). La fonction caractéristique de X est

) +oo 1 et — 1
Oy (t) = E [¢"¥] = / e f(z)dx = / edy = T
—00 0 1
en développant I’exponentielle:
1 @) it)?
CI)X(t) = E (1+Zt+7+7—|—.... -1
@)1 (it)*1  (it)’1
-1 - - Z
R IR TR
Donc: my, = k#ﬂ

2. Soit la v.a X de densité f(z) = e *, si z > 0. La fonction caractéristique de X est: (si

it<1)
Cx(t) = / T terar = L= > (ity
X o 1—it '

J=0

Donc: m; = k.

Dérivées de la fonction caractéristique. Propriétés

Revenons & I'expression de base de la fonction :

By (t) = /_ " e () da

o0

Effectuons une dérivation par rapport a t sous le signe somme, opération trés simple du fait
que les bornes sont indépendantes de t.
Dérivée premiere :

400 +o0
D' (t) = 2/ e f(x)dx, 'y (0) = z/_ zf(x)dr =iF (X)

—00 o)

Dérivée seconde :

oo +oo
Dy (t) = 2'2/ e f(x)dx, dx7(0) = —/ 2’ f(z)de = —E (X?)

o [e.9]

On retiendra les résultats fondamentaux suivants :

Ox(0)=1,  x(0)=iE(X), ®x(0) = —E (X?).



