Chapitre 3: Modes de convergences.

Convergence de suites de v.a

Soit (X,),~, une suite de variables aléatoires réelles définies sur un espace de probabilité
(Q,F,P).

Convergence en probabilité

Définition : On dit qu’une suite de variables aléatoires (X,,),., converge en probabilité
vers une variable aléatoire X, si

Ve>0,  limP(|X,—X|>¢e)=0.

On note: X, £ x

Exemple : Considérons la suite de variables aléatoires (X,,),-, ot chaque variable X,, prend
les valeurs 0 et 1 avec les probabilités respectives 1 — % et %, alors la suite (X,,), -, converge
vers 0 en probabilité. En effet si £ > 0, alors deux cas peuvent se présenter :

Premier cas : € > 1: Pour tout n > 1, on a

P(X,—X|>e)=P (X, >¢)=0.

Deuxiéme cas : 0 < e <1, Pour tout n > 1, on a

P(IX,—0[> &)= P(X,>2) = P(X, = 1) == — 0.
d’oﬂXn£>0.

Convergence en moyenne
Définition : Soit X une variable aléatoire réelle.
e On dit que X est intégrable si E (|X|) < oo.
e On dit que X est de carré intégrable si F (|.X |2) < 00.
e Sip>1, ondit que X est dans L? (Q2) si F (|X]") < oo.
Définition :

i) On dit qu'une suite de variables aléatoires intégrables (X,,), -, converge en moyenne vers
une variable aléatoire X, si

lim B (| X, — X|) = 0.

n—oo



it) On dit qu’une suite de variables aléatoires de carré intégrable (X,,) ., converge en
moyenne quadratique vers une variable aléatoire X, si

lim E (]X, — X|*) =0.

i13) On générale, on dit que la suite de variables aléatoires de carré intégrable (X,,), -, dans
LP () converge en moyenne d’order p vers une variable aléatoire X, si avec p > 1

lim E (| X, — X|”) = 0.

On note X, %X

Exemple : Considérons la suite de variables aléatoires (X,,),-,; ot chaque variable X,
prend les valeurs 0 et 1 avec les probabilités respectives 1 —e™" et e, alors la suite (Xn)n21
converge vers 0 en moyenne. Pour n > 1, alors

E(X,-X))=E(X,)=0x(1—e™)+1xe"=e" — 0.

n—oo

Convergence presque stire

Définition : On dit qu’une suite de variables aléatoires (X,,), -, converge presque sirement
vers une variable aléatoire X, si

P (w € Q, lim X,, (w) :X(w)) ~1.

n—oo

On note X,, — X p.s oubien X, 23 X.

Remarque :La limites presque sure n’est pas unique, mais si X’ est une autre limite p.s,
alors X = X' Pp.s.

Théoréme : Soit (X)), -, une suite de variables aléatoires. Supposons que pour tout ¢ > 0

Y P(IX,—X[>¢e) <0
n>1
alors la suite (X,,), ., converge presque surement vers X.
— Réciproquement, si (X,),>; est une suite de v. a. r indépendantes qui converge presque
stirement vers X, alors I'inégalité précédante est vérifiée.
Exemple : Considérons la suite de variables aléatoires (X,), ., ou chaque variable X,

prend les valeurs 0 et 1 avec les probabilités respectives (1 — n%) et #, alors la suite (X,,), -,
converge vers 0 presque stirement. Pour € > 0, alors :
Premier cas : ¢ > 1

P(|X,—X|>¢e)=P(X,>¢)=0.

Deuxiéme cas : 0 <e <1
P(X,—X|>e)=P(X,>e)=P(X,=1)=—

et comme ) = < o0, on a
Y P(IXy—X[>¢) <0

n>1

Donc,la suite (X)), -, converge presque stirement vers 0.
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Convergence en loi

On rappelle que deux v.a ont méme loi (Px = Py) si seulement si elles ont la méme fonction
de répartition (Fx = Fy).
Définition : Soient (X,,),., une suite de variables aléatoires réelles, (Fx,),~; la suite des
fonctions de répartitions correspondantes. On dit que (X,,), ., converge en loi vers une
variable aléatoire X de fonction de répartition F'y, si -

lim FXn (t) = FX (t)

n—oo

pour tout point ¢, ou Fx est continue. On note X, £ X
Exemple : Soient o > 0, (X,,), -, une suite de variables aléatoires indépendantes de méme

fonction de densité :
f(x) = az=(*h,

si x € |1, +00[ et posons pour n > 1,

Y, = n~"* max X,.
1<k<n

Montrer que la suite de variables aléatoires (Y;,),-, converge en loi vers la variable Y et
déduire sa loi.
Solution : En effet, Vn > 1, la fonction de répartition X, est

Fy, (t)=1—-t¢

et pour Y,,, on peut écrire

Fy,(y) = PYoa<y)=P (n‘l/"‘ max X < y) =T P (X, <n')
k=1

1<k<n

_ <1— ! >n — exp (—y ) = Fy (y).

nyo‘ n—oo
Par conséquent, c.v en loi vers de fonction de répartition Fy et de densité

fo () = W) _ e

a0 exp(—y_ ),y€R+.

Dans bien des situations, il est difficile de montrer la convergence en loi d'une suite de
variables aléatoires en utilisant la définition, c’est pourquoi le résultat suivant peut étre
d’une grande utilité :

Théoréme ( Paul-Levy): Soient (X,),., une suite de variables aléatoires réelles, (ex.).51
la suite des fonctions caractéristiques correspondantes. Les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

e (X,),>, converge en loi vers X.

e Pour tout ¢t € R, lim oy (t) = o (1).



Exemple : Soient (p,),~, une suite de nombres réels, (X,,), -, une suite de variables aléa-
toires réelles. Supposons que pour tout n > 1: X,, < B(n,p,), avec : 0 < p, < 1 et qu’il
existe A > 0, vérifiant lim np, (t) = A, alors il existe une variable aléatoire X — P ()), telle

que X, £ X
Solution : On si X — P (A), alors ¢y (t) = exp (A (it — 1)) et puis que X,, — B(n,p,)
alors

1 — i\ "
lim ¢y (t) = lim (1 — npy, ne ) =exp (A (it — 1)) = px (), avec lim np, (t) = \.

n—oo n—oo n—oo

Liens entre différents types de convergence

Converge en moyenne et converge en probabilité

Théorémeé : Soit p > 0, la converge d’order p entaine la converge en probabilité.
Preuve : Elle est de I'inégalité de Markov, puis que pour tout € > 0, on a

E (Y|P
Py > e < 2D
ep
si on pose Y = X,, — X, on trouve
E(X, - X
P(X, - x| 25 < 22X
£ n—0o0

Exemple : Soit (X,),., la suite de variables aléatoires ot chaque variable (X,,), ., les
valeurs 0 et n avec les probabilité respectives 1 — % et %, il n’est pas difficile de vérifier que
cette suite converge en probabilité vers 0.

D’autre part
E(1 Xy = XIP) = E(|Xa") = 1.

Donc: la convegence en probabilité n’implique pas la convergence en moyenne.

Converge en probabilité et converge en loi

Théorémeé : la converge en probabilité entaine la converge en loi.
Exemple : Soit X — N (0,1),Y = —X et pour n > 1, X,, = X. Une variable de loi

N (0,1) est symétrique, alors X et Y ont la méme loi, d’autre part X, L X , donc, vers Y
aussi. Mais si on prend Z = X — Y, alors E(Z) =0et V (z) =4, alors si € = 2

+oo 1
2 vV 2’/T

Donc: la convegence en loi n’implique pas la convergence en probabilité.

e By > 0.

P(|X,-Y|>2)=P(|Z| >2)=1-P(|Z| <2) =



Convegence presque slire et la convergence en probabilité

Théorémé : la converge presque stire entaine la converge en probabilité.

Exemple : On a vu, si on considérons la suite de variables aléatoires (X,,),, ot chaque
variable X, prend les valeurs 0 et 1 avec les probabilités respectives 1 — % et %, alors la suite
(X,),>; converge vers 0 en probabilité. Cependant si 0 < e < 1, alors

S P(X 020 =Y P(X.=1)=Y T =
n>1 n>1 nZln

Donc: la convegence en probabilité n’implique pas la convergence presque stre.

Convegence presque stire n’implique pas la convergence
en moyenne

Soit (Xy),>; la suite de variables aléatoires ot chaque variable X, prend les valeurs 0 et n?
avec les probabilités respectives 1 — # et #, alors pour tout € > 0

Y P(X,-0>¢e)=) P(X,=n% :Ziz < 0.
n>1 n>1 n>1 n
D’autre coté

E(X,-0)=E(X,)=1 »0

n——00

Convegence en moyenne n’implique pas la convergence presque sire

Soit (Xy),>; la suite de variables aléatoires ot chaque variable X, prend les valeurs 0 et n?
avec les probabilités respectives 1 — # et #, alors pour tout € > 0

Y P(X,—0>¢e)=) P(X,=n% :Ziz < 0.
n>1 n>1 n>1 n
D’autre coté

E(Xn=0)=E(X,))=1-+0

n—oo

Convegence en moyenne n’implique pas la convergence presque sire

Soit (X,),>, la suite de variables aléatoires indépendants, ot chaque variable X, prend les
valeurs 0 et y/n avec les probabilités respectives 1 — % et %, on a

B (X, ~0) = E(X,)) = 2= =0

mais, pour tout 0 < e < +/n

S P(X =022 =S P (Xy=nt) =3 =

n>1 n>1 n>1



Convegence en moyenne d’order p implique pas la convergence en moyenne

Théorémé : Soit (X,,),-, une la suite de variables aléatoires converge en moyenne d’order

p vers la variable X, alors
E(X,—X|) —0.

n—oo

Preuve : Par I'inégalité de Cauche Schwarz, on a

E(X,— X)) < E(X,—XP)Y""E@19)Y1 =0

n—oo

ce qui preuve I'impliquation.



