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Exercice 01.

1. Calculer pour tout couple (s,t) les quantités F(BsB?), E(B|Fs).

2. Quelle est la loi de By + B,?

3. Soit 0, une variable aléatoire bornée Fy-mesurable. Calculer pour ¢ > s, E [05(B; — B;)] et E[0s(B: —
Bs)?].

4. Calculer £ [1{Bt§a}] et B [Bt]-{Btga}]~

5. Montrer que E(f(Bt)) = E(f(Gy/u+ Bi—,)) avec G v.a. indépendante de B;_,, et de loi gaussienne
centré réduite.

Exercice 02.

Montrer que les processus suivants sont des martingales.

1. M, = B} -3 [} Byds.

2. Zy = B} — 3tB;.

3. X, =tB; — [, Byds.

4. Y, =B, — 2 [| Byds.

Exercice 03.

1. Soit By et By deux MB indépendants. Montrer que le produit By By est une martingale.

2. Montrer que le processus Y; = fg B, du est gaussien. Calculer son espérance et sa covariance.

t
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3. Montrer que Z; = B; — / —ds est un processus gaussien. Calculer sa variance et sa covariance. En
0 S

déduire que Z est un mouvement Brownien.
Exercice 04.

Soit n fixé et t; = zit pour j variant de 0 a 2™. Montrer que

on

> [B(t;) = B(t;-1)* — t,

j=1

quand n — 00, la convergence ayant lieu en moyenne quadratique et p.s.

Exercice 05.

On définit un pont Brownien par Z; = B; —tB1,0 <t < 1.

1. Montrer que Z est un processus gaussien indépendant de By. Préciser sa loi, c’est-a-dire sa moyenne
et sa fonction de covariance.

2. Montrer que le processus Z avec Z = Zy —t a méme loi que Z.

3. Montrer que le processus Y avec Y; = (1 — t)Bﬁ, 0 <t<1améme loi que Z.

Exercice 06.

Soit (2, F, Fy, P) et B un (F;)-brownien sur cet espace. Pour tout A réel, Montrer que le processus

1
exp(AB; — 5/\2t), t>0

est une martingale.
Si Xy = ut + 0By, Montrer que, pour tout 3 réel

exp(BX: — (uf + 30262)1?), t > 0.

est une (F})-martingale. Réciproquement, si X est un processus continu tel que exp(8X; — (uf + %0252)75),
t > 0 est une Fj-martingale, montrer qu’il existe un Fi-brownien B tel que X; = ut + o B;.





