Mathématiques appliquées :
Utilisation pratique des nombres complexes
en Electricité et Electronique

Version 1.0.8
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1- Forme algébrique (ou forme cartésienne)

Voici un nombre complexe que nous appellerofav&c une barre en dessous pour bien
montrer qu’il s’agit d’'un nombre complexe).

La forme algébrique est une fagcon de représentaombre complexe :

Z=2+3]
(Ou2+3xj)

Z se lit « Z complexe » ou « nombre complexe Z »
2 + 3j se lit « deux plus trois j »

Remarque :
En mathématiques, on utilise i a la place de j :

Z=2+3i « deux plus trois i »
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2- Partie réelle et partie imaginaire
Un nombre complexe possede une partie réelle epantie imaginaire :

Z:_%+ 3 X

—
partieréelle partieimaginaire
j est le nombre imaginaire unité.

Remarques :

= Un nombre réel est un nombre complexe qui n'a pgsadtie imaginaire :

-125+0]j
ou plussimplement
-125

= Un nombre imaginaire est un nombre complexe qupa&de partie réelle :

0+3j
ou plussimplement
3]
Question n°1: Que valent la partie réelle et la partie imagadu nombre complexe :
52j-25 ?

Question n°2: Que valent la partie réelle et la partie imagadu nombre régt ?
Question n°3: Que valent la partie réelle et la partie imagadu nombre imaginaire j ?

(Solution a la fin)
3- Addition ou soustraction des nhombres complexes

Les parties réelles s’additionnent (ou se soustraie
Les parties imaginaires s’additionnent (ou se saigstt).

Soit: Z, =5+7]

et:Z,=-2+]j

Addition:

Z,+2,=5+7j-2+]= (5-2) +(7+1) | =3+8]

Soustracon:
Z,=Z,=5+7]=(-2+))=5+7j+2-]=(5+2)+(7T-Dj=7+6]

Question n°4 :Additionner les nombres complexes 3 — 4j et 3.+ 4
Question n°5: Soustraire les nombres complexes 3 —4jetB +4
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4- Multiplication d’'un nombre réel et d’'un nombre complexe

Soit : Z=3+5j
Multiplions le nombre complexe gar le nombre réel 8 :

8xZ=8x(3+5])
Ondéveloppe

8% (3+5)) =8x3+8x%5]j
=24+40j

5- Multiplication de deux nombres complexes

Les choses se compliquent !

J, le nombre imaginaire unité, a la propriété étmte suivante :

jxj=-1
ou
p=-1
ou

==

J

« j fois jest égal a -1 »
«jaucarré estégala-1»

Soit:Z, =6+3]j

et:Z, =5+2]

Multiplication:

Z2,%xZ, = (6+3])x(5+2))

Ondéveloppe

(6+3))x(5+2)) =6x5+6x2j+3jx5+3jx2]j
=30+12j+15j+6j° avec j?=-1
=30+12j+15j-6

= (30-6)+ (12+19)]j

=24+ 27j

Question n°6: Multiplier les nombres complexes 1 —j et 4 + 2j
Question n°7: Multiplier les nombres complexes 3 — 4j et 3j+ 4

Question n°8: Multiplier les nombres complexes j et 3 + 4.
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6- Forme trigonométrique (ou forme polaire) d’'un nanbre complexe

La forme trigonométrique est une autre facon deésgmter un nombre complexe :

Exemple :
;:(2;+Eradj
3
ou:;:(2;+60°)

7— Module et argument

Un nombre complexe possede un module et un argument

Tt
Z = 2 +—rad
- ——
module N
argument

Le module du nombre complexesg note {Z| ou Z
Ici: |Z=2
Le module est un nombre réel positif ou nul.

L’argument d’'un nombre complexe est un angle gome feut exprimer en degrés (°) ou en
radians (180° Ftradians).

L’argument du nombre complexesg note argZ)
Ici : argZ)= +grad
8- Passage de la forme trigonomeétrique a la formdgebrique

C’est trés simple :

partieimaginaire= modulex sinusdel'argumen

partieréelle= modulex cosinugdel'argument L

Z:(2;+Eradj
3

=2x co{+1[radj + 2xsin[+Eradjj
3 3

:2x1+2x£j
2 2
:1+\/§j
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9- Passage de la forme algébrique a la forme trigométrique
9-1- Plan complexe

Le plan complexe désigne un plan dont chaque jsirta représentation graphique d'un
nombre complexe.

Exemple :Z=3+4j

axe des
imaginaires
A

Z=3+4]

' ' —» axe des réels

En abscisse, nous avons la partie réelle.
En ordonnée, nous avons la partie imaginaire.

9-2- Module

axe des
imaginaires

A _
. Z:3+4J

S
QO
N

: : —» axe des réels

O
-4

moduled'un nombrecomplexe= \/(partieréelle)z + (partieimaginair?
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Le module est une grandeur réelle positive (comarierigueur).

Calculons le module du nombreZ:=3+4]

2 =|3+4] =3? +4% =/9+16=1/25=5

Question n°9: Calculer le module du nombre complexe —1 — 2j.
Question n°10: Calculer le module du nombre imaginaire 5j.
Question n°11: Calculer le module du nombre imaginaire —7;.
Question n°12: Calculer le module du nombre réel — 3,93.

9-3- Argument

axe des
imaginaires

A _
s Z=3+4

@
>
N

: : : +—» axe des réels

L’argument d’'un nombre complexe est un angle.
Reprenons le nombre complexg =3+4]j
L'argument du nombre complexes2 note :arg(Z) = arg@+4j)

Dans le cas particulier ou la partie réelle esttsiment positive :

arg(z) — tan™ partie im@inaire
- partie réée

Application numérigue (avec une calculatrice) :

arg3+4j)= arctar&j =~ +5313°

arg3-4j) = arctarE_—:j ~-5313°

N.B. Suivant la marque de la calculatrice, la famttréciproque de la tangente se note :
arctan ou Shift + tan outan™ ouAtn
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Dans le cas particulier ou la partie réelle esttppeset la partie imaginaire nulle (nombre réel
positif), 'argument est nul.

arg(8) =0°

Dans le cas particulier ou la partie réelle estatigg et la partie imaginaire nulle (nombre réel
négatif), 'argument est 180° (auradians)

arg(- 8) = 180°
Dans le cas particulier ou la partie réelle estenet la partie imaginaire positive, I'argument
est + 90° (oug radian)

arg(+2j) = +90°
Dans le cas particulier ou la partie réelle estenet la partie imaginaire négative, I'argument
est —90° (ou—g radians)

arg(-3j) =-90°
Dans le cas particulier ou la partie réelle esttstment négative :

Endegrés

argz) =180+ tan‘l( pa”‘e‘magi”aifej

partieréelle

Enradians

arg(Z) = T+ tan partieimaginaire
— partieréelle

arg-3+4}) =180 + arctarEij ~18(°-5313° = +12687°

arg-3-4)) =180 + arctarE:—gj =180 +5313° = +23313° = —12687°

Question n°13: Calculer 'argument du nombre complexe 2 + 2j.
Question n°14: Calculer 'argument du nombre imaginaire 5j.
Question n°15: Calculer 'argument du nombre imaginaire —7j.
Question n°16: Calculer 'argument du nombre réel — 3,93.
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10- Multiplication de deux nombres complexes avea lforme trigonométrique

Module d’'un produit = produit des modules
Argument d’'un produit = somme des arguments

Soit: Z, =(3;+gj
e
w2}
et
o
(

6,+—radj

=(6;+15°)

Soit:Z = (1; +gradj
Calculons Z*
Z° = (1; +L[radj x (1; +1—Tradj
2 2
:[1>< 1; +Erad+1[radj
2 2
= (1; + mrad)

Remarque :

Z= (1; + I radj
2
=1x co{+]—2Tradj +1x sin[+gradjj

0+]j

j
z% =(1;+mrad)
=1xcod+ Trrad) +1xsin(+ rrrad);
=-1+0j
=-1
On retrouve : j=-
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11- Division de deux nombres complexes

Module d’'un quotient = quotient des modules du mategir et du dénominateur
Argument d’un quotient = argument du numérateurggment du dénominateur

Exemple :
Soit:Z, :(3;+Ej
4

et: Z, :(2;—gj

Exemple :
|5+12j| _ |5+12j| _ B2+ (1272 :E:
13-4j| [3-4j J@2+(-42 5
arg{i:—lfjjj =arg5+12j)-arg(3-4j) = tan‘l(l—szj - tan‘l(_?dfj
=6738°+5313°=+120571°

Cas particulier : Y _1
yA

=3 =2

alors : — 1zl |Z
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Remarque :
Z :(1; +Eradj
2

=1x co{+1[radj +1x sin(+1—Tradjj
2 2

=0+ J

=]

1 :(1; —]—Tradj
Z 2

=1x co{—ﬂradj +1x sin(—Eradjj
2 2

=-1+0j
=-1

On retrouve :—%z |
J

12- Nombre complexe conjugué
Z* désigne le conjugué du nombre complexe Z
Par définition :

Z=X+Y]
ZF=X-Yj

x désigne la partie réelle du nombre complexe Z
y désigne la partie imaginaire du nombre compl&xe

2 — 3j est le conjugué de 2 + 3j.

j est le conjugué de —j.

5 est le conjugué de 5.
Propriétés :

LZ+ZF=2X
Z-Z* =2y

[Z=[z*|=x" +y?

Zxz =z =x* +y?

ard; *) = —arg(z)
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13- Exemples d’application en électricité : les im@g@dances complexes

En électricité, on peut caractériser le comportdrdam dipdle passif linéaire en régime
sinusoidal avec un nombre complexe que I'on appeiepédance complexe ».

Ainsi 'impédance complexe d’'une résistance e8f:= R
(R est la résistance en ohms).
L'impédance complexe d’une bobine est;: = jLw

(L est 'inductance en henry, @tla pulsation du courant en rad/s)

L'impédance complexe d’'un condensateur e8¢ .=i =

jCw Cw
(C est la capacité en farad ueta pulsation du courant en rad/s)

13-1- Exemple n°1 : Circuit RLC série

On associe une résistance, une bobine et un caatéengn série.
L’'impédance complexe de I'association est alors :

V4 :ZR +ZL +ZC = R+j|_w+_i: R+j|_w—i: R+J[Lw—ij
ICw Cw Cw

a. Donner I'expression de la partie réelle de I'imgeécke complexe.Z
Réponse : R
b. La réactance X correspond a la partie imaginarBimipédance complexe.Z

Donner son expression.

Réponse: X= Lw—i
Cw

c. L'impédance de I'association (en ohms) correspamndhodule de I'impédance complexe.
Donner son expression.

Réponse :

module= \/(partieréelle)2 + (partieimaginairg?

1Z :‘Rﬂ'(Lw—ij‘
Cw
2
= \/RZ +(Lw—ij
Cw

d. Le déphasage entre tension et courant est domf@ngament de I'impédance complexe.
Donner son expression.
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Réponse :

arg(z) — tan™ partie imainaire
- partie réde

Lw—i
Cw

=tan”| ——=2
R
13-2- Exemple n°2 : Circuit RL paralléle

On associe une résistance et une bobine en parallel
L’'impédance complexe de I'association est alors :

Z:xZ, _RxjL¢ _ jRL
ZgtZ, R+jlw RtjLw

a. L'impédance de I'association (en ohms) correspandnodule de I'impédance complexe.
Donner son expression.

=| jRLw |= |jRL(q _ RLw
R+jLe R+ [R? 4+ (Le)?

b. Le déphasage entre tension et courant est domf@ngament de 'impédance complexe.
Donner son expression.

Réponse: |Z

] _ _ jRLw | _ 4. Ly T {ij
Réponse : ar =ar =zarg jRLw)-argR + jLw)=+—rad—-tan™| —
p 9@) {Rﬂij o(jRLw)-argR +jL w) > =

14- Exemple d’application en électronique : fonctio de transfert d’'un filtre

En électronique, on peut caractériser le comportédian filtre avec un nombre complexe
gue I'on appelle « fonction de transfert ».

Voici la fonction de transfert d’'un filtre RC pasisas du  ordre :

1

T=—"
~ 1+ RCw

a. L’amplification du filtre correspond au module ldefonction de transfert.
Donner son expression.

Réponse : |T|:| SO P 1 _ 1
- P+ RCe +iRCH T 24 (Rewf 1+ (RCW)
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b. Le déphasage entre la sortie et I'entrée est f@aml’argument de la fonction de transfert.
Donner son expression.

Réponse :

_ _ ~ . ol RCw
ardT)= ar{WOJ =arg(l)-arg{l+ jRCw) =0 arctar(—1 j
= —arcta{RCuw)
15- Réponse aux questions

Question n°1 : Que valent la partie réelle et idipamaginaire du nombre complexe :

52j-257?
Partie réelle : -2,5
Partie imaginaire : +5,2

Question n°2 : Que valent la partie réelle et ii@amaginaire du nombre réal?

m=T1+0j
Partie réelle : T
Partie imaginaire : 0
Question n°3 : Que valent la partie réelle et ldi@anaginaire du nombre imaginaire j ?

j =0+ 1x]
Partie réelle : 0
Partie imaginaire : 1

Question n°4 : Additionner les nombres complexesdget 3 + 4j.

(3-4)+(3+4)=(B+3)+(-4+4)]=6+06]6
La partie imaginaire est nulle : le résultat est a nombre réel « pur ».

Question n°5 : Soustraire les nombres complexedj®t3 + 4.

(3-4)-(B+4)=(B8-3)+(-4-4)j=04+8-8
La partie réelle est nulle : le résultat est un nmbre imaginaire « pur ».

Question n°6 : Multiplier les nombres complexesjkt4 + 2j.
(1~ jp(4 + 2j) = 1x4 + 1x2j— x4 — [x2] = 4 + 2j — 4] - 2f
=4+2j—4j+2 F=-1)
=6-2]

Question n°7 : Multiplier les nombres complexes4 et 3 + 4.
(3 — 4j)(3 + 4j) = K3 + 4] — 4jx3 — 4jx4]
=9+ 12j— 12j — 16]
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=9+ 12j—12j+ 16 G=-1)
=25+0Qj
=25

La partie imaginaire est nulle : le résultat est umombre réel « pur ».

Question n°8 : Multiplier les nombres complexet3 & 4.

(B+4)=3j+47=3j-4 (F=-1)
=—4+3]

Question n°9 : Calculer le module du nombre complek — 2j.
~1-2=(-1f + (-2 =1+2=\5

Question n°10 : Calculer le module du nombre imaigan5.
5] =|0+5]| =v0? +5% =5% =|5=5

Question n°11 : Calculer le module du nombre imaiga7j.

D’apreés la question n°10 :
7l=}-7=7

Question n°12 : Calculer le module du nombre régB3.

-3.93=3,93

Pour un nombre réel, le module correspond a la vaur absolue.

Question n°13 : Calculer I'argument du nombre caxel2 + 2j.
. 2 o
arg2+2j)= arctar&j = +45

Question n°14 : Calculer I'argument du nombre image 5j.
arg(5j) = +90°

Question n°15 : Calculer I'argument du nombre image —7j.
arg(-7j) =-90°

Question n°16 : Calculer I'argument du nombre #€8)93.

arg(-3,93) = 180°
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