6 Tutéprales maltiples

Dans ce chapitre nous allons étendre la notion d’intégrale définie aux intégrales doubles et triples des fonctions de deux et
trois variables. Ces notions sont ensuite exploitées pour calculer des volumes, des aires de surfaces, des masses et des centres

de gravité.

6.1 Intégrale double d’une fonction continue

Dans cette section, nous définissons I'intégrale d'une fonction de deux variables, appelée intégrale double, et nous montrons
comment I'évaluer. Elle nous permettra, entre autres, de calculer I'aire d'un domaine d’intégration, ainsi que le volume d'un

solide limité par les graphes de fonctions de deux variables.

z

Théoréme 15 (de FUBINI) Soit x — ¢ et x — ¥ deux fonc-
tions continues sur [a, b] avec ¢ < ¥ ; notons Q 'ensemble
des points (x,y) € R? tels que a < x < b et p(x) < y < y(x).

Alors
b pyx)
fff(xyy)dxdy=ff f(x,y) dy dx.
Q a Jox)

Si le domaine le permet, on peut permuter les roles de x et
de y : soit y — ¢ et y — v deux fonctions continues sur [c, d]
avec ¢ < ; notons Q 'ensemble des points (x,y) € R? tels
quec<sy<deto(y)<x<y(y).Alors

d ry(y)
ff f(x,y)dxdy=f f f(x,y) dx dy.
Q c Joy)

Quelquefois, en inversant I'ordre de I'intégration sur un do-
maine élémentaire, une intégrale double extrémement diffi-
cile a évaluer devient relativement facile a résoudre.
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Exemple 82 Soit Z = [0;1] x [0;2] ; on veut calculer I'intégrale double

f / xe™ dx dy.
74

Ona
1 p2 1 2 1 XV y=2
ff xexydxdyzf f xexydydxzf x(f exydy)dxzf x| —
17 o Jo 0 0 0 X ly=0
1 21 1 2x x=1 2 1 2 3
=f x(e———)dxzf e —1de= x| =% -1--40=2-2,
0 b ¢ 0 x=0 2 2 2

Exemple 83 On veut calculer le volume du solide qui s’éléve sur le domaine Q du plan Oxy délimité par la droite d’équation
y =2x et la parabole y = x? et couverte par le paraboloide z = x* + y.

Premiére méthode. Le domaine Q peut étre décrit par
Q:{(x,y)e[Riz|Osx52,x25y52x}.

Le volume se calcule alors par

2 p2x 2 31y=2x 2 21)3 213
ff (x2+y2)dxdy=f f (x2+y2)dydx=f x2y+y— dxzf (x2(2x)+ﬂ—x2(x2)—ﬂ dx
Q 0 Jx? 0 3 ly=x2 0 3 3
o\ 3 3 6 5 21|, 35

Deuxiéme méthode. Le domaine Q peut étre décrit par
Q={(x,yerR?|0sy=<4,/y=x=yl2}.

Le volume se calcule alors par

4 pyi2 4743 x=yl2 4 3 /2)3
ff (x2+y2)dxdy:f f (x2+y2)dxdy:f [x—+xy2 dy:f ﬂ+\/?y2—u—(y/2)y2 dy
Q 0o Jyy ol3 x=\¥ o\ 3 3
40,312 3 5/2 712 49y=4
:f (J’_+y5/2_13_y)d :[23/ LA 13y _ 216
o\ 3 24 15 7 96 Jy,— 35
y y:xz y X = \/7
4p-------- / 4p-------- /
(\',¥ : '\/;é :
/ ! / !
N ! o !
2 X 2 X

Remarque 4 (Cas particulier) Si Q est le rectangle Q = { (x, y) € R? | as<x<b,c<y=<d}etsi f estle produit d'une fonction
qui ne dépend que de x et d'une fonction qui ne dépend que de y, i.e. f(x,y) = h(x)g(y), alors

b pd b d
fff(x,y)dde=U h(x)dX)(f g(y)dY)-

Exemple 84 Soit R = [0;1] x [0;2] ; on veut calculer I'intégrale double [[, xy dx dy. Ona

Jlimvaser= [ [Faravas=([xes)( [Fro)-[5

y=1 2 =2 4
2 2°

y=0 y=0

Exemple 85
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Soit Q c R? 'ensemble délimité par les courbes d’équation y
X= %, xy =1 et y = x*. On veut calculer l'intégrale double x=1/2
I/ 1 dx dy. Cette intégrale mesure I'aire de la zone coloriée
et on peut la calculer par plusieurs méthodes. Pour cela, il _2
faut tout d’abord calculer les points d’intersection des 4
xy=1
T X
courbes qui délimitent Q :
xy=1, x=1/2, x=1/2,
) = (x,y)=(1,1); ) — (x,y)=(1/2,1/4); — (x,y)=(1/2,2).
y=x°, y=x°, xy=1,
1. On calcule I'intégrale double [[, f(x,y) dx dy avec f(x,y) = 1 pour tout (x,y) € Q:
> soit par
1/x 1 ) 11 1 1 7
ff f(x,y) dxdy = / f ldyde= | [y]%" dx:f ——x®dx=In()) - = +In@) + — =In(2) - —;
1/2Jx2 12 " 1/2 X 3 24 8

> soit par

1/y 2 /
fff(xy)dxdy f f 1dxdy+ff 1dx dy —f []U‘/;dy+f (x117Y dy
1/4J1/2 1/2 /4

11 y3/2 yl
- —-d +f S sqy=|L Y
f1/4ﬁ > Y 1y 2 =132 72 1/4

2 7
+ [ln(y)—g]l =In@ -

2. On calcul I'aire comme au lycée :

1

X 11
- x% dx = [In(x)]} _[7] =ln() +In@2)- -+ — =InR) - —.
fl/z . 12 Y213 i 3 24 24

7

Proposition 4 (Changement de variables) Soient ¢: R*> — R et 17: R?> — R deux bijections de classe €. Considérons la fonc-
tion de changement de variables

F: R? - R?
(1,0) = (x = (1,0, y = v(w, )

Soit f(x, y) une fonction continue sur un domaine D fermé et borné, alors

ffo(x,y)dxdy=fo(<p(u,v),w(u,v))-l]l du dv,

ol J=0,(¢p)-0,(w)—0,(p)-0,(y), appelé jacobien, est le déterminant de la matrice 0uw) 90w

appelée jacobienne de
la fonction F.

¢ Cas des coordonnées polaires
Le changement de variables en coordonnées polaires est donné par I'application

(r,9)— (x=a+rcos®),y=Db+rsin(9))

ol (r,9) € R* x [0;27] sont les coordonnées du point (x, y) € R*\ {(a, b) }.
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L

Cette application a jacobien

—rsin(9)

_ 0rx 0gx\ _ cos(9)
]—det( ) ( rcos(d)

6ry aﬁy B sin(d)

donc

ff f(x,y)dxdysz fla+rcos(9),b+rsin(9))-r dr dI.
D D

) =rcos?(9) +rsin>(@) =r

Exemple 86 On veut intégrer la fonction f(x,y) = ———— , y=V3x
1+ x2+y? /.
sur 'ensemble P A
/// / A x2+y2:4
Q:{(x,y)e[RZ)0<y<\/§xct1<x2+y2<4}. ’/ /'/ */w\_\ L
v
: .'\ 45— - y=0
. P . i ]
Si on passe en coordonnées polaires on a 3 \‘,i/ /,362_”/2:1
\ /ST /
i T \\ ,I //
Q:{(z~,f})eu;e+x[o;2n1)0<ﬁ<§et1<r<2}. Vel oot
, --
7

On doit alors calculer

In(1+r?)

> 7ln(5/2)

1 a3 2 /3 2, o
f ,I‘dl’df)=f f ——drdd= f do / s dl‘)zj
al+r? 0 1 1+7r2 0 1 1+7r2 3

2 1

6.2 Intégrale triple

¢ Principe

f étant continue sur un domaine fermé et borné D de R3, I'intégrale triple

ff fx,y,2)dxdydz
D

se définit de facon analogue aux intégrales doubles et se calcule par intégrations successives.

6

Proposition 5 (Changement de variables) Le théoréme est analogue au cas précédent : soit f(x, y, z) une fonction continue

sur le domaine D fermé et borné, soit ¢, ¥ et ¢ trois bijections de D de classe €
(v, w)— (x=pWw,v,w),y=yu,vw),z=Eu,vw))

alors

ff f(x,y,Z)dxdde=fff flow,v,w),y(u,v,w),l(u,v,w))-|J| du dv dw,
D D
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ol
J=0y@-0py-0w§—0y@ 0wy -0y6+0y@-0uwW-0u¢—0p@ -0y -0y +0wP -0y -0y — 0@ 0y 04¢,
Oup 0Oy Ouy

ouy 0wy 0wy
0ul 0,8 0wl

appelé jacobien, est le déterminant de la matrice

Cas des coordonnées cylindriques
Un changement de variables en coordonnées cylindriques est donné par I'application

(r,0,2) — (x=a+rcos(),y=b+rsin(?),z = z)
ot (1,9, 2) € R} x [0;27[xR sont les coordonnées du point (x, y, z) € R3\{(0,0,z)}. Cette application a jacobien J = r donc

ff f(x,y,z)dxdydz=fff fla+rcos(9),b+rsin(9),z) - rdr dI dz.
D D

De la méme maniere on peut obtenir

ff f(x,y,z)dxdydzszf fla+rcos(9),y,b+rsin(9))-rdrdyd),
D D

ff f(x,y,z)dxdydzszf f(x,a+rcos(@),b+rsin(9))-r dx dr dI.
D D

¢ Cas des coordonnées sphériques
Le changement de variables en coordonnées sphériques est donné par I'application

(r,,9) — (x=a+rcos(p)cos(d), y = b+ rcos(p)sin(), z = c + rsin(p))

oit (r,9,¢) € R} x [0;27[x[~7F; 7 [ sont les coordonnées du point (x, y,2) € R3\{(0,0,0)}. Cette application a jacobien J =
r2 cos(¢) donc

/f f,y,2)dxdydz= fff fla+rcos(p)cos(9), b+ rcos(p)sin(9), c + rsin(ep)) - 1% cos(¢) dr dO de.
D D

6.3 Applications
Définition 34 (Aire) L'intégrale double ([, 1 dx dy mesure I'aire de A.

Exemple 87 (Aire d'un disque) Calculons 'aire d'un disque Dy de rayon R > 0 : on se place dans un systeme de coordonnées
centré sur le centre du disque, qui a donc pour équation x? + y*> < R?. Alors

Dr={(x,y)eR*|x*+y* < R*} ={(,9) e R} x [0;27[ | r < R*}

21 fR 2m [ 42
ff ldxdy:f f rdrdf):f [—
Dpg 0 0 0 2

Remarquons que dans ce cas on aurait pu utiliser directement ce qu’on a appris au premier semestre : si nous ne conservons
que les valeurs positives de y, on obtiendra un demi-disque, ensemble des points :

{(x,y)eRz‘fRstRetOSys\/szxz}.

et

R 2 pom )
dﬂ:—f 1d9=nR>.

0 2 Jo

C’est la surface sous la courbe de la fonction x — f(x) = vV R?2 — x2 dans l'intervalle [—R; R]. Comme c’est une fonction po-
sitive, 'aire correspondante égale I'intégrale ffR V' R? — x% dx. Pour calculer celle-ci, effectuons le changement de variable
X = Rcos(t). On souhaite que x varie dans I'intervalle [-R; R], on prend donc ¢ variant dans I'intervalle [0; 7] par exemple. La,
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la fonction ¢(t) = R cos(#) est continiment dérivable sur [0;7]. De plus vV R? — x2 = Rsin(¢) car le sinus est positif ou nul sur
[0;]. On a dong, en effectuant ce changement de variable

R
f VR?—x%dx
_R x = Rcos(1)
g . dx = —Rsin(¢) dt
:f V RZ - R%cos' t)(=Rsin(f) dt «—
0

VA
:—sz sin? t dr
0 =2
cos(2t)=1-2sin“t
T1-cos(2t
:—sz LIPS
0 2

2| L " 2
=—R°|-—-sin(2t)| =—-R"—
2 0 2

C’est 'aire d'un demi-disque, donc I'aire du disque entier est TR2.
Définition 35 (Volume) Lintégrale triple [[[, 1 dx dy dz mesure le volume de V.

Exemple 88 (Volume d'une sphere) Calculons le volume d'une boule Bg de rayon R >0:

n/2 p2n pR /2 2 R /2 r3
fff ldxdydz= f [ f rzcos((p)drdﬁd(p: (f cos(¢p) d(p) (f ldﬁ) (f r? dr) = [sin(tp)] [19]3” [—
Br w/2Jo  Jo -n/2 0 0 —-n/2 3

Remarquons que dans ce cas on aurait pu utiliser directement ce qu’on a appris pour les intégrales double : le volume d’'une
boule de rayon R (sans restreindre la généralité nous la supposerons centrée a I'origine) est le double du volume contenu
entre le plan z = 0 et 'hémisphere nord de la sphere de rayon R centrée en (0,0,0). En résolvant I'équation de cette sphere
x? + y? + z% = R? pour z, nous pouvons décrire son hémisphére nord comme le graphe de la fonction f(x, y) = \/R? — x2 — y?2
dont le domaine est le disque Dy de rayon R, intersection de la boule avec le plan z = 0. Ce disque est un domaine limité par
les graphes des fonctions ¢(x) = —V R? — x? et w(x) = V R? — x? sur I'intervalle [- R, R]. Le volume de la boule est donc

R R3
=4m—.
0 3

RZ,x :\/ﬂ
ff(xy)dydx ff R? — x2 - yzdydx f y+(R2—x)arctanL]y o
RZ—x2)yevie=
3 1X=R
4
:f TR - du= |RPx—- 2 = “nRS.
_R2 3 ly=——r 3

Définition 36 (Masse) Si f(x, y) est la densité au point (x, ), I'intégrale double [, f(x,y) dx dy est la masse de la partie A.
De maniere analogue, si f(x,y,z) est la densité au point (x, y, z), l'intégrale triple [[f v f(x,5,2) dx dy dz est la masse de la
partie A.

Exemple 89 Si une charge électrique est répartie sur une région A et sila densité de charge (en unités par unités carrées) est
donnée par o (x, y) en un point (x, y) de A, alors la charge totale Q est donnée par

ff o(x,y) dx dy.
A

Par exemple, supposons qu'une charge est distribuée sur le y
domaine A de la figure ci-contre de telle sorte que la densité

de charge en (x, y) est o (x, y) = xy, mesurée en coulombs par 1 y=1
metre carré (Cm™2). Alors la charge totale est

Q= ffa(xy)dxdy fflx

_1 _ 3 _1
_2fo x(1-(1-x?) dx= f )dx_2

La charge totale est donc de ﬁC.

y= 1-x [N
2 1,]' 5
s ] — 1 X
0

24"

37 T, T
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Définition 37 (Centre de gravité) Si f(x, y) estla densité au point (x, y), le centre de gravité de la partie A se trouve en (xg, yg)

ainsi définis

oo daxfdedy - flyyfey) dedy

[afxy)dedy” Jafx,y) dxdy
Physiquement cela signifie que la plaque A se comporte comme si toute sa masse était concentrée en son centre d’inertie.
Par exemple, elle est en équilibre horizontal lorsqu’elle repose sur son centre d’inertie.
De maniere analogue, si f(x, y, z) est la densité au point (x, y, z), le centre de gravité de la partie A se trouve en (xg, ¥, 2G)
ainsi définis
M 4xf(x,y,2) dxdy dz y M4y f(x,y,2) dxdy dz ; [ azf(x,y,2) dxdy dz
ey dedydz’ T [fifenadedydz 0T [y f(xy 2 dedyde

Exemple 90 On veut déterminer la masse et le centre d’inertie d'une fine plaque de métal triangulaire dont les sommets sont
en (0,0), (1,0) et (0,2), sachant que la fonction densité est f(x,y) =1+3x+ y.

Le triangle est représenté dans la figure ci-contre (I'équa- y
tion de la frontiere supérieure est y = 2 —2x). La masse de
la plaque de métal est 2
1 p2-2x 23
m:fff(x,y)dxdy:f f (1+3x+y)dydx \
A 0 Jo vJ\
1 2 1y=2-2x 1 5942 ©
2-2x -
:f y+3xy+y—} dx:f 2—2x+3x(2—2x)+¥ dx N
0 2 y=0 0 2
1 311 g N
:4/ (1-x*)dx=4 x—x— =—. 1 X
0 3]0 3

Le moment de la plaque de métal entiére par rapport a I'axe Ox est

1 p2-2x 1 xy? y=2-2x 1 2 At
ff xf(x,y)dxdy:f f x(l+3x+y)dydx:f xy+3x2y+—] dx:4f (x—x%) dx=4 ———] =1
A 0 Jo 0 y=0 0 2 4]
etle moment de la plaque de métal entiere par rapport al’axe Oy est
1 p2-2x 1 yz yz 3 1y=2-2x 2 1
ff yf(x,y)dxdy:ff y(1+3x+y)dydx:f —+3x—+ = dx:7f (7 -9x —3x% +5x°) dx
A 0 Jo o2 2 y=0 3Jo
2 9 5,1 11
=S| 7x—x -3+ 54 = =
2 47 o

1

3)-68.
3

Les coordonnées du centre d’inertie sont donc (

wico|—

6.4 Quelques intégrales remarquables
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VVVVVDVAIDVDIDIDVDVDDVD Exercices DRIV DIDND

Intégrales doubles, coordonnées cartésiennes

Exercice 6.1 Soit 2 la région comprise entre le graphe de la fonction d’équation y = sin(x) et le graphe de la fonction y =
cos(x) pour x entre 0 et . Décrire le domaine d’intégration 2 en coordonnées cartésiennes et calculer l'intégrale [f,, (y +
1) dx dy.

Correction. 9 = { (x,y) € R? | 0<x< %,sin(x) sy< cos(x)}

w/4 pcos(x) /4 yg cos(x)
ff(y+1)dxdy=f f (y+1)dydx=f [—+y dx
2 0 Jsin) 0 2 sin(x) y
/4 200 i )
:f” (—COS (x) —sin (x) + cos(x) —sin(x)) dx sin(x)
0 2 cos(x)
/4 2
:f (COS( %) +cos(x) —sin(x)) dx n X
0 2 4
: 2 /4 3
= [sm( %) +sin(x) + cos(x) =Vv2-Z.
0 4
y
Exercice 6.2 Calculer
dx d
ff@ yerdy 2
1
ol l'ensemble d’intégration est es-
quissé dans la figure ci-contre.
-3 -2 -1 1 2 3 4 x

Correction.

9:{(x,y)€R2|—3Sx5—2,—2x—45y52}u{(x,y)E[R2|—25x51,05y52}u{(x,y)€R2

2 2
l=sx=<4,-x--=<y=<2
3 3

ou encore, ce qui est plus simple,

1 3
@:{(x,y)ele Osysz,—iy—25x55y+1},
donc
2 riy+l 2 x=3y+1 2 34
ff ydydx:ff ydxdy:f [yx L dy:f y2y+3)dy=—.
2 0 J-1y-2 0 x=—3y-2 0 3

Exercice 6.3 Calculer

[ y

N el -2 -1 1 *
ol 'ensemble d’intégration est colo-
rié dans la figure ci-contre. -1
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Correction.
2={(x,y)eR?|-1=x<00=sy<x+1}u{(x,y)eR*|0=sx=<1,x-1<y=<0}
donc
0 px+l 1 0
ff ydydx:f f xydydx+f f xydydx=
P -1Jo 0 Jx-1
0 2 +1 1 2 0
L e [ a
-1 210 0 2 Ix-1
110 4 2 1ty 2
=—f X+2x“+xdx—= | x°-2x"+xdx
2J-1 2Jo
Irxt 2x3 x%0 17x* 2x3 #%n 1
SRS IR S
204 3 21-1 214 3 210 12
Exercice 6.4 (La baleine) Calculer 'intégrale double y

y=|x+1|
XZW\

ff x%y dx dy. :
? y=—x-2g D J

y=-1

Correction. Lensemble d'intégration peut étre décrit comme la réunion des trois domaines disjoints suivants :

2 ={(x,yeR*|-2=sx<-1, ~x-2sy<-x-1},
Dy ={(x,y)eR*|-1=x<0, -1<sy<x+1},
@3={(x,y)€[R2|x20, x2+y251}

:{(x,y)ele‘Osxsl,—\/l—xzsySM}

:{(x,y)E[R2

0<sy<1,0<sx< 1—y2}

={(r,0)€R+x[—n;n[‘0<rsl,—gsﬁsg}.

Par définition on a

ffxzydxdy:ff xzydxdy+ff x2ydxdy+ff x%y dx dy.
D D Dy D3

Calculons chaque intégrale :
> [fg, x?ydxdy:

-1 p—x-1 -1 2 y=—x-1 -1 —x—1)2 —x—2)2
[[ #vacay=[ [ " eyayae= | 2% ar= | XZ(( Xl e ))dx
72 -2 J-x-2 -2 2 |y=—x-2 -2 2 2
-1 3 4 3 7x=-1
:—f BroxPde=— x—+— :1
2 2 4 e 4
> ffg, Xy dxdy:
0 px+l 0 2 1y=x+1 0 +12 (=12
|| #yacay=[ [ " yayae=[ y_] as= [ xz((x - ))dx
Dy -1J-1 -1 2 ]y=1 -1 2 2
0 170 x5 41%=0
=—f .7(/'4+2.)C3 == x— x— :—i
-1 215 2]y 20
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> [ P4 x%y dx dy = 0 car le domaine est symétrique par rapport a U'axe des abscisses et la fonction a intégrer est impaire par
rapportay. Si on n'a pas remarqué la symétrie, il suffit d’utiliser les coordonnées polaires :

_cos (1‘)) 2

1 prl/2 1 /2 5 1
ff x%y dx dy =[ f (r4 cos?(9) sin(9)) d9 dr = (f rt dr) (f cos?(9) sin(9) dﬁ) = [—
P3 0 J-m/2 0 —n/2 5

0

—n/2

En conclusion,

1
[fxydx y————+0—ﬁ

Exercice 6.5 Calculer I'intégrale double

2., .2 _
ff xyzdxdy. (x+D+y° =1
2

Correction. Il s'agit de la réunion des quatre domaines :

y
={(x,y|x=-1, (x+1)2+y251},
P, ={(x,y)|-1=x<0, x<y=<-x}, P2, D, Dy Dy
2;={(x,y)|0sx=<1, —x<y=sx}, 2 1 1 5 X
2s={(x,y) |x20, (x-1D*+)*=<1}.

Par définition on a

[[ xyzdxdy:ff xyzdxdy+ff xyzdxdy+ff xyzdxdy+ff xy? dx dy.
2 N Dy D3 Dy

Calculons chaque intégrale :

37/2 37/2 1 ;3 9=3n/2 [ 5, r=1
ff xyzdxdyz f r cos(9) sin®(9) dr d9 = (f cos(9) sin®(9) da‘)) (f r4 dr) - |3 @) —] :—3
w2 0 3 l9=mi2 L5 1r=0 15
- 3 3 2 0 2 51x=0 2
[ orwo [ ETIC o I
_ . 3 3J 315/, 15
y=x 3 3 5qx=1
[ ws=[ [ T e
7 —x y=—x 3 3150 15
/2 /2 9 J=m/2 5q7r=1 2
ff xy dxdy = f f r* cos(9) sin?(9) dr d9 = (f cos(9) sin®(9) d{)) (f rt dr) = [sm @0) _] - =
m/2J0 —m/2 0 ——7/2 5 r=0 15

En conclusion,

ff xy?dxdy=0.
2

Ce résultat était prévisible car le domaine est symétrique par rapport a l'axe des ordonnées et la fonction a intégrer est impaire
par rapporta x.

Exercice 6.6 (Distance moyenne parcourue a pied pour rejoindre une porte d’embarquement) Dans les aéroports, les portes
d’embarquements dans un terminal sont souvent alignées. Si on arrive a une porte d’embarquement et on doit rejoindre une
autre porte d’embarquement pour une correspondance, quelle proportion de la longueur du terminal doit-on parcourir en
moyenne 2 Un maniére de modéliser cette situation est de choisir au hasard deux nombres x € [0;1], y € [0;1] et de calculer la
valeur moyenne de |x -y, i.e. fol fol |x — y| dx dy. Calculer cette intégrale.
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Correction.
1 pl 1 px 1 pl 1 ¥ y=x Lry2 y=1
f f Ix—yldxdy:f f (x—y)dydx+f f(y—x)dydxzf xy——] dx+f ——xy dx
0 Jo 0 Jo 0 Jx 0 2 ]y=0 o l2 y=x
142 1 2 1 1 2 31x=1
:f (x_) dx+f (l—x-i-x—)dx:f (l—x+x2)dx: S =-.
0o \2 0 \2 2 0 \2 27 2 340 3

Exercice 6.7 Calculer l'intégrale double ([}, f(x,y) dxdy ou D = {(x,y) € R, 0<x<1,0<y<1 l<sx’+y’let flx,y) =
X

1+x2+y%"

Correction. La partie D deR? est l'intersection du carré [0;1] x [0; 1] et de U'extérieur du cercle de centre (0,0) et de rayon 1. La
fonction f est continue sur D.

Alaide du théoréme de Fubini (et du dessin pour ne pas se tromper sur les bornes) on peut écrire

1l 1y pl 2
I:ff —F 2dxdysz S - dydx:f ff — 9 dyde
pl+x2+y o JVicZ 1+x2+y2 0 2JVi=Z 1+ x2+ 2

1y gl 1y , 1 2
=f0 E[ln(1+x +y)]@dx=f0 E[ln(2+x)—ln(2)]dx:f0

1+x_) dx

X
—In
2 2

In

N W
|
N

W

1
12 1 1
=§f0 ln(1+u)du=5[(1+u)ln(1+u)—u]§:
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Calcul d’aires et centres de gravité, coordonnées cartésiennes

Exercice 6.8 (Population de lapins) Une forét est a coté d’'une v [km]
route (voir la figure ci-contre). La densité de la population

de lapins qui vivent dans la forét est proportionnelle a la dis- 5
tance de la route. Plus précisément, elle vaut 0 au niveau de la

route et vaut 10 lapins par kilometre carré au coté opposé de

la forét. Estimer la population totale de lapins dans la forét.

Route

Forét

Correction.

> La forét (domaine d’intégration) s'écrit

5
65x58,§x—155y55}

5
—25xso,—§x5y55}u{(x,y)eRZ|05x56,05y55}u{(x,y)eR2

{(x,y) eR?

ou encore, ce qui est plus simple,
2 2
05y55,—gysxs 3(15+y)}

{(x,y)eRZ

> La densité est une fonction affine de la seule variable y (comme la route est horizontale, la distance ne dépend que de la
coordonnées y),i.e. 6(y) = my + q avec m et q a déterminer. On sait que 6(5) =0 et 6(0) = 10 donc d(y) =2(5-y).

> La population totale de lapins qui vivent dans la forét est

5 r2(15+y) 5 £(15+y) 5 2 4[5 550
ff 5(y)dde=2f (5—y>f 1dxdy=2f (5—y)g(15+2y)dy:—f 75-5y-2y* dy= 2.
0o J- 0 0 0

sy -2y 5
y
N
Soit 2 la plaque homogeéne représentée dans la figure. Sans
faire de calculs d’intégrales, en déduire les valeurs de 3 I
Exercice 6.9 ) |
ff 1dxdy, ff xdxdy, ff ydxdy.
P 2 7 1
0

Correction. Laire mesure7 et le centre de gravité a coordonnées (5/2,5/2) donc

ff ldxdy =7, ff xdxdy=35/2, ff ydxdy=35/2.
2 2 2

Exercice 6.10 Soit 2 la plaque homogene représentée dans ¢
la figure. Sans faire de calculs d’'intégrales, en déduire les va- 5
leurs de 4 L vl
3
2
1
0

ff 1dxdy, ff xdxdy, ff ydxdy. 01 2 3 4 5 6F
2 2 2

Correction. Laire mesure9 + 1 et le centre de gravité a coordonnées (7/2,7/2) donc

ff 1ldxdy=9+m, ff xdxdy=09+m)7/2, ff ydxdy=0+m)7/2.
2 2 2

Exercice 6.11 Calculer I'aire de la région coloriée en figure
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N e

LN
[
=

+

w

\'z“ 6

eSS

Correction. Soit2 le domaine. Pour calculer 'aire on peut soit utiliser un simple calcul gé¢ométrique soit se rappeler que l'aire
est donnée par l'intégrale double
f f 1dxdy.
2

H T 3 /’;y/':x+3
B> w
36-414-2-6220 Ry 1 T2
~
6\ y=x+2 . _l\%,x,é

Pour ce calcul on décompose la région en deux parties et on obtient

~1 px+2 3 pix+3
ff ldxdy:f f 1dydx+[ f 1dydx
2 -3 J-1x-2 -1J-1x-2
-1

1 31 3 1 14 355 7
= X+2+-x+2dx+ —X+—+—-x+2dx= —x+4dx+ —x+—dx=20.
-3 3 12 2 3 3 3 16 2

Exercice 6.12 Calculer I'aire de la région coloriée en figure.

y=—x+
2y = —x 3

Correction. Soit2 le domaine. Pour calculer l'aire on peut soit utiliser un simple calcul gé¢ométrique soit se rappeler que Uaire
est donnée par l'intégrale double
f f 1dxdy.
2
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2y:fx>3 3
4
A 2
1
2
36+-4—-4-2-6=20 3 b 2 3
—
2
6 ] y=—x+2
3)*:)6—)“./ 3

Pour la calculer on décompose la région en deux parties et on obtient

1 p—1x+d 3 p-x+2
ff ldxdyzf f ldydx+[ f 1dydx
2 -3J1x-2 1 J1lx—2
1 1 3

3 1 1 L5 7 3 4
=] —-=x+-—--x+2dx+| -x+2--x+2dx=| —-=-x+-dx+ | —--x+4dx=20.
3 2 2 3 1 3 3 6 2 1 3

Exercice 6.13 Calculer I'aire de la région coloriée en figure.

/%)/':x+6

Q;Q: —x—3
P=-x-2

Correction. Soit2 le domaine. Pour calculer 'aire on peut soit utiliser un simple calcul géométrique soit se rappeler que l'aire
est donnée par l'intégrale double
f f 1dxdy.
2

=
I =
36-4+4-2-6=20 i>k<://

4

3y =x+6

Pour la calculer on décompose la région en deux parties et on obtient

-1 plix+2 3 prx+2
ff ldxdyzf f ldydx+f f 1dydx
2 -3 J-x-2 -1J-1x-3
_11

31 1 3 14 35 7
= —X+2+x+2dx+ —X+2+—-x+-dx= —x+4dx+ —x+—dx=20.
-3 3 13 2 2 -3 3 16 2

Exercice 6.14 Calculer I'aire de la région coloriée en figure.
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3y = f)ﬂ\é\

2y:x—ﬁ/

),
y=x—2

Correction. Soit2 le domaine. Pour calculer 'aire on peut soit utiliser un simple calcul gé¢ométrique soit se rappeler que l'aire

est donnée par l'intégrale double

ff 1dxdy.
2

\ 6 ’ '

361-4-4-2-6=20

3\: = —X\‘\R

4

2y=x—3

Pour la calculer on décompose la région en deux parties et on obtient

-1 p-1x+2 3 p-ix+2
ff ldxdy:[ 1dydx+f f 1dydx
P -3 Jix-3 -1Jx-2
-1

2

X
1 1 3 31 1 3 -1
= —=xX4+2—--x+-dx+ | —--x+2--x+-dx=
-3 3 2 2

3 277 2 4

Exercice 6.15 Calculer I'aire de la région coloriée en figure.

N

-3

v

5
——x+-dx+
6 2

[

4
—§x+4dx:20.

Correction. Soit2 le domaine. Pour calculer 'aire on peut soit utiliser un simple calcul gé¢ométrique soit se rappeler que l'aire

est donnée par l'intégrale double

ff 1dxdy.
7
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48-8-8+1-6=25

8

Pour la calculer on décompose la région en deux parties et on obtient

-1 p-ix+2 3 p-ix+2
ff 1dxdy:f f 1dydx+f f 1dydx
2 -3 Jx-2 -1J4x-3
-1

1
2
3

1 1 1 3 “log 3 5 7
= ——x+2-x+2dx+ | —=-x+2--x+-dx= ——x+4dx+ | —=x+-dx=25.
3 3 -1 3 2 2 3 3 -1 6 2
y
1 e
Calculer les coordonnées du centre de gravité de la plaque supposée homogeéne
Exercice6.16 1 X dessinée ci-contre (vous pouvez éviter le calcul d’'intégrales, mais justifiez votre
raisonnement).

Correction. Pour calculer les coordonnées (xg, yg) du centre de gravité on doit calculer d'abord les trois intégrales doubles

suivantes :
0 p-x 1 px 0 1
f[ ldydx:f f dydx+f dydx:f 2dx+[ 2dx =4,
2 -1J-x-2 0 Jx-2 -1 0
0 p—x 1 px 0 1
ff xdydx:f f xdydx+[ f xdydxzf 2xdx+f 2xdx=0,
2 -1J-x-2 0 Jx-2 -1 0

0 p-x 1 px 1 0 1 1
ff ydydx:f f ydydx+f f ydydx:—f (—4x—4)dx+—/ (4x—-4)dx
2] -1J-x—2 0 Jx—2 2Ja 2Jo

0 1
:—2[ (x+1)dx+2f (x-1)dx=-2
0

-1

et on en déduit que

_ ff@xdydx:0 _ ff@ydydx: 1
[[y1dydx Y [[y1dydx 2

XG

En fait, aucune intégrale n'est nécessaire car

> la premiere intégrale correspond a l'aire de la figure qu'on peut calculer géométriquement,
> la deuxieme intégrale est forcément nulle car le centre de gravité appartient a l'axe des y par symétrie

donc xg =0, {
> la troisieme intégrale n'est pas nécessaire car pour calculer yg. Il suffit en effet de découper la plaque
comme dans la figure ci-contre : la plaque supérieure a centre de gravité en (0,0), la plaque inférieure I It
a centre de gravité en (—1,0) et les deux plaques ont la méme aire donc la plaque totale a centre de
gravité en (0,—0,5) (ce raisonnement permet en effet de calculer directement x¢ et yg) : N

Aire supérieure Aire inférieure

1 1 1
= . + L O-+(-D-=--
YG szuperleure Aire totale mefeneure Aire totale 2 ( ) 2 2
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Exercice 6.17 Calculer les coordonnées du centre de gravité G de la plaque supposée homogene dessinée ci-dessous (éviter
le calcul d’intégrales lorsqu'’il est possible, mais justifier le raisonnement) :

Correction. Pour calculer les coordonnées (xg, yg) du centre de gravité on doit calculer d'abord les trois intégrales doubles
suivantes :

0 p-x 1 px 0 1
ff ldydxzf f dydx+[ f dydxzf (—x+1)dx+f (x+1)dx=3,
P -1J-1 0 J-1 -1 0
0 p—x 1 px 0 1
ff xdydx:f f xdydx+f f xdydx:f (—x2+x)dx+f (x*+x)dx=0,
2 -1J-1 0 J-1 -1 0

0 p—x 1 px 1 0 1 1 1 1 1 xS
ff ydydxzf f ydydx+f f ydydxz—f (xz—l)dx+—f (xz—l)dxz—f (xz—l)dx:—[——x
P -1J-1 0 J-1 2J4 2Jo 2J 213

et on en déduit que

1

-1

B ff@xdydx_o _flgydydx 2

~ [fpldydx yG_ffgldydx_ 9’

En fait, aucune des trois intégrales est nécessaire car

XG

> la premiere intégrale correspond a l'aire de la figure qu'on peut calculer géométriquement,

> la deuxieme intégrale est forcément nulle car le centre de gravité appartient a l'axe des y par symétrie donc xg =0,

> la troisieme intégrale n'est pas nécessaire car pour calculer yg. 1l suffit en effet de découper la plaque en deux (la plaque
supérieur correspond aux points d’'ordonnée positive, la plaque inférieure aux points d’'ordonnée négative). La plaque
supérieure a aire 1 et centre de gravité en (0,1/3), la plaque inférieure a aire 2 centre de gravité en (0,—1/2), donc la
plaque totale a aire 3 et centre de gravité en (0,—2/9) car

Aire supérieure Aireinférieure 11 12 1

= y +v6, . — = =
Y6 = YGauperieure Aire totale Y Gingerieure Aire totale 33 23 2

Exercice 6.18 (Aire d'une chataigne) Calculer I'aire de

2={ xyeR? | y<o0, x*<y'y+a }.

Correction.

0 ry2/y+4 0 12\ /754 0 2\/_
Aire:[[ldxd =[ f ldxd =f [x] d :f 2 +4d
2 Y —aJ-y2 /y+a v N A Y -4 yvy Y

5 3 2 912

2 2 t7
:4[ 2 (1% — 4)? dt:4f P -8t +164% dt:4[——8—+16— ==,
0 0 7 5 3 ]p 105
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Exercice 6.19 (Aire d'un cceur) On se propose de calculer I'aire de 'ensemble 2 = { (x, y) € R? | 2x* = 2|x|(y + 1) + (y + 1)* =1 < 0}.

y
1. Déterminer tout d’abord les deux fonctions y = ¢(x) et y = ¢ (x) telles que y=w(x)
2={(x,y)eR*|-1<sx=letpx)<y=<yx)}. /
2. Par le changement de variable x = sin(#), montrer qu'une primitive de la _3 1 x

fonction V'1 — x2 sur [0;1] est

/mdx: x\/1—x2+arcsin(x)‘ \
y=9pX)

2

3. En utilisant la symétrie de la figure, calculer I'aire de 'ensemble 2. /

Correction.

1. Pour trouver les équations des deux fonctions y = @(x) et y = w(x) on remarque que

F+D2-2lx|(y+D+Rx*-1)=0 = (y+1) =[x+ V[x2—2x2-1) & y=—1+|x|+V1-x2

doncp(x) =-1+|x|-V1-x%2 etw(x)=—-1+|x|+V1-x2

2. On calcule une primitive de la fonction V1 — x2 sur [0; 1] par le changement de variable x = sin(t) :

f\/l—xzdxzf\/l—sinz(t)cos(t) dtzfcosz(t) dt=sin(t)cos(t)+fsin2(t) dr
=sin(t)cos(t)+f1dt—fcosz(t) dt:sin(t)cos(t)+t—fcosz(t) dt=xv1—x2+arcsin(x)—f\/1—x2dx

donc

/ mdy _ xV1—x2 + arcsin(x) .
2

3. En utilisant la symétrie de la figure par rapport a la droite d’équation x = 0, on trouve
1 ry(x) 1
Aire(@)zf[ldxdysz f 1dxdy=2f w(x) —@(x)dy
2 0 0

@(x)
1 xV'1—x2 +arcsin(x
=4f V1-x2dy=4 (x)
0

1
> =2arcsin(1l) = .

0
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Intégrales doubles, coordonnées polaires

Exercice 6.20 Calculer I'intégrale double Y
y=x
D
ff (x* +y) dx dy. x
D
x? =+ 2=
y=—X
P4y =4

Correction. La région D s'écrit en coordonnées cartésiennes

1
D:{(x,y)e[R{2 —\/Esxs——et—xsysv4—x2}
V2
1 1
U{(x,y)ele ——sts—zetv1—x25y<v4—x2}
1
U{(x,y)e[}'&z —zsxsx/ietxsys 4—x2}

donc
v Va-x2 5 Vet V2 pvVa—xZ
ff(x2+y)dxdy=f f (x2+y)dydx+f f (x2+y)dydx+f f (x? + y) dy dx.
D -2 J-x —% V1-x2 % x

Cest un peu compliqué. .. Si on décrit la région D en coordonnées polaires centrées en (0;0) on obtient
T 3n

D={(r,1‘))‘15r52,—5195_}

4 4

donc
o2
ff (x2+y)dxdy:f [ (rzcosz(f))+rsin(19))rdrdz9:f
D z N

By 2 3 2
=f f 3 cos?(9) dr d9 +f f r?sin(9) dr d9 = (f cos?(9) df)) X (f r3dr
z N LA z 1

4

31
1

2
f (r3 cos?(9) + résin(9)) dr &
1

3z 2
+(f4 sin(ﬁ)dt‘))X(f rzdr)
z 1

4

w RS

3n 2 3n 2
=(f4 —”C‘;S(Zﬂ) dﬁ)x(f r3dr)+(f4 sin(ﬁ)dﬁ)x(f rzdr)
z 1 z 1

4 4
2 3
3n r T 1 15 7 15 15 7
+[—cos(®)] 7 x —] =(———)x—+\/§><—=—n——+— 2.
1 T 703, 4 2) 4 316 8 3

20 +sin(29) ] T [ rt
20+sin@9) |+ 17
4 P

1
1+ (x—2)2+ (y+1)2

Exercice 6.21 Soit 2 = { (x,y) € R? | x> —4x+ y* + 2y +3 < 0}. Calculer ff dx dy.
2

Correction. Remarquons que 'équation x> — 4x + y* + 2y + 3 = 0 définit un cercle de centre (2,—1) et rayon v/2. On passe alors
aux coordonnées polaires :

X =2+ rcos(d),
y=-14+rsin(9),
dxdy=rdrdo,

et on obtient

1 o V2 g V2 o NG
= = = l 1 2 = 1 .
ff@1+(x—2)2+(y+1)2dXdy fo fo T dr d9 th(; T2 dr =n[In(1+79)], " =7In(3)
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Exercice 6.22 Trouver les erreurs :
1. s0it? ={(x,y) €R* | x* + y* <4}, alors

2w 2 2n 2 16
ff(xZerz)dxdy:f [rzdrdﬁz(f 1dz‘))><(f r dr)
7 o Jo 0 0 3

2. soit 2 la région délimitée par la droite d’équation x = 1, la droite d’équation y = 0 et la droite d’équation y = x; alors,
si on passe aux coordonnées polaires, on a

n/4 pl
ff xdxdy:f f r2 cos(9) dr do.
7 0 0

1. Quand on passe aux coordonnées polaires on a x = r cos(9), y = rsin(9) et dx dy = r dr d9 donc

2n p2 2n 2
ff(x2+y2)dxdy=f fr3drd19=(f 1dﬁ)x(f r3dr)=
2 0 0 0 0

2. Le domaine 9 = {(x, y) € R? | 0sx=<1,0=sy=< x} est un triangle (hachuré dans la figure ci-dessous) tandis que le do-
maine { (r,9) e RY x [0,27[ | 0<r=<1,0<9=< % } (colorié dans la figure ci-dessous) est un huitieme du disque unitaire :
y

v

Comme les domaines d’intégration sont différents, les deux intégrales sont différentes aussi. Si on utilise les coordonnées
polaires pour décrire l'ensemble 2 on a

Correction.

1
{0,0) R x 0,271 0585%,05rs \/1+tan2(a)}:{(r,a)emx 027|0<9<Z0<r< }

4 cos(9)
y
B OA=0D=R
OC = Rcos(a)
A BD = Rtan(@)
OB = Ry/1+tan?(a)
a
(0] C D X
En effet,
f/xdxdy f / xdydx= f xyy 0dydx f x? dx——
% cos(f)) 2 cos(ﬂ) _ 1 1 1
fo fo cos(d) dr df = f [—cos(q‘))] do = 3 A m [tan(q‘))]

/J’;’
. / 2 —62 =
Exercice 6.23 Calculer X+ 12+ (=52 =1 \,' _[- 6-\—% x*+(y-6)=1

f y dx dy
9

D x-12+(y-52=1
ol 'ensemble d’intégration est celui colorié dans 3
la figure ci-contre.
(Le trait discontinue suggere un découpage du do- 2
maine d’intégration) 1
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Correction.

Méthode | On décompose le domaine d'intégration en cing parties sur lesquelles sera facile de calculer l'intégrale donnée :
y

£

ffydxdy:ff ydxdy+f[ ydxdy+ffydxdy+ffydxdy+f ydxdy
2 o B € & F

¥
(9)]
e

o = {(xy)€R2|—1<x<14<y<6} 4
2 Yot

B = {(xy)EIR)0<y<4 45 4} ol =
€ = {( t)EIR x [—m; 7| 0<r<1—z tsn} avec x =1+rcos(t),y =5+ rsin(f),

2 2 2
E={(rnnNeR;x[0;2n[|0=sr<1,0st<n}, avec x=rcos(t),y =6+ rsin(t),

37 1

F = {(r,t)elR x [0; 27 O<r<lgst57} avec x =—1+rcos(t),y =5+ rsin(f),

1 6 1 32 y=6
ff ydxdy:ffydxdy:(f ldx)x(f ydy) [7] =20
- -1
[ vacor= [ vacor= [zt e[ 2]
w2 /2 /2
ff ydxdy= ff r(5+rsin(t))dtdr=(f 5rdr)x(f ldt)+(f rzdr)x(f sin(t)dt)
/2 0 -m/2 0 -m/2
_5m

r=1 r=1

r t=m/2 r3 t=m/2
[5— x |t +[ [ cos(t)] —
t=—m/2 =0 =—7[/2 2
1 1 n
ff ydxdy= f f r(6+ rsin(t)) dtdr—( 6r dr) ( 1dt) (f r dr) ( sin(t) dt)
0
r t:n r3 =1 t=m 2
= [6—] cos(t)] =31+ -
2 r=0 3 r:O =0 3
ff ydxdy:ff y dx dy.
F €

Conclusion : 34
f ydxdy=20+— +8m.
9 3

Méthode Il La fonction et le domaine d'intégration sont symétriques par rapport au plan d'équation x = 0, par conséquent il
suffit de calculer l'intégrale sur une moitié du domaine d’intégration :

S

JLyacar=e([[ yacars [[, vaxar [ yasars [ vace) ||

4
={(x,y)€[R2|05xsl,4sys6},
={(x,y)eR*|0=sx=14x=sy=<4}, 31 %/
b4 b4
={(r,t)€Rix[—n;ﬂ[ Osrsl,—gstsg}, avec x =1+rcos(t),y =5+ rsin(1), 2
b4
={(r,t)€Rf';x[0;2n[|05r51,05t5§}, avec x =rcos(t),y =6+ rsin(f), 1
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y=6
=10
y=4

2

x=1

[ e[ [ ([ 6] [ 0]
ff,ydxdy fﬁxydydx f[ :0_§
ff ydxdy= ffz//zzr(5+rsm(t))dtdr U 5rdr) U_mldt) (fo . dr) (f_z//zsin(t)dt)

dx = 8[(1 ) dx=8
y=4x

r r=ml2 1=m/2 51
[5— [ ] —cos(t)] =—
A P t=—m/2 =0 t=—m/2 2
1 pn/2 /2 1 /2
/f ydxdy:f f r(6+rsin(t))dtdr=(f Grdf)x(f 1dt +(f rzdr)X(/ sin(t)dt)
&' o Jo 0 0 0
21771 t=/2 r=1 =2 3 1
= [6— x [ ] cos(t)] =—7T+ -
2 |20 = 2" 3

Conclusion :

17
f ydxdy=2 10+—+47‘[).
2 3

Exercice 6.24 Apres avoir représenté graphiquement I'ensemble <, calculer I'intégrale

/ gdxdy avec o ={(x,y)eR?*|1=x*+y* <4, |yl=|xl}.
o

Correction. Lensemble of est la partie coloriée dans la figure ci-dessous :

Il 'V

2 - 54

—Z

En passant en coordonnées polaires
X = rcos(9), y =rsin(9), dxdy=rdrdd

on obtient

3n

af:{(r,ﬁ)eR+X[0;2n[ 15rszet%sﬁsT

}U{(r,8)€R+ x [0;27[|1<

51 7
r<2et—<9<—
4 4

etdonc

3T o m 9 3 e 2
ff fdxdy:f"f Cf)s(ﬁ)rdrdmf f cos®) 4y 49 = f“ cos(d) d19+f4 cos®) 49 (f rdr)zO.
sV z N sin(9) )y sin(9) z sin(9) s sin(9) 1

cos() . .
fsin(t) dr =In(|sin(?)]).

IS

car

Exercice 6.25 Apres avoir représenté graphiquement I’ensemble <7, calculer I'intégrale

ff dedy avec d:{(x,y)€R2|1sx2+yzs4, lyl <lxI}.
o X

Correction. Lensemble of est la partie coloriée dans la figure ci-dessous :
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En passant en coordonnées polaires
X =rcos(9), y =rsin(9), dxdy=rdrdd

on obtient

f Y dedy —f f sin(9) v drd9+ f f sm(19)
_n cos(f)) 3n COS(19)
n Sn 2
= f4 sin() d19+f sin(9) do (f rdr) =0
-z cos(d) 3 cos(d) 1

f sin(#) dr = —In(|cos(p)]).
cos(t)

N

car

’ N Soit 2 la partie coloriée en figure.

PERr e Y I > Décrire 2 en coordonnées cartésiennes.

. > ! > Trouver un changement de variables adéquat pour décrire 2 en coordon-
Exercice 6.26 o O —
ratdin i nées polaires.

> Calculerff
\/(x+2)2+(y 3)2

Correction. Le domaine d’intégration est le demi cercle de centre (—2,3) et rayonr = % qui se trouve sous la droite d’'équation
¥y = x+5, autrement dit

@:{(x,y)e[ﬂaz

9
(x+2)2+(y—3)2< 4_1’ y<x+5}.

Avec le changement de variables
x=-2+rcos(¢p),
y=3+rsin(¢),

on obtient . \ .
[f ff ros@)=3-rsin)
(x+2)2+(y 3)2 r
oul
—{(r(,b)ERX[n/Z 57r/2]‘0<r<§ §n<<p<gn}
U ’ 2’4 [
Donc

S
ff 2+rcos(¢) —rsin(@) rdg = (f s —5+r(cos(¢)—sin(¢>))d¢>dr)
)

( f ﬁg 1d¢>dr)+(f fg r(cos((p)—sin((p))d(pdr)

9 9

5( [ ldr)(f; 1d¢,) ( [ rdr)([sjcos(@_sm«md(,,)

4 4
15
2—37[-}- \/_

J;\

I
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Exercice 6.27

y \\ e T~
B AN Soit 2 la partie coloriée en figure.
y/ » \

3 g B > Décrire 2 en coordonnées cartésiennes.
N 5 / : < P
OSSN > Trouver un changement de variables adéquat pour décrire 2 en coordon-
H ~SeL " ‘ 2 .
: H O\ nées polaires.
* N X\y
: : > Calculer ff ————dxdy.
1 2 X (x— 2) + ( y-3)
2

Correction. Le domaine d’intégration est le demi cercle de centre (2,3) et rayon r = % qui se trouve sous la droite d’'équation
y =—x+5, autrement dit

:{(x,y)EIRZ (x—2)2+(y—3)2<%, y<—x+5}.

Avec le changement de variables
x=2+rcos(¢p),
y=3+rsin(¢),

on obtient 2+ rcos(¢p) —3—rsin(¢)
ff — 2)2+(y O dy=ff@ = rdrdg
ol
:{(r,gb)eRX[O,Zn] 0<r<3, §”<"’<Z”}'
2" 4 4
Donc

~

. 3 -
ff 2+rcos((/))—23—rs1n((p) rdrd(p:—ff ldrd([>+ff cos(¢p) —sin(¢p)drde = —n[z ldr+§f cos(¢) —sin(¢p) d¢p = oco.
2 r 9T P o T 2 J3,

4

IS
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Calcul d’aires et centres de gravité, coordonnées polaires

Exercice 6.28 Un disque de rayon 5 cm a densité 10 gcm ™2 dans son centre, densité 0 gcm ™2 sur le bord et la densité est une
fonction linéaire de la distance du centre. Calculer la masse du disque.

Correction. Décrivons le disque en coordonnées polaires centrées dans le centre du disque. Soit p la densité : elle ne dépend
que de la distance r du centre et 'on a p(0) = 10, p(5) = 0 et elle est linéaire donc p(r) = 2(5 —r). La masse du disque est donc

5 p2m 5 p2m 5 27 2 370 53
f p(r)rdf)drsz f r(5—r)d19dr:2(f r(5—r)dr)(f ldﬁ):4n[5———] =—2m.
0 Jo 0 Jo 0 0 2 3l 3

Exercice 6.29 Considérons un disque de métal de rayon 3 cm et prenons un repére centré dans son centre. A la distance r de
l'origine, la densité du métal par unité de surface est ﬁ Calculer la masse du disque.

Correction. Décrivons le disque en coordonnées polaires centrées dans le centre du disque. La masse du disque est

3 pr2n 3 2n 3 2
ff r dﬁdr:(/ r dr)x(f 1d0):n(f 4
o Jo r2+1 0o r2+1 0 o r?+1

¥ lland Une ville entoure une baie comme dans la figure ci-contre. La
densité de population de la ville (en milliers de personnes par
kilometre carré) est §(r,J), ot r et 9 sont les coordonnées po-
laires et les distances sont mesurées en kilomeétres. Plus loin
on vit de la baie et plus la densité de population diminue. De
Ville ! méme, plus loin on vit de I'océan et plus la densité de po-
5*, pulation diminue. Laquelle des fonctions suivantes décrit au
” mieux cette situation ?

dr) = [In(r® + 1)]:23 = 71n(10).

1. 6(r,9) =@ —-r)@2+cos(9)
2. 6(r,d)=@-r)2+sin(9))
3. 6(r, ) =M@+r)2+cos(9)

-4 En déduire une estimation de la population totale de la
ville.

Exercice 6.30

Correction.

> Laville (domaine d’intégration) s'écrit

« T 3
{(r,8)€R+x[0;2n[ lsrs4,551‘)s?}.

> La fonctions qui décrit au mieux la densité de population est 6 (r,9) = (4 —r1)(2 + cos(9)) ; en effet, pour tout 9 fixé dans
[7/2;37/2], la fonction fy,(r) = 6(r,0p) est monotone décroissante et pour tout ry fixé dans [1;4], la fonction gy, (9) =
6 (rg, D) est monotone décroissante sur [1/2; ) et monotone croissante sur [7;3m/2].

> La population totale qui vit dans la ville est

4 p32 4 p3Z 4 3n
f fz 6(r,1‘))rdrd19:f fz r(4—r)(2+cos(19))drd1‘):(f r4-r) dr)x(fz (2 +cos(9) (119)
1 Jz 1 J2 1 z

2
3 1r=4
= [Zr2 - r_] X
3 r=1

o

T

=18(m -1).

20+ sin(ﬁ)]

2
s
2

Exercice 6.31 1. Apres avoir représenté graphiquement la région
D={(x,))eR?|y=0,1<x*>+y* <4},

calculer les coordonnées de son centre de gravité en supposant la région 2 homogene; calculer ensuite

ff Bx+4y*) dxdy.
2
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2. Apres avoir représenté graphiquement la région
D ={(x,))eR® | x=0,1<x*+y* <4},

calculer les coordonnées de son centre de gravité en supposant la région 2 homogene; calculer ensuite

ff (3x+4y2) dxdy.
2

3. Apres avoir représenté graphiquement la région
D={(x,))eR? | y<0,1<x*>+y* <4},

calculer les coordonnées de son centre de gravité en supposant la région 2 homogene; calculer ensuite

ff Bx+4y*) dxdy.
2

4. Apres avoir représenté graphiquement la région
@:{(x,y)E[RZ|x50,15x2+y254},

calculer les coordonnées de son centre de gravité en supposant la région 2 homogene ; calculer ensuite

ff Bx+4y*) dxdy.
2

5. Apres avoir représenté graphiquement la région
D={(x,))eR?|y<x,1<x*+y* <9},

calculer les coordonnées de son centre de gravité en supposant la région 2 homogene; calculer ensuite

ff (3x+4y2) dxdy.
2

6. Apres avoir représenté graphiquement la région
D={(x,y) eR? | y=|x|,1<x*+y* <4},

calculer les coordonnées de son centre de gravité en supposant la région 2 homogene; calculer ensuite

ff (Bx—4y*) dxdy.
2

Correction.

1. Larégion 2 est la zone coloriée suivante

dh

Le centre de gravité a coordonnées (xg, yg) données par

_ Jlg xdxdy _ N ydxdy
[ 1dxdy’ Ve [y 1dxdy’

Il convient de passer aux coordonnées polaires et on obtient

ff@ldxdy:fonflzrdrdﬁz(fondﬂ)(flzrdr)zgﬂ,
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T 2 b4 2
ff xdxdyzf f rzcos(G)drdﬁz(f cos(@)d@) ([ rzdr):o,
7 o J1 0 1
(2 m 2 14
ff ydxdyzf f rzsin(H)drdez(f sin(H)dH)(f rzdr)z—.
7 o J1 0 1 3

14 2 28
Xg =0, yG=§§=%<l.

Donc

On calcul maintenant l'intégrale donnée

T2
ff (3x+4y2)dxdy=f f (3rcos() +4r?sin®@) rdrdé
2 0 J1

/1
:/ [r3 cos(@) + r* sinze]i de
0

T
=f 7cos(0) + 15sin® 60 do
0
” 1- 20 15
:f 7cos(0) + ISL() do = —m.
0 2 2

2. Larégion 9 est la zone coloriée suivante

2
/

Le centre de gravité a coordonnées (xg, yg) données par

_ Jlg xdxdy _ N ydxdy
[ 1dxdy’ Ve [y 1dxdy’

Il convient de passer aux coordonnées polaires et on obtient

/2 2 /2 2 3
ff ldxdy = f rdrsz(f dﬂ)(f rdr):—ﬂ,
7 -n/2J1 -2 1 2
w2 2 /2 2 14
ff xdxdy = [ r?cos(@)drd6 = (f cos(@)d@) (f r2dr)=—,
2 21 —n/2 1 3

w2 (2 72 2
ff ydxdy =f f r?sin(0) dr de = (f sin(0) dH) (f r? dr) =0.
7] —n/2J1 /2 1

L _la2 _28 L
G337 o9n > YOTY

XG

Donc

On calcul maintenant l'intégrale donnée
w2 p2
ff (3x+4y2)dxdy:f f (3rcos(@) +4r%sin®0) rdr do
D -n/2J1
/2 2
=f [r® cos(0) + r*sin*0]; dO
-m/2

/2
=/ 7cos(0) + 15sin”> 6 do

-n/2

ni2 1-cos(20 15
=f 7cos(0)+15#d6=14+—n.

-n/2 2 2

G. FACCANONI 223
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3. Larégion 9 est la zone coloriée suivante

\ |/

Le centre de gravité a coordonnées (xg, yg) données par

_ Jlg xdxdy _ Jg ydxdy
[ 1dxdy’ Y [ 1dxdy’

Il convient de passer aux coordonnées polaires et on obtient

0 2 0 2 3
ff 1dxdy:f / rdrde(f de)(f rdr)z—n,
D -nJ1 - 1 2
0 2 0 2
ff xdxdy:f f rzcos(H)drdH:(f cos(@)d@) (f rzdr):O,
9 -nJl - 1

XG

0 p2 0 2 14
ff ydxdy:f f rzsin(G)drdH:(f sin(H)dQ) (f err):——.
7 -nJ1 -n 1 3

Donc
0 14 2 28> 1
X = , = ——— = —— —1.
G V6= "33 on

On calcul maintenant l'intégrale donnée
0 (2
ff Bx+4y*)dxdy = f f (3rcos(0) +4rsin®@) rdrdé
7 -nJ1

0
= f [r3 cos(@) + r* sinzﬂ]? dé

-7

0
—f 7cos(6) + 15sin’6 do

=7

0 1- 20 15
f 7cos(0) + IS—COS( ) dg =
. 2 2

4. Larégion D est la zone coloriée suivante

-
\_

Le centre de gravité a coordonnées (xg, yg) données par

o = W xdxdy _ Mg ydxdy
¢ [ 1dxdy’ e 5 1dxdy’

Il convient de passer aux coordonnées polaires et on obtient

3/2 p2 37/2 2 3
ff ldxdy = f rdrd@:(f dQ)([ rdr):—ﬂ,
7 ni2 N1 w2 1 2

224
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3n/2 2 3n/2 2 14
ff xdxdyzf f % cos(0)drdo = (f cos(@)d@) (f rzdr) =——,
P w2 J1 w2 1 3

3n/2 p2 3n/2 2
ff ydxdy= f r?sin(@)drde = (f sin(0) dH) (f r? dr) =0.
2 /2 1 /2 1

14 2 28> 1 0
Xoc=——m—=——— -1, = U.
6T7 337 on e

Donc

On calcul maintenant l'intégrale donnée

3n/2 (2
ff Bx+4yH)dxdy = f (3rcos() +4r?sin®@) rdrdo
2 x/2 J1

3n/2 2
= f [r3 cos(0) + r* sin20]1 do
/2

3n/2
:f 7cos(0) + 15sin® 6 do
/2

/2 1-cos(20 15
:f 7cos(9)+15¥d6:—14+—n.
w2 2 2
5. Larégion 2 est la zone coloriée suivante
Yy
2 -

Le centre de gravité a coordonnées (xg, yg) données par

_ g xdxdy _ Mg ydxdy
[y 1dxdy’ e [y 1dxdy’

Il convient de passer aux coordonnées polaires et on obtient

/4 3 /4 3
ff 1dxdy:f f rdrdH:(f de)(f rdr)=47r,
7 —3m/4J1 -371/4 1
/4 3 3n/2 3 26
ff xdxdy:f f rzcos(G)drdez(f cos(a)de) (f rzdr)z—\/i,
P —3m/ad1 w2 1 3
/4 3 /4 3
ff ydxdy :f f r?sin(@)drde = (f sin(0) d9) (f r2dr) =—Xg.
2 -3n/4J1 -3n/4 1

26 ~1 13
Xc= —V2—="V2<«1, =—Xxq.
T34 en Y6 =7x6

XG

Donc

On calcul maintenant l'intégrale donnée

/4 3
ff (3x+4y2)dxdy:f f(3rcos(6)+4rzsin26)rdrd9
2 —31/4J1

w4 3
=f [r3 cos(0) + r*sin®6]| dO
-3m/4

/4
= f 26cos(0) + 80sin® 6 d6

—-3n/4
ml4 1—cos(260
=f 2600s(9)+80—() d6 =26V2 +407.
—37/4 2
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6. Larégion D est la zone coloriée suivante

Le centre de gravité a coordonnées (xg, yg) données par

_ Jlg xdxdy _ N ydxdy
[ 1dxdy’ Y [y 1dxdy’

Il convient de passer aux coordonnées polaires et on obtient

I o2 T 2 3
ff ldxdyzf frdrd@z f do (f rdr)z—n,
2 z N z 1 4

3n

L) 3 2
ff xdxdy=f4f rzcos(H)drdB:(f4 cos(H)dQ) (f rzdr):O,
2 % 1 % 1
L) 3n 2
ff ydxdy:f4f rzsin(Q)drdH:(f4 sin(@)d@)(f rzdr):@.
P z z 1 3

V2 4 28V2
X =0, J/G=—3 35 on

XG

Donc

> 1.

On calcul maintenant l'intégrale donnée

o2
ff (3x—4y2)dxdy:f4[ (3rcos(6)—4rzsin2(9))rdrd9
2 = &

3n

LT [ cos(®) - r* sinz(H)]? do

4

3n
ﬁ4 7cos(8) — 15sin?(0) d
1

1-cos(260) 15

3
4

= 7 0)-15 dd=——(2 .

ﬁi cos(0) 2 4( +71)

Exercice 6.32 Soit R > 1. Apres avoir représenté graphiquement la région

2={(x,yeR?|y=0,1=x*+y*<R}u{(x,y) eR?*|xy=0,1<x*+)y* <R},

calculer les coordonnées de son centre de gravité en supposant la région 2 homogene. A partir de quelle valeur de R le centre

de gravité appartienta 2 ?

Correction. On trace d’abord les courbes d’équation x* + y*> = 1 et x> + y* = R avec R > 1 et on colore l'ensemble 9.

yG

226

On décrit ensuite 2 en coordonnées polaires centrées en (0,0) :
on a une bijection de R%\ {(0,0)} dans lui méme définie par
x =rcos(9), y=rsin(9) pour (r,9) € R} x [0,2n[, ainsi

3
@:{(r,ﬁ)eij[O,Zn[ 0<rsR,Osﬂs§}.

Le centre de gravité a coordonnées (xg, yg) données par

_ff@XdXdJ’ _ff@dedy

XG = » YG = .
ff@ldXdJ’ ff_@ldxdy
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On calcule alors

R (3712 R 3712 2 _
ffldxdy:f f rdrdﬁz(f rdr)x(f 1dﬁ):m;
2 1 Jo 1 0 4
R p3m/2 R 3712 (R®—1)
ff xdxdy:f f r? cos(9) dr d9 = (f r? dr) X (f cos(9) dﬁ) - ;
7] 1 Jo 1 0 3
R p3m/2 R 3m/2 (R3_1)
ffydxdyzf f rzsin(ﬁ)drdﬂz(f rzdr)X(f sin(q.‘))dt‘))z .
7 1 Jo 1 0 3

On obtient finalement

3_ 3_
; - 4R 4R+ B 4R 4R+ )
6T %@y T or®+D | VT m®-1 T onR+1D)
2 Z
Le centre de gravité appartient a 9 si et seulement si1 < xé + yé <R:
2
AR*+R+1)\° (4R2+R+1)\° BAR4L » I c+VcZ+4c
1< (— ( ) +( ( )) <4 Sl Tavel e R T £ 4826617132
9m(R+1) 9m(R+1) R+R+1 _ 9mv2 2
R+1 4
=9 _
avecc = 75— 1.
Exercice 6.33 Soit 2 la région représentée en figure ci-contre. y

Calculer les coordonnées de son centre de gravité (xg, yG) en
supposant la région 2 homogene.

1 YG

Correction. Le centre de gravité a coordonnées (xg, yg) données par

:ff@xdxdy :ff@ydxdy
Jo1dxdy’ 77 [, 1dxdy

1l convient de passer aux coordonnées polaires et on obtient

3m/2 p2 3712 2 9
ff ldxdyzf f rdrde(f d@)(f rdr)z—n,
7 0 1 0 1 4
3n/2 p2 3m/2 2 7
ff xdxdyzf f rzcos(0)drd9:(f cos(@)d@) (f rzdr) =——,
P 0 1 0 1 3
3712 p2 3712 2 7
ff ydxdy =f f r*sin(@)drdf = (f sin(0) d@) (f rzdr) =—.
2 0 1 0 1 3

28 14 2 28

XG6=—"7—> =T =
¢ YT 3 3n T o

XG

Donc

Remarquons que seul le calcul explicite de la derniere intégrale est nécessaire car

> [, 1dxdy représente l'aire de la plaque que l'on peut calculer géométriquement comme la différence des 314 du cercle
de rayon 2 6tés des 314 du cercle de rayon 1, i.e. (2°m — )3/4 = 97/4,

> xg = —Yyg car la droite d’équation y = —x est un axe de symétrie de la plaque.
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Exercice 6.34 On se propose de calculer (xg, yg) les coordonnées du centre de gravité de la plaque homogene Q esquissée
dans la figure ci-dessous :

1. On décompose la plaque comme union de trois plaques Q0; comme en figure. Décrire Q; et Q; en variables cartésiennes
et Q3 en variables polaires (écrire explicitement le changement en variables polaires).

2. Pouri=1,2,3, calculer I'aire de ;. En déduire I'aire de Q.

3. Pour i =1,2,3, calculer (xg,, ;) les coordonnées du centre de gravité de la plaque Q;. En déduire (xg, yg).

NB Lorsqu'’il est possible, éviter le calcul d’intégrales !

Correction.

1. Le changement de variables polaires pour Q3 est

x=-1+rcos(9), N
avec (r,9) e R} x [0;27]

y=-1+rsin(9)

etlona

{(x,y) eR* | xe[-4-1], ye [-x—5x+3]},
{(x,y) eR*| xe[-1;2], ye[-4 -1},
={x,y) eR?*|xe[-1;2], ye [-1;2], (x+ D*+ (y+ D?* =3}

0
Q)
Qs
:{(r,ﬁ) €R* x [o;zn[| relo;3], de [O?g] }

2. Aire(Q)=Aire(Qy )+Aire(Qa)+Aire(Q3)=9+9+ In =9 (2+ Z).

3. Pour calculer (xg, yg) on calcule (xg,;, yg,;) les coordonnées du centre de gravité de chaque plaque Q; :

Mq, xdxdy
> JCGIZA;T(QU:—ZC(JT
“1 px+3 -1 is -1 -1 9 x=-1
ff xdxdyzf f xdydxzf x[y)2i dxzf x(2x+8)dx=f 2x%+8xdx=|=x3+4x2
ol -4 J-x-5 -4 r= -4 -4 3 x=—14

> yG, = —1 par symétrie de la plaque Q1 par rapport a la droite d’équation y = —1;
> XG, = % par symétrie de la plaque Q, par rapport a la droite d’équation x = %,
> yG, = —g par symétrie de la plaque Q, par rapport a la droite d’équation y = —g ;

fogxdedy 4
> XG;, = Ao " n 1 car

3 pA 3 A 3 A
ff xdxdy:f fz(—1+rcos(1‘)))rd1‘)dr:f fz—rdﬁdr+/ fzrzcos(f))dﬁdr
(o)} 0 Jo o Jo o Jo
3 3 3 z
=—(f rdr)x(/ ld0)+(f rzdr)x(f cos(f))dﬁ)
0 0 0 0

R
=—|— X — 4+
21y 2

g]sx sin(ﬁ)]f =—2n+9=9(1—%),
0

D> ¥G; = XG; par symétrie de la plaque Q3 par rapport a la droite d'équation y = x.
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On conclut que

b4 2—71)

w00~ (-3 5 on)

Exercice 6.35 La valeur moyenne d’une fonction f: R> — R sur un domaine % c R? est définie par

1
fmoy = A—ire(%) ff@f()ﬂ V) dx dy.

2
1. Une lentille circulaire de rayon 2 cm a épaisseur (1 - %) cm en tout point qui se trouve a r cm du centre de la lentille.

Calculer I'épaisseur moyenne de la lentille.

2. La température (en Celsius) en un point (x, y) d’'une plaque plane est donnée par la fonction T(x,y) = 5xy + x> ol1 x
et y sont mesurés en metres. Calculer la température moyenne de la portion de la plaque en forme de diamant qui est

définie par

Correction.

={(x,y) eR*tel que [2x+y| <4et [2x—y| <4}.

1. L'épaisseur moyenne de la lentille est donné par

|

2.

foz02”(1—%2)rdrdﬁ_2nf02(r—r4—3)dr_1 r2ort

47 B A7 212 16

2. Le domaine est symétrique par rapport a l'axe des abscisses et T (x,—y) = —T(x, y) donc

ol

ff T(x,y)dxdy=2ff T(x,y) dxdy
P P

Pt =2n{(x,y) eR*|y=0}

={(x,y)

et

€R?|-4=sx=<0er0sy=<2x+4}Uf{(x,))eR*|0<x<4et0<y<-2x+4}

Aire(2P) = 2Aire(2*) =32cm.

Donc la température moyenne de la plaque est donné par

Tmoy =

32

1 0 p2x+4 4 p-2x+4
:—(f f (5xy+x2) dydx+f f (5xy+x2) dydx)
16 \J-aJo o Jo

5l

Exercice 6.36 (Centre de gravité d'un pois-
son) Calculer les coordonnées du centre de 31
gravité G de la plaque 2 en figure supposée
homogene (éviter le calcul d’intégrales lors-
qu’il est possible, mais justifier le raisonne- 1+

ment) :

© G. FACCANONI

2

Yy 2
5x—+x
2 y

2

2x+4 —2x+4
5xy— +x%y dx)

4
dx+[
2 0 0 0

1 (1% @2x+4)? 4 (=2x+4)?
16([ 5x%+x2(2x+4)dx+f 5x%+x2(—2x+4)dx)
0

—9x2+10x dx)

)

0
0

+

N N

4
( 3x3 +7x +2xdx+f 253

1
(—xz —-3x+ 5) x2
2

( X+ = x+1)
-4

3"

Ellipse d’équation
(x-4)?% (y-2)*
+
4 1

=12
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y y
34+ 34 .
RS TEY D
24 24 4\ /e
L ‘V Aire(T) =1 | LAire@=2n s
0 1 3 4 5 6 x 0 1 2 3 4 5 6 x

FIGURE 6.1 — Exercice 6.36

Correction. Tout d’abord remarquons que le corps du poisson est une ellipse d’équation

(x-4% (y-2)? :12}

{(x,y)e[Rz St

Pour calculer les coordonnées (xg, yg) du centre de gravité on doit calculer d’abord les trois intégrales doubles suivantes :

2 pd—x 2n 1 2 2n
ff ldydx:f f 1dydx+f f 2rdrd19:f (4—2x)dx+f 1d9=1+2m,
P 1 Jx o Jo 1 0
2 pd—x 2n pl 2 2m 4
ff xdydx:f f xdydx+f f (4+2rcos(1‘)))2rdrdz9:f (4x—2x2) dx+f (4+—cos(1‘))) do
2 1 Jx o Jo 1 0 3
2 2
=f (Zx - =X ) dx+
3
4—x 21 2 2 27
ff ydydx= ff ydydx+f f(2+rs1n(19))2rdrda9 f((4 07X )dx+[ (2+§sin(19)) do

zf (8—4x) dx+
1

4
49 + 5 SIH('L‘))

=—+8n,
3

21‘)——005(1‘))] =2+4n
3 0

et on en déduit que

ffgxdydx_§+8n _Jlgydydx 2+4am

[fpldydx 1+27m’ e = f[fp1dydx 1+27

En fait, aucune des trois intégrales est nécessaire car on peut les calculer géométriquement comme suit (cf. figure 6.1)
> [, 1dy dx = Aire(2) = Aire(T) + Aire(&) = 1+ 27,

Aire(9) Aire(&) 4/3+87m

X6yt XGg =

Aire(D) Aire(2) 1+27

> ye =2 car la droite d'équation y = 2 est un axe de symétrie pour la plaque.

XG =

> xg=

Exercice 6.37 (Aire de la cardioide) L'équation de la cardioide
est paramétrée par ¢ comme suit : (x = r(g)cos(p),y =
r(¢p) sin(g)) ol r(p) = 1 —sin(p) et ¢ € [—-m;]. Considérons le
domaine délimité par cette courbe, i.e. 'ensemble décrit en
coordonnées polaires par

{rh)|-m<sp<m, 0=<r<l-sin(p)}

Calculer l'aire de cette ensemble. Calculer ensuite son centre
de gravité en la considérant une plaque homogeéne de densité
surfacique de masse 1.

Correction. Rappelons d'abord que

COSZ(I) — 1+cozs(2t) — fCOSZ(t) di = f 1+cc;s(2t) dr = % + sinéZt) + C,
sinz(t) _ l—cc;s(Zt) — fsinz(t) dr = f l—cozs(Zt) dr = % _ smiZt) +C,
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et que

6 Intégrales multiples

ian+l
fcos(<p) sin” (¢) dp = sin”" (@)

: n __cos™ ()
1 fsm((p)cos () dp = i1 n=0.
On peut alors calculer la surface de la cardioide

1-sin(¢p) 1- sm(<p)
Aire= f f rdrdy= f [ ]
=7

7 (1 —sm((p))2

7'[ 2
f = d<p+f —251n(<p)d(p+f sin’ sin“() dp
_71 4 - 2

T 1-cos(2 T 3
=7r+0+f 1-cosg) dp=n+—-4+0=~—

- 4 2
Pour calculer le centre de gravité on doit calculer les intégrales

1-sin(¢) 7 pl-sin(p)
f f rcos(¢)r dr dy, f f rsin(g)r dr dp
-nJ0 -
Ona
1-sin(¢) b4 1-sin(¢p) 3 11-sin(y)
/ f rcos(gp)r dr d(pzf cos(¢p) (f )drd(p f cos((p)[ ] do
-nJ0
_ 3
:f cos(p )(1 sin(¢p))
=7
et

3 dp = / cos(¢p) (1 —sin(¢p) +sin® () —sin® (@) dp=0

7 rl-sin() b4 1-sin(¢p)
f f rsin(p)r dr dp =f sin(¢g) (f rz) dr dp = sm((p) [ ]
-nJ0 - 0 -

1-sin(¢p)

dg
m 1-si 3 1
—f sin(¢)%d¢ 3[ sin(<p)—3sin2(<p)+3sin3((p)—sm @dp =
- -7
1( 3 ) 5
=-|0-31+0--7m|=—-7

3 4 4

car

T
f sin(¢) dp = [cos(p)]” =

T : T
f sin (<p) dp= f 1- cos(Z(p) dp = [(p_sm(Z(p)

2 4

2
f sin® () dop =f sin(g) (1 — cos? () dp =
/4 /4

i 7 (1-cos(2¢)\?
f sin4(p dp = (—COS( )
=TT -7

)
=7

Sln((p) dp - f sin(¢) cos? () dp =
-7

3
—cos(p) + cos @ ] =0,
-
7] T 1 in(2 4
) d(p:[ —d(p——f cos(2¢p) dp + — f cos (2(p)d<p——+0+ +M] =-
2 7'[ -7 =7
On obtient les coordonnées du centre de gravité
7 fl @) 1 cos(@)rdrdp 0
XG = . — 3 - Or
Aire %n
I fol_sm((p) recos(p)rdrdp -37 5
Y6 = Aire - 3n 6
Exercice 6.38 (Aire des trefles de HABENICHT) Calculer I'aire de la région définie en coordonnées polaires par
={(r,¢) eR* x[0,27] :

r <1+ cos(k¢) +sin®(k¢p), ke N*}
Suggestion : utiliser les formules de duplication cos(26)
suivantes

2cos?(0) — 1 = 1 -2sin?() et calculer au préalable les intégrales
2km 2km 2km 2km 2km
f lda, f cos(a)da, f cos®(a)da, f cos(a)sin®(a)da, f sin“(«) da, f
0 0 0 0

2km

sin* (@) da.
0
© G. FACCANONI
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Correction. Ona

2kn 2kn 2km ok
f lda = [“] =2k, f cos(a)da = [sin(a)] =0,
0 0 0 0
2k 1 2k 2km 3 2k
f cos?(a)da = — [sin(Za) +2a] T k, f cos(a)sin®(a)da = [sm (@) ] T 0,
0 4 0 0 3 0
& 1 2kn 2kn 1 skr 3
f sin“(a)da = — [Za - sin(2a)] =k, f sin*(a)da = — [2404 —8sin(2a) +sin(4a) = kn.
0 4 0 0 32 0 4

Laire est donnée, en coordonnées polaires, par

27 pl+cos(kep)+sin? (k)
ff rdrdH:f f rdrd¢
2 o Jo

1 27 [ 12y 1+cos(ke)+sin? (kep)
-3), 5] a
2 Jo 2 1o

21
= % f (1 + cos(k¢p) + sin® (k¢))? d¢p
0
1 2km
= ﬁf (1 + cos(a) + sin®(a))* da
0
1 2km
=% f 1+cos?(a) +sin*(a) +2cos(a) +2sin*(a) + 2 cos(a) sin®(a) da
0

1 2km 2km 2km 2km 2km 2km
= 2% [f lda +f cos®(a)da +[ sin*(@) da + 2[ cos(a)da + 2[ sin®(a)da + Zf cos(a) sin®(a) da
0 0 0 0 0 0

2k

= —17I.

3
2k + km + an+0+2kn+0
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Intégrales triples

Exercice 6.39 Calculer

2-x2-7? s
f f (x?+ 2z dydxdz;
x2+z2
—dxd dz ol D={(x,y,2) : 1<x*+y*<5-2z};
ff/@ (4—2)2\/x%+ y? Y Y Y
1
fff —dxdydz ol D={(x,y,2) : 5-y<x*+2z°<1}.
92(4—y)4 Va2 + 22

2_ yz_zz .
f f f ¥+ 25" dxdydz.
2.4 72

Correction.

a) En coordonnées cartésiennes on doit intégrer sur le solide défini par les inégalités

2

V1-2<x=V1-22, xP+<y<2-x*-z -1=<z<l.

Il est naturel de passer en coordonnées cylindriques

x =rcos(0),
y=1i
z =rsin(0),

et on obtient l'intégrale triple

2-x%-7? , 1 p21n p2-12
ff (x2+zz)/"dydxdz=ff f r*derdodr
x%+2? o Jo Jr?
2 1 ) 1
:([ 1d9)[ rtin%” dr=4nf rfr?-1)dr =4n
0 0 0

1
————  —dxdyd
M e e

ot le domaine 9 est décrit, en coordonnées cartésiennes, par

7 rs]l_
7 5o

b) Ondoit calculer l'intégrale triple

D={(x,y,2) : 1<x*+y*<5-2z}.

On passe en coordonnées cylindriques :

x =rcos(0),
y =rsin(9),
zZ=1,

et le jacobien du changement de variables est r. Alors
2={(,0,) eR* x[0,27] xR| 1 <r*<5-1t}

ie.
2={r0,eR" x[0,21] xR|r>1lett<5-r%}

etona

1 2m p+oo p5-1? 1
——FX —dxd dz=f f f ———rdtdrdf
fff@ (4-2)2/x%+ 2 Y o J1 o (4-02%r

+00
:271[
1

2

1 t=5-r +00 1

-—— dr = —an
4—t)i0 1 r
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¢) On doit calculer l'intégrale triple
1
—— X —dxdydz
fff@ -Vl 22
oit le domaine 9 est décrit, en coordonnées cartésiennes, par

2={(x,y,2 |5-y<x*+z*<1}.

On passe en coordonnées cylindriques :

x=rcos(8),
y=1i
z =rsin(0),

et le jacobien du changement de variables est r. Alors
2={(0,0eR" x[0,21] xR|5-t<r*<1}

ie.
2={(0,0) eR" x[0,27] xR|0<r<lett>5-r*}

etona

1 2n pl ptoo 1 1 p+oo 1
—— —dxd dzzf / / —rdtdrd@zZn[ / dzdr
fff@ A-y*Vx2+z2 Y o Jo Js—r2 (4=10)r 0 Js-r2 (4—1)*

1 1 r—+00 1
:271[ [—— drzan
0 34-13 0

t=5-r2
d) En coordonnées cartésiennes on doit intégrer sur le solide défini par les inégalités
Vi+Z2<sx<2-y* -2 -V1-z22<sy=sV1-22, -1<z<l.

Il est naturel de passer en coordonnées cylindriques

xX=1,
y =rcos(8),
z =rsin(0),

et on obtient l'intégrale triple

1 pV1-22 p2-y?-2° , 1 p21 p2-12
f f (y2+zz)'/2dxdydz=f f fz rddrdodr
—1J- 0 JO r

V1-22 Jy2+ 22
2 1 ) 1
:(f 1d9)f r4[t]§2_r dr:4ﬂf r?-1)dr=4n
0 0 0
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1
I =0oQ.

r’ r5]1 8
———| =—nm.
7 51, 35
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