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Chapitre 1

Variables aléatoires

Dé�nition 1.0.1 Soient (
;A) et (E;B) deux espaces probabilisables. Une application f

de 
 vers E est dite mesurable (ou A-mesurable si la confusion est possible) si

8B 2 B; f�1 (B) 2 A:

On a déjà vu que f�1 (B) est une tribu. Dire que la fonction f est mesurable revient donc

à dire que f�1 (B) 2 A: Ainsi, pour tout événement B, l�ensemble :

f�1 (B) = f! 2 
=f (!) 2 Bg

est un événement de la tribu initiale. On utilise parfois la notation f�1 (B) = [f 2 B] :

Notons en particulier que toute fonction continue est mesurable. De même, pour tout

événement A de la tribu A, la fonction 1A est mesurable de (
;A) dans (E;B):

Proposition 1.0.1 � Si f et g sont deux fonctions mesurables de alors les fonctions f+g

et fg sont encore mesurables.(
;A) vers (R;BR) :

� Si f et g sont deux fonctions mesurables de (
;A) vers (
0;A0) et de (
0;A0) vers

(
00;A00) respectivement, la fonction g � f est mesurable de (
;A) vers (
00;A00).
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Chapitre 1.Variables aléatoires

� Si (fn) (
;A) vers (R;BR) alors les fonctions

sup
n
fn; inf

n
fn; lim sup

n
fn et lim inf

n
fn

sont mesurables, à condition qu�elles ne prennent pas de valeurs in�nies.

Dé�nition 1.0.2 Soit (
;A; P ) un espace probabilisé. Une application mesurable X de

(
;A; P ) vers (E;B) est appelée variable aléatoire.

Tous les résultats sur les fonctions mesurables restent donc vrais pour les variables aléa-

toires.

Notation 1.0.1 Si (E;B) = (R;BR), l�application X est dite variable aléatoire réelle

(v.a.r.) ou unidimensionnelle ou univariée.

Si (E;B) = (Rn;BRn) ; l�application X est dite vecteur aléatoire ou variable aléatoire mul-

tidimensionnelle ou multivariée.

Si (E;B) est tout, ou une partie, de (Z;BZ), l�application X est dite v.a.discrète.

1.1 Loi de probabilité d�une variable aléatoire

Dé�nition 1.1.1 Soit X une variable aléatoire de (
;A; P ) vers (E;B). Dé�nissons une

application PX de B vers [0; 1] par :

8B 2 B; PX (B) = P
�
X�1 (B)

�
= P (f! 2 
=X (!) 2 Bg) :

La dé�nition précédente a bien un sens puisque l�on a X�1(B) 2 A, par mesurabilité de

X. On peut donc prendre la probabilité de cet évènement

Dé�nition 1.1.2 PX est appelée probabilité image de P par X ou encore loi de probabilité

de la variable aléatoire X. On note PX(B) = P (X 2 B):
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Chapitre 1.Variables aléatoires

Ainsi, tout événement lié à X est connu dès que l�on connaît la loi PX de X : On oubliera

donc souvent dans la suite le détail de l�application ! ! X(!) et on ne se préoccupera

pas de ce qu�est exactement (
;A; P ) : On raisonnera uniquement sur (E;B) et PX :

Dans la suite on va considérer uniquement les variables aléatoires réelles.

1.1.1 Fonction de répartition

Dé�nition 1.1.3 On appelle fonction de répartition (f.d.r.) de la v.a.r. X, la fonction

FX dé�nie sur R par

FX (x) = PX (]�1; x]) = P (X � x) :

Proposition 1.1.1 La fonction de répartition FX d�une v.a.r. X satisfait les propriétés

suivantes :

1. 0 � FX(x) � 1 pour tout x dans R ;

2. La fonction FX est croissante (au sens large) ;

3. La fonction FX est continue à droite ;

4. On a

lim
x!�1

FX (x) = 0 et lim
x!+1

FX (x) = 1

Preuve. La propriété 1 est évidente puisque la probabilité de n�importe quel événement

est toujours positive et inférieure à 1.

Pour établir 2 considérons x et x0 deux réels tels que x � x0. On a bien sûr l�inclusion

]�1; x] � ]�1; x0]

et donc

P (]�1; x]) � P (]�1; x0]) :
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Chapitre 1.Variables aléatoires

Pour 3 considérons une suite (hn) de réels décroissante vers 0. Pour tout x dans R, on a :

PX (]x; x+ hn]) = FX (x+ hn)� FX (x)

Or la suite d�intervalles (]x; x+ hn])n est décroissante avec n. Ainsi il vient

lim
n!+1

PX (]x; x+ hn]) = PX

�T
n

]x; x+ hn]

�
= PX (;) = 0

alors

lim
n!+1

FX (x+ hn) = FX (x)

et la fonction FX est donc bien continue à droite.

Établir le 4, considérons la suite d�intervalles (]�1; n])n décroissante vers ; quand n tend

vers +1. On a :

lim
x!�1

FX (x) = lim
n!+1

FX (�n) = lim
n!+1

PX (]�1;�n]) = PX
�T
n

]�1;�n]
�
= PX (;) = 0

on a aussi

lim
x!+1

FX (x) = lim
n!+1

FX (n) = lim
n!+1

PX (]�1; n]) = PX
�S
n

]�1; n]
�
= PX (]�1;+1[) = 1

Théorème 1.1.1 Toute fonction F dé�nie sur R et véri�ant les propriétés 1, 2, 3 et 4

est une fonction de répartition d�une v.a.r.

Proposition 1.1.2 Le saut p0 = FX (x0) � FX
�
x�0
�
de la fonction de répartition FX au

point x0 est égal à P (X = x0)
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Chapitre 1.Variables aléatoires

Preuve. Soit (hn) une suite de réels strictement positifs, décroissante vers 0. On a

FX (x0)� FX
�
x�0
�
= FX (x0)� lim

n!+1
FX (x0 � hn)

= lim
n!+1

(FX (x0)� FX (x0 � hn))

= lim
n!+1

(P (X � x0)� P (X � x0 � hn))

= lim
n!+1

(P (x0 � hn � X � x0))

= P

�T
n

X 2 ]x0 � hn; x0[
�

= P (X = x0)

1.2 Variables aléatoires discrètes

Soit X une v.a de 
 dans F = X (
) :

Dans ce cas, F est dénombrable et F = X (
) = fx1; :::; xi; :::g : Dans ce cas particulier,


 et F sont munis des tribus P (
) et P (F )

Dé�nition 1.2.1 Toute application de 
 dans F est une Variable aléatoire discrète (li-

mage réciproque par X d�un ensemble de F est un ensemble de 
).

Nous voulons caractériser la loi X

Dé�nition 1.2.2 La loi de X est une probabilité PX sur F telle que pour tout B C F

PX (B) = P (X 2 B) (1.1)

Remarque 1.2.1 Une probabilité sur un ensemble F dénombrable est caractérisée par les

probabilités de ses singletons, il su¢ t donc de nous limiter à B = fxig
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Chapitre 1.Variables aléatoires

Proposition 1.2.1 La loi PX de X est caractérisée par
��
xi; P

X
i

�
; xi 2 F

	
; avec

PXi = P (X = xi) = PX (fxig) (1.2)

Remarque 1.2.2 La loi PX de X est caractérisée par (1.2) des que F = X (
) est

dénombrable, même si 
 ne l�est pas, on a 8B 2 P (F )

PX (B) = PX

 [
i;xi2B

fxig
!

=
X
i;xi2B

PX (fxig)

=
X
i;xi2B

P (X = xi) = P

 [
i;xi2B

fX = xig
!
= P (X 2 B) :

1.2.1 Variables aléatoires discrètes usuelles

F 
 = fpile; faceg ; p 2 ]0; 1[ : On pose :X = 1 si pile, X = 0 si face

PX (1) = P (X = 1) = p; PX (0) = P (X = 0) = 1� p

La loi de X est appelée loi de Bernoulli de paramètre P:

F In�nité de lancers indépendants : loi du premier succès

P(premier pile au lancer k)

= P (FF:::FP ) = P (1� P )k�1

Dé�nition 1.2.3 Une variable géométrique de paramètre P 2 ]0; 1[ est une variable a

valeurs dans N� telle que 8k 2 N�;
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Chapitre 1.Variables aléatoires

P (X = k) = P (1� P )k�1

Représentation graphique d�une lois géométriques : Nous représentons sur un graphique

les couples
�
k; P (1� p)k�1

�
pour k 2 N� et di¤érentes valeurs de p:

�Variable aléatoire Binomiale de paramètres n et P : Soit Sn nombre de piles

obtenus après n lancers indépendants

Sn =
nX
i=1

Xi ; Sn (
) = f0; :::; ng

P (Sn = k) = P

 (
! 2 
 =

nX
i=1

Xi (!) = k

)!
= CknP

k (1� p)n�k :

Dé�nition 1.2.4 La loi de Sn est appelée loi Binomiale de paramètre n 2 N� et

p 2 ]0; 1[ que l�on note B (n; P )

Exemple 1.2.1 Pour n = 4; on à la v.a S4 suit la loi B (n; P ) et donc on a

P (S4 = k) = C
k
4

�
1

4

�k �
3

4

�4�k
;8k 2 f0; 1; 2; 3; 4g

P (S4 = 0) =

�
3

4

�4
; P (S4i1) = 4

1

4

�
3

4

�3
=

�
3

4

�3

P (S4 = 2) = C
2
4p
2 (1� p)2 = 4!

2!2!

�
1

4

�2�
3

4

�2
=
6

42
� 3

2

42

�Variable aléatoire de poisson : Modélisation des réalisations d�un événement rare.

Soit X une variable aléatoire de loi de Binomiale B (n; an) avec nan ! � 2 R�+ quand

n! +1

Pj (an; n) =: PX (j) =

8><>: Cjn (an)
j (1� an)n�j si j � n

0 si j � n+ 1
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Chapitre 1.Variables aléatoires

Alors on a : lim
n!+1

Pj (an; n) = Pj := e
�� �j

j!
;8j 2 N. En e¤et, on a

Pj (an; n) = C
j
n (an)

j (1� an)n�j

=
n!

j! (n� j)! (an)
j (1� an)n�j

=
1

j!
nan|{z}
#

�

(n� 1) an| {z }
#

�

:::(n� j + 1)| {z }
#

�

an (1� an)n�j

=
1

j!
�je��;

on a utiliser

(1� an)n�j = e(n�j)len(1�an) ! e��
n!+1

car

an s
�

n
=) ln

n!+1

(1� an)
n!+1

s �an:

Dé�nition 1.2.5 On appelle v.a de Poisson de paramètre � > 0 une v.a X a valeurs

dans N telle que

P (X = k) = e��
�k

k!
;8k 2 N,

sa loi est la loi de Poisson de paramètre � notée P (�)

Exemple 1.2.2 En peut prendre comme exemple l�exemple précédent, on peut approcherX

(en loi) par une v.a Z de loi de Poisson P (2) on peut Véri�er que l�approximation est

très bonne, soit X une variable aléatoire qui suit la loi Binomiale B (100; 0; 02) et donc

9



Chapitre 1.Variables aléatoires

np = 2, et soit Z une variable aléatoire de loi de Poisson P (2), on a alors

k P (X = k) P (Z = k)

0 0; 1326 0; 13533

1 0; 2706 0; 27066

2 0; 2734 0; 27066

3 0:1822 0; 1804

4 0; 09 0; 0902

1.2.2 Espérance pour une variable aléatoire sur 
 �ni ou dénom-

brable

Motivation : donner un résumé quantitatif de variable aléatoire X.

� Moyenne arithmétique x1 + :::+ xn
n

� Modèle abstrait

Mn =
X
!2

fn (f!g)X (!) ; ou fn est la fréquence empirique,

On a

fn (f!g)
n!+1

! P (X = !) ;

cette limite sera justi�er plus tard (Loi des grands nombres).

Dé�nition 1.2.6 Si X
!2

P (!) jX (!)j < +1

On appelle espérance de X le nombre

E (X) :=
X
!2

X (!)P (!) :
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Chapitre 1.Variables aléatoires

On dit que la v.a X est intégrable si

E (jXj) =:
X
!2

P (!) jX (!)j h+1

Si 
 est �ni toutes les v.a sont intégrables.

Soit L1 l�ensemble des variables aléatoires intégrables. C�est un sous espace vectoriel de

l�ensemble des applications de 
 dans F: En e¤et, il est non vide et stable par combinaison

linéaire

Proposition 1.2.2 1. Si X (!) = a pour tout ! , alors

E (X) = a
X
!2

P (!) = a

2. Linéarité : On a

E (aX + bY ) = aE (X) + bE (Y )

3. On a X 2 L1 () jXj 2 L1 et on a l�inégalité suivante

jE (X)j � E (jXj) :

4. Positivité : Si X � 0; alors E (X) � 0. X � 0 signi�e que pour tout ! 2 
; X (!) �

0:

5. Si X; Y 2 L1 telles que X � Y ; alors E (X) � E (Y ).

La remarque suivante fait le lien entre la probabilité d�un événement et l�espérance de

l�indicatrice de cet événement
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Chapitre 1.Variables aléatoires

Preuve. Pour la preuve de 2

E (aX + bY ) =
X
!2


(aX (!) + bY (!))P (!)

= a
X
!2

X (!)P (!) + b

X
!2

Y (!)P (!)

= aE (X) + bE (Y )

Pour 4 on a si X � Y ; alors E (X) � E (Y ), c�est une conséquence de la positivité et de

la linéarité car

0 � E (Y �X) = E (Y )� E (X) :

Remarque 1.2.3 ( fondamentale) Soit A � 
; rappelons que l�indicatrice de l�en-

semble A est la v.a X = 1A dé�nie par

X (!) =

8><>: 1 si ! 2 A

0 si ! =2 A

C�est donc une v.a de Bernoulli et nous avons

E (X) = E (1A) = P (X = 1) = P (A) :

Calcul de l�espérance

Si E (jXj) < +1; alors

E (X) =
X
xi2F

xiP (X = xi) : (1.3)

Plus généralement :
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Chapitre 1.Variables aléatoires

Théorème 1.2.1 Soit f : F ! R, telle que E (jf (X)j) < +1 ; alors

E (f (X)) =
X
xi2F

f (xi)P (X = xi) : (1.4)

Preuve. Supposons queE (f (jXj)) < +1 (i:e la série de terme générale P (!) f (X (!)) est

absolument convergente)

E (f (X)) =
X
!2

P (!) f (X (!))


 = Ui;xi2F f!;X (!) = xig

on va faire une somation par pacquer pour cela on a besoin de la c.v absolue de la série

on a donc

E (f (X)) =
X
xi2F

0@ X
!;X(!)=xi

P (!) f (X (!))

1A
=
X
xi2F

0@ X
!;X(!)=xi

P (!) f (xi)

1A
=
X
xi2F

0@f (xi)
0@ X
!;X(!)=xi

P (!)

1A1A
=
X
xi2F

f (xi)P

 S
!;X(!)=xi

f!g
!

=
X
xi2F

f (xi)P (X = xi) :

13



Chapitre 1.Variables aléatoires

Exemple 1.2.3 X � P (�) ; �i0 (loi de Poisson), 8k 2 N ; P (X = k) = e��
�k

k!

E (X) =
X
k2N

kP (X = k)

=
X
k2N�

ke��
�k

k!
= e���

X
k2N�

�k�1

(k � 1)!

= e���
X
��0

�l

l!
= e���e� = �

E (X (X � 1)) =
X
k2N

k (k � 1) e�� �
k

k!

=
X
k�2

k (k � 1) e�� �
k

k!

=

 X
k�2

�k�2

(k � 2)!

!
e���2 =

 X
l�0

el

l!

!
e���2

= e�e���2 = �2

Variance

Dé�nition 1.2.7 Nous dirons qu�une v.a X est de carré intégrable si E (X2) < 1 :

L�ensemble des v.a de carré intégrable est noté L2:

Supposons que E (X2) <1; on appelle Variance de X le nombre positif

V ar (X) = E
�
(X � E (X))2

�
:

14



Chapitre 1.Variables aléatoires

on a

V ar (X) = E
�
(X � E (X))2

�
= E

�
X2 � 2XE (X) + (E (X))2

�
=
X
xi2F

P (X = xi)x
2
i � (E (X))

2 :

V ar (X) =�Moyenne des carré-carré des moyennes�. La variance mesure le carré d�une

distance a la moyenne

Ecart-Type de X :

� (X) =
p
V ar (X)

Propriété

Pour tout nombres réels a et b et X une v.a de carré intégrable, il en est de même de

aX + b et

V ar (aX + b) = a2V ar (X)

Dé�nition 1.2.8 Nous dirons qu�une v.a de carré intégrable X est centrée réduite si

E (X) = 0 ; V ar (X) = 1

Proposition 1.2.3 Soit Y une v.a de carrée intégrable. Alors, la variable aléatoire X

dé�nie par

X =
Y � E (Y )

�Y
;

est centrée réduite.

15



Chapitre 1.Variables aléatoires

Preuve. On a V ar (aX + b) = a2V ar (X)

V ar (aX + b) = E
�
(aX + b)2

�
� (E (aX + b))2

= E
�
a2X22abX + b2

�
�
�
aE (X) + b2

�
= a2E

�
X2
�
+ 2abE (X) + b2 � a2 (E (X))2 � b2 � 2abE (X)

= a2
�
E
�
X2
�
� (E (X))2

�
= a2V ar (X) :

On a si

X =
Y � E (Y )

�Y

alors

E (X) =
1

�Y
(E (Y )� E (Y )) = 0

et

V ar (X) = V ar

�
Y � E (Y )

�Y

�
=

�
1

�Y

�2
V ar (Y � E (Y ))

=

�
1

�Y

�2
V ar (Y ) =

�2Y
�2Y

= 1:

1.2.3 Fonction génératrice d�une variable aléatoire à valeurs en-

tières

Considérons une variable aléatoire X à valeurs dans N. Jusqu�à présent, nous avons ca-

ractérisé la loi d�une telle variable par la donnée (n; Pn), où n 2 N et Pn = P (X = n) :

Nous allons introduire une fonction réelle de variable réelle qui va nous permettre de

16



Chapitre 1.Variables aléatoires

caractériser simplement la loi de X et d�obtenir ses moments quand ils existent.

Dé�nition 1.2.9 La fonction génératrice de X est la fonction dé�nie pour s 2 [0; 1] par

GX (s) = E
�
sX
�
=
X
n2N

P (X = n) sn:

C�est la somme d�une série entière dont le rayon de convergence est au moins 1, carX
n

Pn = 1

Nous allons voire que cette fonction caractérise la loi de X:

Fonction génératrice et moments

Proposition 1.2.4 1. GX est continue sur [0; 1], C1 sur [0; 1[.

2. X 2 L1 () GX dérivable (à gauche) en s = 1 et E (X) = G0X (1)

3. X (X � 1) : : : (X � P ) 2 L1 () GX est P + 1 fois dérivable en 1 ,et

E (X (X � 1) : : : (X � P )) = G(P+1)X (1) :

Preuve. on a :

1. G(s)X =
X
n2N

SnPn Somme d�une série entière de rayon de convergence R � 1, alors

(d�après les cours d�analyse) on à

2. GX est continue sur [0; 1] et C1 sur ([0; 1[) :

Montrons que G(n)X (0) = Pn n! =) Pn = P (X = n) =
G
(n)
X (0)

n!
:

Supposons que X 2 L1

GX (s) = E
�
sX
�
=
X
n

(PnS
n)

17
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on a donc 8s 2 [0; 1[

G0X (s) =
X
n

nPns
n�1

= E
�
XsX�1

�
étudions la dérivabilité au point s = 1

GX (s)�GX (1)
s� 1 =

X
Pns

n �
X
n

Pn

s� 1

=
X
n

Pn

�
sn � 1
s� 1

�
=
X
n

Pn
�
1 + s+ s2 + :::+ sn�1

�
;

puisque on a

sn�1 = (s� 1)
�
1 + s+ s2 + :::+ sn�1

�
;

et comme

Pn
�
1 + s+ s2 + :::+ sn�1

�
! nPn quand s! 1

alors

lim
s!1

GX (s)�GX (1)
s� 1 =

X
n

lim
s!1

�
Pn
�
1 + s+ s2 + :::+ sn�1

��
=
X
n

nPn = E (X)

et donc G0X (1) = E (X) :

18
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3. On a pour tout s 2 [0; 1[

G
(P+1)
X (s) =

 X
n

Pns
n

!(p+1)
=
X
n

Pnn (n� 1) (n� 2) ::: (n� p)Sn�p+1?

par passage a la limite quand s! 1

G
(P+1)
X (1) = E (X (X � 1) ::: (X � P + 1) (X � p)) :

4. En particulier, X est de carré intégrable si et seulement si GX est deux fois dérivable

en 1 et

E (X (X � 1)) = G00X (1)

Nous en déduisons que

V ar (X) = E (X (X � 1)) + E (X)� E (X)2

= G00X (1) +G
0
X (1)� (G0X (1))

2
:

Pour calculer les moments d�une variable aléatoire à valeurs entières, il est souvent beau-

coup plus rapide d�utiliser les dérivées de la fonction génératrice plutôt qu�un calcul direct

Calcul des moments

� X v.a de Bernoulli on a pour s 2 [0; 1] ; X (
) = f0; 1g

GX (s) =
X

k2X(
)

P (X = k) sk

= (1� p) + sp
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alors

G0X (1) = p

et

V ar (X) = G00X (1) +G
0
X (1)� (G0X (1))

2

= p� p2

et donc

E (X) = p; V ar (X) = p (1� p)

� XsB (n; p) ; pour s 2 [0; 1] ;

GX (s) =
nX
k=0

Cknp
k (1� p)n�k sk

= (ps+ (1� p))n :

Nous en déduisons

E (X) = G0X (1) = p:n;

V ar (X) = G00X (1) +G
0
X (1)� (G0X (1))

2

= n (n� 1) p2 + pn� p2n2

= np ((n� 1) p+ 1� np) = np (1� p) :

� XsP (�) ; pour s 2 [0; 1] ;

GX (s) =
X
k2N

sk
�k

k!
e�� = es�e�� = e�(s�1);
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alors

G0X (s) = �e
�(s�1);

et

G00X (s) = �
2e�(s�1):

Nous en déduisons

E (X) = � = G0X (1)

V ar (X) = G00X (1) +G
0
X (1)� (G0X (1))

2

= �2 + � � �2 = �:

1.2.4 Couple de variables aléatoires et variables aléatoires indé-

pendants cas discret

On veut décrire l�évolution aléatoire conjointe de deux variables aléatoires X et Y

Exemple 1.2.4 Z = (X; Y ) décrit le nombre d�années d�études et le nombre de frères et

s�urs de l�ainé d�une famille

X (
) = F ;Y (
) = G et Z (
) = F �G est dénombrable.

Dé�nition 1.2.10 La loi jointe du couple (X;Y ) est une probabilité P(X;Y ) sur F �

G caractérisée par la probabilité des singletons. Pour tout (x; y) 2 F �G;

P(X;Y ) (f(x; y)g) = P (X = x; Y = y)

Dé�nition 1.2.11 La lois marginales Ce sont les lois respectives PX et PY des coordon-
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nées X et Y:

Remarque 1.2.4 remarquons que

fX = xg = UY 2G fX = x; Y = yg

et les ensembles fX = xg ; fY = yg sont disjoints. Nous en déduisons que

PX (x) = P (X = x) =
X
Y 2G

P (X = x; Y = y)

=
X
Y 2G

P(X;Y ) (x; y)

et de même

PY (y) = P (Y = y) =
X
X2F

P(X;Y ) (x; y) :

1.2.5 Loi conditionnelles

Soit X une v.a discrète à valeurs dans E (dénombrable ou �nie) telle que,

8x 2 E : P (X = x) > 0:

Dé�nition 1.2.12 On dé�nie la probabilité conditionnelle sachant fX = xg par

P (�=X = x) =
P (� \ fX = xg)
P (X = x)

:

Sur l�espace probabilisé (
;A; P (�=X = x)) on peut calculer l�espérance et loi d�une v.a

on parle alors d�espérance et de loi conditionnelle sachant fX = xg :

Dé�nition 1.2.13 Soit Z une v.a.r positive ou intégrable.

� On appelle espérance conditionnelle de Z sachant fX = xg ; l�espérance de Z par rapport

à la probabilité P (�=X = x) et on note cette quantité E (Z=X = x) ;
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� Autrement dit :

E (Z=X = x) =

Z



ZdP (�=X = x) :

� Notons 	 l�application

	 : E ! R

x! 	(x) = E (Z=X = x)

La v.a.r 	(X) ; notée E (Z=X) ; s�appelle l�espérance conditionnelle de Z sachant X:

Proposition 1.2.5 Si Z est une v.a.r positive ou intégrable, alors 8x 2 E

E (Z=X = x) =

Z



ZdP (�=X = x)

=
1

P (X = x)

Z
fX=xg

ZdP

=
1

P (X = x)
E
�
Z 1fX=xg

�
:

Preuve. La formule est vraie si Z est une fonction indicatrice de borélien par linéarité,

elle est vraie pour les combinaisons linéaires de fonctions indicatrices de boréliens. Par

passage à la limite croissante, elle est vraie pour les v.a positive

Proposition 1.2.6 Si Z est une v.a.r positive ou intégrable et si h est une fonction de E

dans R positive ou telle que la v.a h (X)Z est intégrable on a :

E (h (X)Z) =
X
x2E

h (x)E (Z=X = x)P (X = x) ;

c�est à dire

E (h (X)Z) = E (h (X)E (Z=X)) ;
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En particulier

E (Z) = E (E (Z=X)) :

Preuve. On peut écrire :

E (h (X)Z) =
X
x2E

E
�
h (X)Z 1fX=xg

�
=
X
x2E

h (x)E
�
Z 1fX=xg

�
=
X
x2E

h (x)E (Z=X = x)P (X = x)

= E (h (X)E (Z=X)) ;

en prenant la fonction h = 1

E (Z) = E (E (Z=X))

Dé�nition 1.2.14 Soit Y une v.a a valeurs dans Rd, on appelle loi conditionnelle de Y

sachant fX = xg la loi de Y par rapport a la probabilité P (�=X = x) ; et on note PY =X = x

cette loi. La loi PY=X=x est une probabilité sur
�
Rd; B

�
Rd
��
dé�nie pour tout borélien A

de Rd par

PY=X=x (A) := P (Y 2 A=X = x) =
P (Y 2 A \ fX = xg)

P (X = x)

et si ' : Rd ! R un e application mesurable, on a

E (' (Y ) =X = x) =

Z



' (Y ) dP (�=X = x)

=

Z
Rd

' (y) dPY=X=x (y) :

� En fait on a une famille de lois de probabilités, puisque il y�en a une pour chaque valeur

de x 2 E:
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� Lorsque ces lois admettent une densités s�appellent les densités conditionnelles de Y

sachant que fX = xg :

� Lorsque les v.a X et Y sont indépendantes il est clair que la loi conditionnelle de Y

sachant fX = xg est égale à la loi de Y:

Proposition 1.2.7 Soit Y une v.a à valeur dans Rd si � est une application mesurable

de E � Rd dans R positive où telle que � (X; Y ) soit intégrable, alors :

E (� (X; Y )) =
X
x2E

P (X = x)

Z
Rd

� (x; y) dPY=X=x (y) :

Preuve. On a

E (� (X; Y )) = E (E (� (X; Y ) =X))

=
X
x2E

E (� (X; Y ) =X = x)P (X = x)

=
X
x2E

E (� (x; Y ) =X = x)P (X = x)

=
X
x2E

Z
Rd

� (x; y) dPY=X=x (y)P (X = x)

Exemple 1.2.5 Si X et Y sont deux v.a Indépendante de loi Poisson, l�une de paramètre

a (a > 0) ; l�autre de paramètre b (b > 0) :

Quelle est la loi conditionnelle de X sachant fX + Y = ng ; n 2 N ?

D�après la dé�nition de la probabilité conditionnelle on a pour tout n 2 N

PX=X+Y=n (fkg) =
P (X = k;X + Y = n)

P (X + Y = n)
;
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tel que 0 6 k 6 n; on a d�une part

P (X = k;X + Y = n) = P (X = k; Y = n� k)

= e�a
ak

k!
e�b

bn�k

(n� k)!

= e�a�b
akbn�k

k! (n� k)! ; (1.5)

et d�autre part on a aussi

P (X + Y = n) =
nX
h=0

P (X = k;X + Y = n)

=
nX
h=0

e�(a+b)ak

= e�(a+b)
(a+ b)n

n!
; (1.6)

d�après (1.5) et (1.6)

PX=(X+Y=n) (k) = e
�(a+b) akbn�k

k! (n� k)
n!

(a+ b)n

=
n!

k! (n� k)

�
a

a+ b

�k �
b

a+ b

�n�k

X=(X + Y = n) v B
�
n; a

a+b

�
; par conséquent E (X=X+Y=n) =

�
a
a+b

�n
E (X=X+Y ) =

a

a+ b
(X + Y )

1.2.6 Somme de variables aléatoires indépendantes

Proposition 1.2.8 Soient X et Y des v.a à valeurs entières, et Z = X + Y: Alors

P (Z = i) =
X
j2N

P ((X; Y ) = (j; i� j)) :
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En particulier, si X et Y sont indépendantes

P (Z = i) =
X
j2N

P (X = j)P (Y = i� j)

=
X
j2N

P (X = i� j)P (Y = j) :

Si X et Y indépendantes, alors

GX+Y (s) = GX (s)GY (s) :

1.3 Variables aléatoires réelles

1.3.1 Lois continues

Dé�nition 1.3.1 On dit qu�une v.a.r. X est de loi continue si sa loi PX est une mesure

de probabilité continue..

Une v.a.r. continue est donc telle que :

PX (x) = 0

Proposition 1.3.1 Une v.a.r. est continue si et seulement si sa fonction de répartition

est continue.

Dé�nition 1.3.2 On dit que la loi PX d�une v.a.r. X admet fX comme densité s�il existe

une telle fonction fX positive et telle que pour tout x 2 R on ait

FX (x) =
xR

�1
fX (u) du:
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Une v.a.r. (ou sa loi) qui admet une densité est dite absolument continue. Cette dé�-

nition est équivalente à l�existence d�une fonction fX positive et telle que

8B 2 B; PX (B) = P (X 2 B) =
R
B

fX (u) du:

où l�intégrale est prise au sens de Lebesgue.

Théorème 1.3.1 Une fonction f sur R est une densité de probabilité si et seulement si

elle véri�e les trois assertions suivantes :

i) f est positive

ii) f est mesurable.

iii) f est intégrable et

Proposition 1.3.2 Si fX est continue sur un intervalle [a; b], alors FX est dérivable sur

[a; b] et on a fX = F 0X .

Preuve. On a, pour tout x dans l�intervalle [a; b] :

FX (x) =
xR

�1
fX (u) du =

aR
�1
fX (u) du+

xR
a

fX (u) du;

et la proposition découle du résultat classique sur la dérivation de la fonction

x!
xR
a

fX (u) du:

Proposition 1.3.3 Une variable aléatoire réelle absolument continue est continue mais

la réciproque est fausse.

Preuve. Si X est absolument continue, on a alors

PX (x) =
xR
x

fX (u) du = 0

28



Chapitre 1.Variables aléatoires

pour tout x dans R et la variable aléatoire X est bien continue.

Principales lois de probabilité sur R absolument continues.

a) Loi uniforme sur [a; b] : Une v.a.r. X à valeurs dans [a; b] est dite de loi uniforme

sur cet intervalle si elle est absolument continue et admet pour densité

f (x) =
1

b� a1[a;b] (x)

On note X � U[a;b].

Sa fonction de répartition est

F (x) =

8>>>><>>>>:
0 pour x � a
x�a
b�a pour a � x � b

1 pour x � b:

La loi uniforme la plus célèbre est celle dont le support est l�intervalle [0; 1]

b) Loi normale N(�; �2) : Une v.a.r. X à valeurs dans R est dite de loi normale de

moyenne � et de variance �2 si elle est absolument continue et admet pour densité

f (x) =
1p
2��2

exp

 
�(x� �)

2

2�2

!

pour x 2 R. La loi N(0; 1) est appelée loi normale centrée réduite.

Notons le résultat suivant

si X � N(�; �2) alors X � �
�

� N (0; 1)

si X � N (0; 1) alors �+ �X � N(�; �2):

La fonction de répartition de la loi normale n�a pas d�expression explicite mais on l�exprime
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souvent en fonction de celle de la loi N(0; 1), que l�on note souvent ': On a

' (x) =
1p
2�

xR
�1
e�

u2

2 du:

Ainsi, si X � N(�; �2), alors

FX (x) = '

�
X � �
�

�
:

c) Loi exponentielle : Soit � un réel strictement positif. Une v.a.r. X à valeurs dans

R+� est dite de loi exponentielle de paramètre � si elle est absolument continue et admet

pour densité

f (x) = �e��x1]0;+1[ (x) :

On note X � E (�) :

Sa fonction de répartition est :

F (x) = 1� e��x;

pour tout x positif.

1.3.2 Changement de variables

Le problème que l�on se propose d�étudier dans cette partie est la détermination de la loi

de fonctions d�une v.a.r. dont on connaît la loi.

Soit donc X une v.a.r. de loi PX et de fonction de répartition FX . Soit ' une application

mesurable de R vers R. La v.a.r.Y = ' � X est donc encore une v.a.r. et on cherche à

déterminer sa loi.

Une première méthode, convenant autant aux variables discrètes que continues, consiste

à déterminer la fonction de répartition FY de Y

30



Chapitre 1.Variables aléatoires

On a, pour tout y dans R

FY (y) = P (Y 2 ]�1; y]) = P (Y 2 ]�1; y])

= P (' �X 2 ]�1; y]) = P
�
X 2 '�1 (]�1; y])

�
= PX

�
'�1 (]�1; y])

�
:

Voyons un exemple d�application de cette méthode.

Supposons que la v.a.r. X suive une loi N(0; 1) et posons Y = X2: On a

FY (y) = P (Y � y) = P
�
X2 � y

�
On constate déjà que l�on a : FY (y) = 0 si y � 0. Par ailleurs,

FY (y) = P (�
p
y � X � py)

= P (X � py)� P (X � �py)

= FX (
p
y)� FX (�

p
y) ;

alors on a

fY (y) =
1

2
p
y
fX (
p
y) +

1

2
p
y
fX (�

p
y)

=
1
p
y

1p
2�
e�

y
2 1R+� (y) :

Une deuxième méthode pour calculer la loi de '(X) = Y est donnée par le théorème

suivant suivant et ne convient que pour des variables aléatoires absolument continues.

Théorème 1.3.2 Soient S et T deux ouverts de R et X une v.a.r. absolument continue

à valeurs dans S et de densité fX . Soit �' une bijection de S vers T = Im' continûment

di¤érentiable ainsi que son inverse (�est dite C1-di¤éomorphisme). Alors, la v.a.r. Y =
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'(X) est absolument continue, à valeurs dans T et de densité

fY (y) = fX
�
'�1 (y)

� ����'�1�0 (y)��� 1Im' (y) :
Preuve. On a :

FY (y) = PX
�
'�1 (]�1; y])

�
=

R
fx2S= '(x)�yg

fX (x) dx

par le changement de variable u = ' (x) ; on obtient si ' est croissante

FY (y) =
yR

�1
fX
�
'�1 (u)

� �
'�1

�0
(u) 1T (u) du:

et donc

fY (y) = F
0
Y (y) = fX

�
'�1 (y)

� �
'�1

�0
(y) 1Im' (y)

on obtient le signe (�) dans le cas ' est décroissante.

Exemple 1.3.1 Appliquons cette formule pour le calcul de la densité de la loi log-normale.

Soit X une v.a de loi N(�; �2), on pose Y = expX quelle est la loi de Y ?

La fonction �' = exp est clairement un C1-di¤éomorphisme de R dans R+ d�inverse

'�1 = ln�et telle que �
'�1

�0
(x) =

1

x
:

Ainsi, d�après la formule du changement de variable, on a :

fY (y) = fX
�
'�1 (y)

� ����'�1�0 (y)��� 1Im' (y)
=

1p
2��2

e�
1
2(

ln y��
� )

2 1

y
1R+� (y) ;

qui est la densité de la loi log-normale.
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1.3.3 Espérance pour une variable aléatoire continue

Dans cette partie nous voulons généraliser la notion d�espérance introduite dans la sec-

tion 2, L�idée naturelle est de se ramener à la dé�nition qu�on fait dans la section 2 en

approchant X par une suite de variables aléatoires prenant un nombre �ni de valeurs.

On appelle variable aléatoire étagée toute variable aléatoire X qui ne prend qu�un nombre

�ni de valeurs, disons a1; :::; ap. D�après (1.3), elle admet donc une espérance donnée par

pP
i

aiP (X = ai)

En va construire l�espérance d�une v.a continue par étape

� X une variable aléatoires positive : On considère une suite Xn de variables aléa-

toires positives étagées croissant vers X, par exemple

Xn (!) =

8><>: k2�n si k2�n � X (!) � (k + 1) 2�n 0 � k � n2n � 1

n sinon.

On a

Xn (!) � Xn+1 (!)) E (Xn) � E (Xn+1) ;

dans ce cas on dé�nit l�espérance de X

E (X) := lim
n!1

E (Xn)

Cette limite existe toujours, elle est positive, mais elle peut être in�nie.et elle ne

dépend pas de la suite (Xn)n approximante choisie.

� X une variable aléatoire de signe quelconque : Cette variable s�écritX = X+�X�

telle que

X+ = sup fX; 0g et X� = sup f�X; 0g
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et donc

jXj = X+ +X�;

X+ et X� sont deux variables aléatoires positives.

Dé�nition 1.3.3 On dit que la variable aléatoire X est intégrable si les valeurs

E(X+) et E(X�) sont toutes les deux �nies. Dans ce cas, l�espérance mathématique

de X est le nombre

E (X) = E(X+)� E(X�) noté aussi
R



X (!) dP (!) :

On appelle L1 l�ensemble des variables aléatoires intégrables, que l�on pourra aussi

noter L1(
;A; P ) si l�on souhaite préciser l�espace de probabilité sous-jacent.

Puisque jXj = X+ +X� la proposition suivante est évidente

Proposition 1.3.4 Soit X une variable aléatoire. Alors

X 2 L1 () E (jXj) < +1:

On montre (par passage à la limite) que les propriétés données dans la section 2 restent

vraies dans notre cadre général, en e¤et on a

� Linéarité : L1 est un espace vectoriel, et 8X; Y 2 L1;8a; b 2 R;

E (aX + bY ) = aE (X) + bE (Y )

� On a X 2 L1 () jXj 2 L1 et on a l�inégalité suivante

jE (X)j � E (jXj) :
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� Positivité :

Si X � 0 ; alors E (X) � 0:

� Si X; Y 2 L1 telles que X � Y ; alors E (X) � E (Y ).

� Si X (!) = a pour tout ! , alors

E (X) = a
X
!2

P (!) = a:

� S�il existe un réel b tel que jX(!)j � b pour tout !, alors X 2 L1 et E(X) � b:

1.3.4 Variance et Covariance

Outre l�espace L1; on dé�nit aussi, comme dans la section 2, l�espace L2 des variables

aléatoires X telles que le carré X2 soit dans L1:

Dé�nition 1.3.4 On dit qu�une variable aléatoire X est de carré intégrable si la variable

aléatoire X2 est intégrable, c�est-à-dire si son espérance est �nie.

Proposition 1.3.5 L2 est un sous-espace vectoriel de L1, et si X 2 L2,

jE (X)j � E (jXj) �
p
E (X2):

Dé�nition 1.3.5 Si X 2 L2, on dé�nie la variance de X on la note par V ar(X) ou �2

V ar (X) = E
�
(X � E (X))2

�
On a évidemment encore

V ar (X) = E (X)� E (X)2 :
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Vecteurs Aléatoires

2.1 Loi et moment d�un vecteur aléatoire

Description de phénomènes aléatoires qui évoluent dans Rn:

Exemple 2.1.1 X = (X1; X2) couple des deux cordonnées de l�impact de la �èche sur la

cible.

Dé�nition 2.1.1 On appelle vecteur aléatoire où variable aléatoire à valeurs dans Rd,

une application mesurable de (
;A) dans
�
Rd;B

�
Rd
��
:

2.1.1 Loi d�un vecteur aléatoire

Soit (
;A;P) un espace de probabilité, si X est un vecteur aléatoire à valeurs dans Rd,

on appelle loi de X; la probabilité PX dé�nit par

8B 2 B
�
Rd
�
; PX (B) = P

�
X�1 (B)

�
= P (X 2 B)

Remarque 2.1.1 1) On a

B
�
Rd
�
= �

 
nY
i=1

]�1; xi] ; (x; :::xn) 2 Rn
!
= B (R)� :::�B (R)
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2) Si X = (X1;:::;Xd) un vecteur aléatoire à valeurs dans Rd; chacun de ses composante Xi

(1 � i � d) est une v.a.

Dé�nition 2.1.2 Si X = (X1; :::; Xd) est un vecteur à valeurs dans Rd. La loi de la v.a

Xi (1 6 i 6 d) est appelée la ième loi marginal .

� La loi PX de X est la loi joint du d-up let (X1;::::; Xd) probabilité sur Rd:

� La loi PXi de Xi
est la ième loi marginale probabilité sur R:

Remarque 2.1.2 La question est : qu�elle est le lien entre la collection (PXi)16i6d et PX ?

comment décrire une probabilité sur Rd ?

La loi du vecteur est caractérisée par sa fonction de répartition

8 (x1; :::; xd) 2 Rd: F (x1; :::; xd) = P
 
X 2

dY
i=1

]�1; xi]
!
;

c�est une fonction di¢ cile a manipuler.

De�nition : La loi de X admet la densité f positive, intégrable sur Rn et d�intégrale 1 si

et seulement si

F (x1; :::; xd) =

x1Z
�1

:::

xdZ
�1

f (y1; :::; yd) dy1 :::dyd

Remarque 2.1.3 On a pour tout B 2 B (R)

PXi (B) = P (Xi 2 B) = P(X1 2 R; :::; Xi 2 B; :::; Xd 2 R)

= P(X 2 R� :::�B � :::� R)

= PX(R� :::�B � :::� R);

dans le cas ou f a pour densité f , on obtiens
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Proposition 2.1.1 Si le vecteur X = (X1; :::; Xd) admet une densité f , alors Xi (1 6

i 6 d) a pour densité la fonction fi donnée par

fi (u) =

Z
Rd�1

f(x1; :::; xi�1; u; :::; xi+1; :::; xd)dx1 :::dxi�1dxi+1 :::dxn

on appelle cette densité la ième densité marginale.

Preuve. Dans le cas où X a pour densité f :

PXi(B) = PX(R� :::�B � :::� R)

=

Z
R�:::�B�:::�R

f(x1; :::; xd)dx1 :::dxd

=

Z
B

(

Z
Rd�1

f(x1; :::; xd)dx1 :::dxi�1dxi+1 :::dxn)dxi

=

Z
B

fi(u)du;

tel que

fi(u) =

Z
Rd�1

f(x1; :::; xi�1; u; xi+1:::; xd)dx1 :::dxi�1dxi+1 :::dxd

Exemple 2.1.2 On lance une �échette sur une cible circulaire de rayon 1, le point d�im-

pact est un vecteur aléatoire (X; Y ). Si on suppose qu�on lance d�une manière uniforme

sur la cible alors la densité de ce vecteur est

f(x; y) =
1

�
1fx2+y261g (x; y)
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La surface d�un disque de rayoun1 est �

fX(x) =

Z
R

f(x; y)dy =

Z
R

1

�
1fx2+y261g (x; y) dy

=

0B@
p
1�x2Z

�
p
1�x2

dy

1CA 1

�
1[�1;1](x)

=
2

�

p
1� x21[�1;1](x)

X n�est pas une loi uniforme et par symétrie, Y a même loi que X:

Pour calculer la loi du vecteur X, on a la proposition suivante :

Proposition 2.1.2 Soit X un vecteur aléatoire à valeur dans Rd, une probabilité � sur

(Rd; B
�
Rd
�
) est la loi de X si et seulement si, pour toute fonction ' de Rn dans R

mesurable positive, on a

E('(X)) =

Z
Rd

'(x)d�(x):

Preuve. Condition nécessaire : on a ' : (
;F ;P)! (Rd;B
�
Rd
�
; �) et supposons que

� est la loi de X alors on a

E('(X)) =

Z



'(X(!))dP (!)

=

Z
Rd

'(x)d�(x);

(par le théorème de transfert de mesure).

Condition su¢ sante : pour '(X) = 1B(x); B 2 B(Rd) on a alors d�une part

Z
Rd

'(x)d�(x) =

Z
B

d�(x) = �(B);
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et d�autre part

E('(x)) =

Z



'(X(!))dP(!)

=

Z



1
X�1(B)

(!)dP(!)

= P (X�1(B)) = �(B);

alors � est la loi de X:

Remarque 2.1.4 Nous pouvons, utiliser cette proposition pour trouver la loi d�un vecteur

aléatoire image d�un autre vecteur aléatoire de loi connue. Soit X un vecteur aléatoire p:s

à valeurs dans un ouvert U de Rd avec f comme densité. Soit � un C1 di¤éomorphisme

de U dans un ouvert V de Rd le vecteur aléatoire Y = �(X) est p.s. a valeurs dans V .

Pour trouver la loi de Y , nous pouvons écrire pour toute fonction ' mesurable, positive de

Rd dans R

E('(Y )) = E('(�(X))

Z
U

' (� (x)) f (x) dx

Z
V

' (y) f
�
��1 (y)

�
jJ(y)j dy

où J(y) est le Jacobien de ��1 au point y alors la densité de Y est f(��1(y)) jJ(y)j 1V (y):

Exemple 2.1.3 X = (X1; X2) un vecteur de densité sur R2

f(x; y) =
1

2�
exp(�x2 + y2

2
);

soit Y =
X1

X2

si X2 6= 0 et Y = 0 X2 = 0
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Quelle est la loi de Y ?. Si ' est une fonction mesurable de R dans R on a

E (' (Y )) = E

�
'

�
X1

X2

1fX2 6=0g

��
=

Z
R2

'

�
X

X2

1fX2 6=0g

�
1

2�
exp(�x2 + x2

2
)dx1dx2

=

Z
R

Z
R

'

�
X1

X2

�
1

2�
exp(�x2 + x2

2
)dx1dx2;

par un changement de variable

8><>:
u =

x

y

v = y

=)

8><>: x = uv

y = v

jJ j =

�������
v 0

u 1

������� ;
on a donc

E (' (Y )) =

Z
R

Z
R

' (u)
1

2�
exp

�
�v2 (u2 + 1)

2

�
jvj dud�

=

Z
R

' (u)

Z
R

1

�
exp

�
�v2 (v2 + 1)

2

�
vdv)du

en e¤ectuions le changement de variable suivants
v2

2
= y c�est ne bijection sauf sur R+ !

R+, on obtiens

E (' (Y )) =

Z
R

' (u)
1

�

Z
R

e�y(u
2+1)dydu

=

Z
R

' (u)
1

�(1 + v2)
dv

La densité de Y est
1

�(1 + u2)
c�est la loi de Cauchy.
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2.1.2 Moments d�un vecteur aléatoire

Dé�nition 2.1.3 Si X = (X1; :::; Xd) un vecteur aléatoire lorsque kXk est intégrable ou

lorsque chaque composante est une v.a positive ou nulle, on appelle espérance (ou moyenne

d�ordre1) de X, le vecteur de Rd égal a :

E (X) = (E (X1) ; :::; E (Xd)) :

On peut calculer E (Xi) a laide de la loi de Xi où a laid de la loi de X

E (Xi) =

Z



Xi (!) dP (!) =

Z
R
xiPXi(xi) =

Z
Rd
xidPX(x):

Dé�nition 2.1.4 Si X et Y sont deux v:a réelles de carré intégrable, on appelle covariance

de X et Y la quantité

cov (X; Y ) = E [(X � E (X)) (Y � E (Y ))]

Proposition 2.1.3 Toutes les v.a considérées sont de carré intégrable. Alors :

� (cov est symétrique)

Cov(X; Y ) = Cov(X;Y )

�

Cov(X; Y ) = V ar(X) = E
�
X2
�
� E (X)2

�

Cov(X; Y ) = E (XY )� E (X)E (Y )

� (Cov est bilinéaire) si a1,a2 2 R; on a :

Cov(a1X1 + a2X2; Y ) = a1Cov(X1; Y ) + a2Cov(X2; Y ):
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Proposition 2.1.4 Si X1; :::; Xd sont des v.a.r de carré intégrable, on a la formule

var

 
dX
i=1

Xi

!
=

dX
i=1

var(Xi) + 2
X

16i<j6d
cov(Xi; Xj):

Preuve. Posons Yi = Xi � E (Xi) : on a

 
dX
i=1

Yi

!2
=

dX
i=1

(Yi)
2 + 2

X
16i<j6d

YiYj;

et on prend l�espérence
�
dP
i=1

Yi =
dP
i=1

Xi � E
�

dP
i=1

Xi

��

V ar

 
dX
i=1

Xi

!
= E

 
dX
i=1

Yi

!2
=

dX
i=1

V ar (Xi) + 2
X

16i<j6d
cov(Xi; Xj):

Dé�nition 2.1.5 Le coe¢ cient de Corrélation de deux v.a.r X et Y de carrés intégrable

et de variance nou nulles est dé�nit par

�(X; Y ) =
Cov(X; Y )p
V ar(X)V ar(Y )

:

Proposition 2.1.5 Soient X et Y deux v.a.r de carré intégrable. Alors

jCov(X; Y )j 6
p
V ar(X)V ar(Y );

et par conséquent

j�(X; Y )j 6 1;

si les Variances de ces v.a.r ne sont pas nulles)
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Preuve. Il su¢ t d�appliquer l�inégalité de Schwartz aux v.a.r X � E (X) et Y � E (Y )

Cov(X; Y ) = E (X � E (X)) (Y � E (Y ))

6 E((X � E(X))2) 12E((Y � E(Y ))2) 12

=
p
V ar(X)V ar(Y ):

Dé�nition 2.1.6 Si X = (X1; :::; Xd) un vecteur aléatoire à valeurs dans Rd tel que

E(k�k2) <1. On appelle matrice de dispersion de X ou (matrice de variance covariance)

la matrice d� d de terme générale

(DX)i;j = cov(Xi; Xj);

DX = E
�
(X � E (X))

�
X � E (X)t

��
:

tel que X et E(X) sont représentes par matrice colonnes.

Proposition 2.1.6 Si X est un vecteur aléatoire à valeurs dans Rd, tel que E(k�k2)h1.

Si A est la matrice représentant une application linéaire de Rd dans Rd et si B est un

vecteur de Rd, alors le vecteur aléatoire Y = AX + B a valeurs dans Rd est tel que

E(kY k2)h1 et on a

E(Y ) = A E (X) +B;

DY = ADXA
t:

Preuve. On a

8i; Xi 2 L2 (
;A; P ) =) 8i; Yi 2 L2 (
;F ; P ) ;

E(kY k2) =
dX
i=1

E
�
Y 2i
�
;
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est �nie puisque l�intégrale est linéaire alors on a

E(Y ) = AE (X) +B:

Calculons DY :

DY = E
�
(Y � E (Y ))

�
Y � E (Y )t

��
= E

�
(AX +B � E (AX +B)) (AX +B � E (AX +B))t

�
= E

�
A (X � E (X)) (X � E (X))tAt

�
= ADXA

t

2.2 Vecteurs aléatoires indépendants

Dans cette section nous allons généraliser la notion d�indépendance de v.a au cas de vecteur

aléatoire.

Dé�nition 2.2.1 X et Y sont indépendants si pour tous boréliens A et B de Rn, on a

P (X 2 A; Y 2 B) = P (X 2 A)� P (Y 2 B):

Proposition 2.2.1 Si X et Y ont des lois à densité, alors X et Y sont indépendantes si

et seulement si pour (presque) tous x; y 2 Rn

f(X;Y )(x; y) = fX (x) :fY (y) :
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Preuve. On sait que la loi d�un vecteur est caractériser par sa fonction de répartition

8x; y 2 Rn

F(X;Y )(x; y) = P (X 6 x; Y 6 y)

= P (X 6 x) P (Y 6 y)

=

Z x

�1
fX(u)du

Z y

�1
fY (v)dv

d�où Z x

�1

Z y

�1
f(X;Y )(u; v)dudv =

Z x

�1

Z y

�1
fX(u)fY (v)dudv

alors

f(X;Y )(u; v) = fX(u)fY (v)

réciproquement si on suppose f(X;Y )(u; v) = fX(u)fY (v), alors 8x; y 2 Rn

Z x

�1

Z y

�1
f(X;Y )(u; v)dudv =

Z x

�1

Z y

�1
fX(u)fY (v)dudv

et donc

P (X 6 x; Y 6 y) = P (X 6 x)P (Y 6 y):

Théorème 2.2.1 Soient X 2 Rm et Y 2 Rn des vecteurs aléatoires indépendants, soient

g et h mesurables positives ou bornées respectivement sur Rm et Rn; alors

E(g(X)h(Y )) = E(g(X))E(h(Y )):

Preuve. 1) Cas générale : vrais pour g et h fonctions indicatrices d�ensembles, donc

vrais pour les fonctions étagées, vrais pour les fonctions positives par passage à la limite

puis on écrit g = g+�g� , h = h+�h�
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2)Si X et Y ont des lois a densité, la preuve est plus simple

E(g(X)h(Y )) =

Z
Rm�Rn

g(X)h(Y ) fX;Y (x; y)dxdy

=

Z
Rm�Rn

g(X)h(Y )fX(x)fY (y)dxdy

=

�Z
Rm
g(X)fX(x)dx

��Z
Rn
h(Y )fY (y)dy

�
= E(g(X))E(h(Y ));

par le théorème de Fubini car h et g sont positifs sont bornée.

Corollaire 2.2.1 Si X et Y sont deux variable aléatoires réelles indépendantes, alors

Cov(X; Y ) = 0:

Preuve. Immédiate d�après le théorème précédent

E [(X � E(X))(Y � E(Y ))] = E(X � E(X))E(Y � E(Y )) = 0:

Remarque 2.2.1 La réciproque est fausse voir l�exemple des �échettes.

on a Cov(X; Y ) = 0. or X et Y ne sont pas indépendantes.

En e¤et on a d�une part

fX(x)fY (y) =
4

�2

p
1� x2

p
1� y21[�1;1] (x)1[�1;1] (y)

6= f(X;Y )(x; y) =
1

�
1fx2+y261g(x; y)

et d�autre part

Cov(X; Y ) = E(XY )� E(X)E(Y ) = 0
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car

E(XY ) =

Z
R2
xy
1

�
1fx2+y261g(x; y)dxdy

=

1Z
�1

p
1�x2Z

�
p
1�x2

xy
1

�
dydx

= 0

et

E(X) =
2

�

Z 1

�1
x
p
1� x2dx

= 0

2.2.1 Fonction caractéristique

� Cadre général de vecteurs aléatoires

� Une nouvelle fonction pour caractériser la loi

� Fonction à valeurs complexes

� Mathématiquement : transformée de Fourier

Notation 2.2.1 Pour X; Y 2 Rd , on note

hX; Y i =
dX
j=1

xiyi:

Si X est un vecteur aléatoire à valeurs dans Rd et pour u 2 Rd alors

eihu;Xi = cos hu;Xi+ i sin hu;Xi

est une v.a bornée (en module) par 1

Dé�nition 2.2.2 La fonction caractéristique de X est la fonction �X dé�nie�de Rd dans
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C par :

�X(u) = E
�
eihu;Xi

�
= E

0@ei dP
j=1

ujXj

1A
= E (cos hu;Xi) + iE (sin hu;Xi) ;

si X est à valeurs réelles cas ou (d = 1), alors

8u 2 R; �X(u) = E
�
eiuX

�
La fonction �X ne dépend que de la loi de X

Cas discret

Loi de f(Xk; Pk) ; k 2 Ng alors

8u 2 R; �X(u) =
X
k2N

Pke
iuXk :

Supposons que X soit à valeurs dans N

�X(u) = GX (e
iu) ; où GX fonction génératrice de X. En e¤et

�X(u) =
X
k2N

Pk
�
eiu
�k
= GX

�
eiu
�

Cas d�une v.a.r à densité f

8u 2 R; �X(u) =
Z
R

eiuXfX(x)dx = E
�
eiuX

�
;

(calculer l�intégrable d�une fonction complexe (théorème des résidu).
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Proposition 2.2.2 Soit X un vecteur aléatoire de Rd. Alors la fonction �X est continue

de module inférieur a 1, et

�X(0) = 1; �X(�u) = �X(u);8u 2 Rd

Preuve. De la continuité on a

up ! u) eihUp;X(!)i ! eihU;X(!)i; 8! 2 


) eihup;Xi ! eihu;Xi p:s;

tous ces v:a:r sont bornées en module par 1 par le théorème de convergence dominée

�X (up)! �X(u):

Par ailleurs,

�X(�u) = E (cos h�U;Xi) + iE (sin h�U;Xi)

= E (cos hU;Xi)� iE (sin hU;Xi)

= �X(u)

1) Fonction Caractéristique des variables usuelles

�X v B(n; p)
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�X(u) = GX(e
iu) =

nX
k=0

P (X = k)eiuk

=

nX
k=0

Cknp
k(1� p)n�keiuk

=

nX
k=0

Ckn
�
peiu

�k
(1� p)n�k

=
�
peiu(1� p)

�n
�X v P (�)

�X(u) = GX(e
iu) =

X
k>0

e��
�k

k!
eiuk

=
X
k>0

e��
(�eiu)

k

k!

= e��
X
k>0

(�eiu)
k

k!

= e��e�e
iu

= e�(e
iu�1)

�X v U ([a; b])

�X(u) =
1

b� a

Z b

a

eiuxdx =
eiub � eiua
iu (b� a)

�X v U [�a; a] ; a > 0

�X(u) =
1

2a

Z a

�a
eiuxdx =

sinua

ua

�X est une variable de loi exponentielle de paramètre � > 0
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�X(u) = �

Z +1

0

e��xeiuxdx =
�

�� ui

car

Lim
x!+1

���� �

�� uie
��x+iux

���� = 0
�X est une variable de loi normale N(0; 1)

si X est une variable de loi normale N(0; 1); sa fonction caractéristique vaut

�X(u) = %
�U2
2

�X v N (m; 62)

X = m+ �Y; où Y v N(0; 1):

alors

�X(u) = e
ium�U262

2

Remarque 2.2.2 La méthode générale de calcul dans le cas d�une densité (théorème des

résidus analyse complexe)

Exemple 2.2.1 Prenons l�exemple d�une v.a qui suit la loi normale centrée réduite (i.e X v N (0; 1))

on a

fX(x) =
1p
2�
%
�x2
2

alors

�X(u) =
1p
2�

Z
R
eiuxe

�x2
2 dx:
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On a pour s 2 R

1p
2�

Z
R
esxe

�x2
2 dx =

1p
2�

Z
R
%
s2

2 %
�(s�x2)

2 dx

= e
s2

2 X
1p
2�

Z
R
e
�(s�x2)

2 dx

= e
s2

2
1p
2�

Z
R
e�y

2

dy

= e
@2

2

=
X
n

s2n

2nn!
; (2.1)

série entière de rayon de convergence 1, et pour le terme de droite on a puisque

esx =
X
n

snxn

n!

alors

1p
2�

Z
R
esxe

�x2
2 dx =

1p
2�

Z
R

X
n

snxn

n!
dx

=
X
n

sn

n!

1p
2�

Z
R
xne�x

2

dx (2.2)

qui est aussi une série entière de rayon 1

Les deux série (2.1), (2.2) coïncide sur R, et donc elle coïncide sur C. en particulier pour

s = iu et donc

�X(u) = e

�u2

2 :

Le moment de la variable entière X v N (0; 1) ; on a d�après (2.1) et (2.2)

X
n

sn

n!

1p
2�

Z
R
xne�x

2

dx =
X
n

s2n

2nn!
;

si on identi�e terme à terme les deux séries on a (Le terme de droite a seulement les terme
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paire)

pour tout n impaire

1p
2�

+1Z
�1

xne
�x2
2 dx = E (Xn) = 0;

pour tout n pair

1p
2�

+1Z
�1

x2k%
�x2
2 dx =

(2k)!

2kk!
= E

�
X2k

�
= E (Xn) :

En déduit pour X v N (m;�2) tel que X = m+ 6y; où Y v N(0; 1):

E(eiuX) = E
�
eiumeiu�Y

�
= eiumE

�
eiu�Y

�
= eium�Y (u�)

= eiume
�u2�2

2

= eium�
u2�2

2 :

2) Propriété fondamentale

Théorème 2.2.2 La fonction caractéristique �X caractérise la loi du vecteur aléatoire X

(i.e si deux vecteurs aléatoires ont même fonction caractéristique, ils ont même loi ).

Remarque 2.2.3 Pour la preuve on utilise les propriétés de la transformée de Fourier

(preuve technique).

Proposition 2.2.3 Soit X = (X1; :::; Xn) les composants Xi sont indépendantes si et

seulement si pour tous u1; :::; un 2 R , on a

�X (u1; :::; un) =
nY
j=1

�Xj : (uj) :
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Preuve. Premièrement supposons que les Xi sont indépendantes, on a donc

�X (u1; :::; un) = E
�
ei(u1X1+:::+unXn)

�
=

nY
j=1

E
�
eiujXj

�
=

nY
j=1

�Xj : (uj)

Inversement, supposons que

�X (u1; :::; un) =
nY
j=1

�Xj : (uj) :

On peut construire des v.a X 0
j ,j 2 f1; :::; ng indépendantes, et telles que 8j 2 f1; :::; ng

loi
�
X 0
j

�
= loi (Xj)

on a donc

�X0 (u1; :::; un) =
nY
j=1

�X0
j
(uj)

=
nY
j=1

�Xj : (uj)

= �X (u1; :::; un)

se qui implique que

�X0 = �X ) loi (X 0) = loi (X)

on a donc

loi (X 0) =

nY
j=1

loi
�
X 0
j

�
=

nY
j=1

loi (Xj) = loi (X)

alors les v.a Xi i 2 f1; :::; ng sont indépendante.
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2.2.2 Somme de variables aléatoires indépendantes

Proposition 2.2.4 Si X et Y sont deux v.a indépendantes à valeurs dans R

�X+Y (u) = E(e
iu(X+Y )) = E(eiuXeiuY )

= �X(u)�Y (u)

Remarque 2.2.4 Cette proposition est très utilisée dans la pratique pour trouver la loi

d�une somme de v.a.

Exemple 2.2.2 X et Y suivent des lois normales N (m; 62) et N
�
m0; (60)2

�
indépendantes

et si Z = X + Y; alors Z v N
�
m+m0; �2 + (�0)2

�
:

On a pour tout u 2 R

�Z(u) = �X(u)�Y (u);

�X(u) = e
iume

��2
2 ;

�Y (u) = e
ium0

e
��02
2 ;

alors

�Z(u) = e
iu(m+m0)e

�(�2+�02)
2 , c�est une fonction caractéristique d�une loi normale

et donc Z v N
�
m+m0; �2 + (�0)2

�
:

2.2.3 Fonction Caractéristique et moments

Supposons que X soit à valeurs réelles et de carré intégrable et

�X (u) = E
�
eiuX

�
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La question qui se pose avons nous le droit d�écrire

�0X (u) = E
�
iXeiUX

�
; �

00

X (u) = E
�
�X2eiuX

�
se qui implique que si u = 0 on aurait

�0X (0) = E (iX) et �
00

X (0) = E
�
�X2

�
(calcule de moment d�une dérivation sous signe somme).

Sous quelle hypothèse pouvons-nous le faire ?

Proposition 2.2.5 soit X = (X1; :::; Xn). Si la v.a jXjm est intégrable pour un entier

m, alors la fonction �X est m fois continûment di¤érentiable sur Rn et ou a pour tout

choix des indices i1; :::; im

@m

@ui1 ; @ui2 ; :::; @uim
�X (u) = i

mE
�
eihu;XiXi1 :::Xim

�
:

Preuve. En fait la preuve dans le cas m = 1 , on a pour tout j 2 f1; :::; ng ; jXjj est

intégrable et nous étudions la dérivée première de la fonction �X .

Soit vj = (0; :::0; 1; 0; :::; 0) ; le j ème vecteur de base de Rn; on a

�X (u+ tvj)� �X (u)
t

=
E
�
ei<u+tvj ;X>

�
� E

�
ei<u;X>

�
t

= E

�
ei<u;X>

eitXj � 1
t

�

on veut calculer la limite quand t tend vers 0 ?.

Soit la suite (tp)! 0 quand p! +1;

Les v.a eitpXj�1
tp

converge simplement vers iXj

�
i:e 8! 2 
 : %

itpXj(!)�1
tp

! iXj (!)
�
de plus,

les v.a %i<u;X>
�
%itXj�1

t

�
son bornées en module par

p
2 jXjj 2 L1: Le théorème de conver-

gence dominée entraine que la suite E
�
%i<u;X>

�
%itXj�1

t

��
p converge vers iE

�
%i<u;X>Xj

�
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quand p! +1:

Application Calcul des moments E (Xi1Xi2 :::Xim) en fonction des dérivées de �X en

(0; :::; 0) :

Par exemple, si X est à valeurs réelles et de carré intégrable, on a

E (X) = �i�0X (0) ; E
�
X2
�
= ��00X (0)

2.2.4 Vecteurs Gaussiens

On a déjà rencontré des v.a gaussiennes sur R ce sont les v.a de loi N (m; 62) :

Dans la suite on considérera également les v.a.r presque surement constantes (donc de

covariance nulle) comme gaussiennes.

Dé�nition 2.2.3 Un vecteur aléatoire à valeurs dans Rd est dit gaussien si toute com-

binaison linéaire de ses composantes est une v.a réelle gaussienne. La loi d�un vecteur

gaussien est dite gaussienne.

Proposition 2.2.6 Toute image par une application linéaire ou a¢ ne d�une vecteur gaus-

sien est encore vecteur gaussien.

Exemple 2.2.3 1) X = (X1; :::; Xd) où X1; :::; Xd des v.a.r indépendantes et Xi v

N (mi; 6
2
i ) , pour 1 6 i 6 d.

On a la v.a.r
dP
i=1

aiXi suit une loi gaussienne de moyenne
dP
i=1

aimi et d�écart type

s
dP
i=1

a2i 6
2
i
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donc X est un vecteur gaussien 8t 2 R;

� nP
i=1

akXk
(t) =

nY
k=1

�akXk (t)

=

nY
k=1

�Xk (akt)

=

nY
k=1

exp(itakmk �
a2k�

2
kt
2

2
)

= exp

 
it

nX
k=1

akmk �
t2

2

nX
k=1

a2k�
2
k

!

et donc
nX
k=1

akXk v N
 

nX
k=1

akmk;
nX
k=1

a2k6
2
k

!

2)X = (X1; X2) où X1 v N (m; 62) , X2 = b p.s

8 (a1; a2) 2 R2; un calcule de loi rapide montre que la v.a

a1X1 + a2X2 v N
�
a1;m+ a2b; 6

2
�

et donc X est un vecteur gaussien.

Remarque 2.2.5 Y est un vecteur aléatoire gaussien, on montre qu�il s�écrit sous la

forme Y = AX + b où A est une matrice déterministe, b un vecteur déterministe et X un

vecteur aléatoire dans les composantes sont des v.a gaussiennes indépendantes.

Proposition 2.2.7 Si X est un vecteur aléatoire gaussien à valeurs dans Rd de moyenne

et de matrice de dispersionD, sa fonction caractéristique � est égale à � (U) = exp
�
iU tm� 1

2
U tDU

�
où U est un vecteur de Rd

U tm = hU;mi =
dX
j=1

Ujmj
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U tDU = hU;DUi =
dX
j=1

 
dX
k=1

UjDjkUk

!

Preuve. Si X = (X1; :::; Xd) est un vecteur gaussien, sa fonction caractéristique est

�X (U) = �X (U1; :::; Ud) = E

 
e
i

dP
k=1

UkXk

!

= � dP
k=1

UkXk

(1)

or
dP
k=1

UkXk = U tX est gaussienne car X est vecteur gaussien de moyenne U tm et de

variance U tDU sa fonction caractéristique au point 1 est

exp

�
iU tm� 1

2
U tDU

�
:

Remarque 2.2.6 On constate que la loi d�un vecteur gaussien est entièrement déterminer

par D, et on note cette loi

X~Nd (m;D) :

Une propriété importante des vecteurs gaussiens est que l�indépendance des composantes

est équivalente à la nullité des covariances.

Proposition 2.2.8 Soit X = (X1; :::; Xd) un vecteur gaussien de loi Nd (m;D) : Les v.a.r

X1; :::; Xd sont indépendantes si et seulement si la matrice D est diagonale.

Preuve. Si les v.a.r X1; :::; Xd sont indépendantes, on sait que les covariances de Xi et Xj

sont nulles si i 6= j
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Réciproquement si D est diagonale et si on désigne �2j les termes diagonaux de D;

�(X1;:::;Xd) (U) = exp

 
i

dX
j=1

Ujmj �
1

2

dX
j=1

U2j �
2
j

!

=
dY
j=1

exp

�
iUjmj �

1

2
U2j �

2
j

�

=

dY
j=1

�Xj (Uj)

Xj~N
�
mj; 6

2
j

�
; et donc les Xj sont indépendantes.

Remarque 2.2.7 Il faut prendre bien garde d�appliquer cette proposition avec toutes ses

hypothèses, deux v.a.r gaussiennes U et V de covariance nulle ne sont pas forcément

indépendant il faut que le couple (U; V ) soit gaussien.

Lorsque la matrice de dispersion d�un vecteur gaussien est inversible, la loi de se vecteur

admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue et on a la formule explicite de

cette densité

Proposition 2.2.9 Soit X un vecteur gaussien de loi Nd (m;D). La loi de X admet une

densité si et seulement si la matrice D est inversible, et dans ce cas la densité est

1

(2�)
�d
2

(det (D))
�1
2 exp

�
�1
2
(x�m)tD�1 (x�m)

�

Preuve. Nous démontrons uniquement la condition su¢ sante

La matrice d�d symétrique positive D étant de rang d, il existe une matrice d�d B telle

que :

D = BBt;

posons

Y = B�1 (X �m) ;
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le vecteur Y est un vecteur gaussien et on a

E (Y ) = B�1E (X �m) = 0

DY = B
�1D

�
B�1

�t
= Id

les composantes de Y sont indépendante et sont toute de loi gaussienne centrée réduite

fY (x) =
1

(2�)
d
2

exp

�
�1
2
kxk2

�
:

Pour trouver la loi de X on applique le théorème de transfert

E (' (X)) = E (' (m+BY ))

=

Z
Rd

' (m+By) f (y) dy

par le changement de variable

x = m+By

E (' (X)) =

Z
Rd

' (x) exp

�
�1
2
(x�m)t

�
Bt
��1

B�1 (x�m)
�
dx

d�où le résultat

E (' (X)) = (2�)
d
2 det

�
B�1

� Z
Rd

' (x) exp

�
�1
2
(x�m)t

�
Bt
��1

B�1 (x�m)
�
:

2.3 Sommes de variables aléatoires indépendantes

Proposition 2.3.1 Soit X1; :::; Xn des variables aléatoires de carré intégrable. Alors
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1.

V ar

 
nX
i=1

!
=

nX
i=1

V ar (Xi) +

nX
1�i;j�n

Cov (Xi; Xj) :

2. Si de plus les Xi sont indépendantes , on a

V ar

 
nX
i=1

Xi

!
=

nX
i=1

V ar (Xi) :

Preuve. On a

V ar

 
nX
i=1

Xi

!
= Cov

 
nX
i=1

Xi;
nX
i=1

Xi

!

=
nX
i=1

nX
j=1

Cov (Xi; Xj)

=
nX
i=1

Cov (Xi; Xi) +
nX

i;j=1
i6=j

Cov (Xi; Xj)

=
nX
i=1

V ar (Xi) +
nX

i;j=1
i6=j

Cov (Xi; Xj)

Corollaire 2.3.1 Si les Xi sont indépendantes et de même loi, de variance �2, alors

V ar

 
1

n

nX
i=1

Xi

!
=
�2

n

Preuve. On a d�après la proposition ( ?), puisque les Xi sont indépendantes

V ar

 
1

n

nX
i=1

Xi

!
=
1

n2
V ar

 
nX
i=1

Xi

!

=
1

n2

nX
i=1

V ar (Xi)

=
�2

n
:
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Remarque 2.3.1 Une propriété importante est que si les v.a Xi sont indépendantes alors

quand n est grand V ar

 
1
n

nX
i=1

Xi

!
! 0 et puisque la V ar mesure les �uctuation de la v:a

auteur de sa moyenne, et donc ici on a disparition des �uctuation aléatoires de 1
n

nX
i=1

Xi

lorsque n tend vers +1 la v:a est de plus en plus proche de sa moyenne et donc la v:a va

se rapprocher d�une variable déterministe.

Somme de variables aléatoires indépendantes et convolution

Proposition 2.3.2 Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes de den-

sités respectives fX et fY a. Alors Z = X + Y admet la densité fZ donnée par

fZ (z) =

Z
R

fX (z � y) fY (y) dy =
Z
R

fX (x) fY (z � x) dx:

La fonction fZ est appelée produit de convolution de fX et de fY est souvent notée fX �fY :

Preuve. Pour calculer la loi de Z en utilise la fonction test g 2 Cb (R) (continue bornée)

on a d�après la proposition ( ?)

si il existe une fonction f positive et d�intégrale égale à 1 telle que

E (g (Z)) =

Z
R
g (z) f (z) dz

alors f est la densité de Z: On a

E (g (Z)) = E (g (X + Y ))

=

Z
R2

g (X + Y ) f(X;Y ) (x; y) dxdy

=

Z
R

Z
R

g (X + Y ) fX (x) fY (y)| {z }
X ind Y

dxdy;
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par un changement de variable x+ y = z; y

E (g (X + Y )) =
R
R

R
R
g (z) fX (z � y) fY (y) dzdy

=
R
R
g (z)

�R
R
fX (z � y) fY (y) dy

�
dz

=
R
R
g (z) fZ (z) dz

et donc la fonction

fZ (z) =
R
R
fX (z � y) fY (y) dy

est la densité de Z:

Nous allons maintenant donner un exemple qui sert à expliquer l�application de cette

proposition.

Exemple 2.3.1 (Somme de deux v:a indépendantes de lois normales) La somme

de deux v:a indépendantes de lois normales N (m;�2) et N (�; � 2) est une v:a normale de

loi N (m+ �; �2 + � 2)

Preuve. Supposons que m = � = 0 et �2 = � 2 = 1; on a d�après la proposition ( ?)

fX +Y (z) =
1

2�

Z
R

e
�(z�x)2

2 e
�x2
2 dx

=
1

2�
e
�z2
2

Z
R

e
�x2
2 e

�x2
2 ezxdx

=
1

2�
e
�z2
2

Z
R

e�
1
2(2x2�2zx)dx

=
1

2�
e�

Z2

2

Z
R

e
� 1
2

�p
2x� Zp

2

�2
e
Z2

4 dx

=
1

2�
e
�Z2
4

Z
R

e
� 1
2

�p
2x� Zp

2

�2
dx
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on fait le changement de variable
p
2x = u

fX +Y (z) =
1

2�
e�

Z2

4
1p
2

Z
R

e
� 1
2

�
u� Zp

2

�2
du

| {z }
p
2�� 1p

2
=
p
�

=
1

2
p
�
e�

Z2

4 :

Exemple 2.3.2 (Somme de deux v:a indépendantes de loi uniformes) La somme

de deux variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [�1; 1] est une loi a densité

triangulaire.
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Convergences et loi des grands

nombres

Le but de cette section est :

� Justi�er « les lois empiriques du hasard»

�Modèle mathématique : les fréquences empiriques « convergent» vers la probabilité

� Nous allons justi�er a posteriori cet axiome : loi des grands nombres

� Mathématiquement : Soient X1; :::; Xn des v:a:i:d (i.e indépendantes et de même loi)

modélisant n résultat d�une même expérience (résultats d�un sondage) la question est

quel est le comportement de la moyenne empirique X1+:::+Xn
n

quand n tend vers +1

résultat compliquer que a était résolut par Jacque Bernoulli (1713 Ars conjectandi) :

jeu de pile ou face et la Généralisation a était faite par Chebychev , Kolmogrov (20ème

siècle).

La question est donc : comment dé�nir la limite de la fonction

! ! X1 (!) + :::+Xn (!)

n

quand n tend vers l�in�ni ?
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3.1 Convergences de variables aléatoires

Soit (Xn)n une suite de v:a comment dé�nir
« la convergence» de la suite (Xn)n quand n

tend vers l�in�ni ?

On a déférents notions de convergences non équivalentes :

� On peut décrire la proximité des lois des v:a (c:v en loi).

� On peut décrire la proximité des v:a (suite de v:a dé�nie sur le même espace).

Considérons sur (
;A; P ) des v:a (Xn)n et X

Dé�nition 3.1.1 Supposons que Xn 2 L1; X 2 L1

1. On dit que la suite (Xn)n converge en moyenne vers X si et seulement si

E (jXn �Xj)! 0 quand n! +1:

2. La suite (Xn)n converge en probabilité vers X si et seulement si

8" > 0 : P (jXn �Xj � ")
n!+1

! 0:

3. La suite (Xn) converge presque sûrement vers X si et seulement si

P

��
! = jXn (!)�X (!)j

n!+1
! 0

��
= 1:

Ces dé�nitions ne sont pas équivalentes comme nous allons le voir dans les exemples

suivants :

Exemple 3.1.1 Soit (Xn)n une suite de variables aléatoires de Bernoulli telles que

P (Xn = 1) =
1

n
; P (Xn = 0) = 1�

1

n
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On a (Xn)n tend en probabilité vers X = 0 car on a pour tout " 2 ]0; 1]

P (jXnj � ") =
1

n
!

n!+1
0:

Comme on a aussi (Xn)n tend en moyenne X = 0 puisque on a

E (Xn) =
1

n
!

n!+1
0:

Exemple 3.1.2 Soit (Xn) une suite de v:a de Bernoulli indépendantes telles que :

P (Xn = 1) =
1

n
;P (Xn = 0) = 1�

1

n
:

On a pour tout " > 0;

P (Xn � ") =
1

n
;

et donc la série de terme générale 1
n
est divergente. Si l�on pose An = fXn � "g , alorsX

P (An) = +1 et puisque les An sont indépendantes, par le théorème de Borelle-Cantelli

implique que pour presque tout !; une in�nité de Xn (!) serons supérieurs à " (une in�nité

de n tq P (An) = 1) et donc La suite (Xn)n2N ne peut pas converger presque surement vers

0:

Exemple 3.1.3 Considérons un cas particulier de l�exemple 1. Soit U une variable aléa-

toire uniforme sur [0; 1] : Posons Zn = 1fU� 1
ng. Alors

P (Zn = 1) = P

�
U � 1

n

�
=
1

n
;

P (Zn = 0) = 1�
1

n
:

Nous avons déjà vu que la suite (Zn) converge en probabilité et en moyenne vers 0: Nous
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pouvons montrer de plus que (Zn) converge presque-sûrement vers 0

P (f! : Zn (!)! 0g) = 1?:

En e¤et , si ! est �xé , alors

U (!)i0) 9n0 2 N : U (!)i 1
n0
:

Cela entraine

Zn (!) = 0 ; 8n � n0;

car

Zn (!) = 1fU(!) h 1ng = 0;

et donc

8!  
 : Zn (!)! 0 i.e Zn
P:p:s! 0 :

Remarque 3.1.1 il n�y a pas de contradiction avec l�exemple2 car dans cette exemple les

v.a (Zn)n2N ne sont pas indépendantes (car elles dépend tous de la v.a U). En e¤et par

exemple

P (Zn = 1;Zn+1 = 1) = P (Zn+1 = 1) =
1

n+ 1

P (Zn = 1)P (Zn+1 = 1) =
1

n (n+ 1)
:

Il existe des liens entre les di¤érentes notions de convergences.

Théorème 3.1.1 Supposons que les v.a (Xn)n et X soient intégrables. Alors la conver-

gence en moyenne implique la convergence en probabilité.

Preuve. On obtient le résultat en appliquant l�inégalité de Markov dans L1 :
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P (jXn �Xj � ") �
E (jXn �Xj)

"
:

La réciproque est fausse comme nous allons le voir dans l�exemple suivant :

Exemple 3.1.4 Soit (Yn)n une suite de variables aléatoires telles que

P
�
Yn = n

2
�
=
1

n
; P (Yn = 0) = 1�

1

n

La suite (Yn)n tend en probabilité vers 0 car

8" > 0 P (Yn > ") =
1

n
:

Par contre La suite (Yn)n ne tend pas en moyenne vers 0 puisque E (Yn) = n:

Exemple 3.1.5 Prenons (Zn)n avec

P (Zn = 1) =
1

n2
; P (Zn = 0) = 1�

1

n2
:

On a convergence en moyenne et en probabilité vers 0: Soit Bn = fZn � "g : AlorsX
n

P (Bn) < +1, par le théorème de Borel-Cantelli on a pour presque tout !; un nombre

�ni au plus de Zn (!) seront supérieurs a ":

9n0;8n � n0 Zn (!) < ";

alors la suite (Zn) converge presque sûrement vers 0

Conclusion : Attention, ces notions sont très délicates !
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3.1.1 Thérème de convergence dominée

Ce théorème donne le lien entre la convergence presque sûre et la convergence en moyenne

(appelé aussi théorème de Lebesgue) :

Théorème 3.1.2 Si la suite (Xn)n converge presque-sûrement vers X et si

8n; jXnj � Z avec Z 2 L1

alors Xn et X sont dans L1; et

E (jXn �Xj) !
n !+1

0

En particulier , E (Xn)! E (X) :

Attention, la réciproque est fausse dans l�exemple2
�
Xn

E! 0 et Xn
P:s9 0

�
bien que Xn soit bornée par 1

L�hypothèse de domination est nécessaire comme nous allons le voir dans l�exemple sui-

vant :

Exemple 3.1.6 Soit (Tn)n une suite de variables aléatoires telles que

P
�
Tn = n

2
�
=

1

n
p
n
= 1� P (Tn = 0) :

On a P (Tni") = 1
n
p
n
est le terme générale d�une série C:V , et (Tn) converge presque-

sûrement vers 0 (Théorème de Borel-Cantelli) où E (Tn) =
p
n et donc la suite (Tn)n ne

peut pas converger en moyenne.

On a également le résultat suivant

Théorème 3.1.3 La convergence presque sûre implique la convergence en probabilité
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Remarque 3.1.2 La réciproque est fausse voir l�exemple 60

Relation entre modes de convergences

convergence presque sûre
�������!
si dominée convergence en moyenne

& .

convergence en probabilité

3.2 Loi des grands nombres

Convergence de la suite Mn =
X1+:::+Xn

n
?

On a deux types de résultats :

1. Loi faible des grands nombres : facile a avoir, résultat peu informatif (contrôle d�er-

reur, estimation de la limité).

2. Loi forte des grands nombres : convergence presque-sûr résultat plus fors preuve plus

délicate (presque une convergence ponctuelle).

Ces théorème sont vrais pour une suite de variables aléatoires indépendantes : La suite

(Xn)n est dite indépendante si pour tout n la famille �nie X1; :::; Xn est indépendante.

3.2.1 Loi faible des grands nombres

Théorème 3.2.1 Soit une suite (Xn)n de v.a indépendantes, de même loi, intégrables on

pose E (X1) = m: Alors

Mn =
X1 + :::+Xn

n
!

n !+1
m;

en probabilité et en moyenne.

Preuve. Supposons que les Xi sont de carrée intégrable et que

�2 = var (X1)
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on a

E (Mn) = E

�
X1 + :::+Xn

n

�
= m;

et puisque les (Xi) indépendantes

V ar (Mn) =
1

n2
V ar

 
nX
i=1

Xi

!
=
1

n2

nX
i=1

V ar (Xi)

=
n�2

n2
=
�2

n
;

et donc par l�inégalité de Bienaymé-Tchebychev on a pour tout " > 0

P (jMn � E (Mn)j > ") �
1

"2
V ar (Mn) ;

P (jMn �mj > ") �
�2

n"2
!

n!+1
0;

alors Mn converge vers m en probabilité (i:e Mn
P! m); de plus on a

E (jMn �mj) �
q
E (Mn �m)2 =

r
�2

n
!

n!+1
0;

on obtient Mn converge en moyenne vers m

3.2.2 Loi fort des grands nombres

Théorème 3.2.2 Soit une suite (Xn) de v.a indépendantes, de même loi, intégrables et

E (X1) = m est �nie . Alors

Mn =
X1 + :::+Xn

n
!

n !+1
m;

presque-sûrement.

Preuve. Dans le cas où E (X2
1 ) < +1: On remplace Xn par Xn �m et on pose m = 0:

Montrons d�abord que la sous-suite (Mn2)n tend p:s vers 0: Par l�inégalité de Bienaymé
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-Chebyshev

8 q 2 N�; P
�
jMn2j �

1

q

�
� �

2q2

n2

le terme de la droite est le terme général d�une série convergente. Soit

An;q =

�
jMn2j �

1

q

�
:

Alors
X
n�1
P (An;q) < +1: Par le Théorème de Borel-Cantelli

P

�
lim sup

n
(An;q)

�
= 0:

Soit

Nq = lim sup
n
(An;q) = \n [m�n Am;q;

posons N = [qNq

P (N) �
X
q

P (Nq) = 0 et P (N c) = 1

et comme N c = \q (Nq)c = \q [n \m�nAcm;q; alors

! 2 N c ) 8q ; 9n0 2 N;8m � n0 : ! 2 Acm;q

) 8q ; 9n0 2 N;8m � n0 : jMn2 (!)j �
1

q
:

On en déduit que presque sûrement, (Mn2) converge presque-sûrement vers 0.

Montrons maintenant que la suite (Mn) tend vers 0 p:s:

Pour un entier n soit P (n) le nombre d�entier telque :

P (n)2 � n < (P (n) + 1)2 = P (n)2 + 2P (n) + 1:
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on a

Mn �
P (n)2

n
MP (n)2 =

1

n

nP
P=P (n)2+1

XP :

On en déduit

E

0@ Mn �
P (n)2

n
MP (n)2

!21A =
n� P (n)2

n2
�2

� 2P (n) + 1
n2

� 2
p
n+ 1

n2
�2

parce que on a P (n) �
p
n.

D�après Bienaymé-Chebyshev (encore), on a

P

 �����Mn �
P (n)2

n
MP (n)2

����� � a
!
� 2
p
n+ 1

n2
�2

a2

Comme la série
P
n

2
p
n+1
n2

converge, le même raisonnement que ci-dessus pour montrer que

Mn �
P (n)2

n
MP (n)2 ! 0 p.s

Par ailleurs MP (n)2 ! 0 p.s, et P (n)
2

n
! 1. On en déduit que Mn ! 0 p.s.
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