CHAPITRE 1
Compléments sur les Espaces de Hilbert

Les espaces de Hilbert jouent un role fondamental en analyse en fournissant
un cadre

mathématique général pour faire de ”la géométrie en dimension infinie”.

Soit E un espace vectoriel sur R ou sur C.

I.1.Cas réel.

[.1.1.Définition.

On dit qu’une application b : £ x E — R est un produit scalaire si
elle est:
- bilinéaire,

V(z1,22) € EXE,VyeE,V(a,p) €RXR,b(ax; + fra,y) = ab(z1,y) + b (z2,y)
V(y1,y2) € ExXE VreE V(x,8)€RXR, b(x,ay; + By2) = ab(x,y1) + b (z,y2)
- symétrique,
V(z,y) € EX E,b(z,y) =b(y,x)
- définie positive,
Vee E,x#0,b(z,xz) >0

1.1.2.Exemples.
- Sur R"™, ’application

n
(z,y) — Z TiYi
i=1

est un produit scalaire, appelé produit scalaire canonique de R™.
- Sur I'ensemble (2 (N) des suites réelles z = (z,,),,-, de carrés sommables

(Z |za]? < +oo>, Papplication
n

oo
(.’E, y) — Z TnYn
n=0

est un produit scalaire.
1.1.3.Définition.
un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire est appelé espace
préhilbertien réel.
Le produit scalaire b (z,y) est alors noté¢ (z\y). On note, |z| =
V(E\z).
I.1.4.Remarque.
Un espace préhilbertien réel de dimension finie est aussi appelé espace
euclidien.



[.1.4.Inégalité de Cauchy-Schwartz.

V(z,y) € ExE, |[(e\y)| < [lz] [yl

Preuve.
Si |ly|]] = 0 alors y = 0 et I'inégalité est vérifiée. Sinon, ||y|| > 0
et nous avons

9 2
RTRRICANY i IRCAN
[yl [yl
d’ou
(@) < [l lyll
1.1.5. Remarque.
L’inégalité de Cauchy-Schwartz exprime la continuité du produit
scalaire.
[.1.6. Proposition.
L’application de E dans RT qui & 2 € F associe ||z|| = v/(z\x) est
une norme sur F.
On dit que c’est la norme associé au produit scalaire.
Preuve.
L’inégalité de Cauchy-Schwartz nous donne I'inégalité triangulaire.
[.1.7. Identité du parallélogramme.

2 2 2 2
V(z,y) e EXE, |lz+yl”+llz—yl” = 2[]" + 2]yl

1.1.8. Identité de polarisation.

2 2
(lle -+ 91* = Il = I*)

A~ =

V(z,y) € EXE, (2\y)=

1.1.9. Proposition.
Soit f une isométrie sur E ( application linéaire telle que || f (2)] = ||z]|)-
Alors

V(z,y) e ExXE, (f(@)\f ()= (z\v)

Preuve.
Conséquence de 'identité de polarisation.
[.2. Cas complexe.
[.2.1. Définition.
On dit qu’une application h : E x E — C est un produit scalaire
hermitien si elle est:
- linéaire par rapport a la premiére variable,

V(z1,22) € EXE,Vy € E,V (o, ) € Cx C, h(azy + fa2,y) = ah(z1,y)+L8h (z2,y)
- antilinéaire( sesquilinéaire) par rapport a la deuxiéme variable,

Y (y1,92) € ExE, Yz € E, ¥ (o, 3) € C x C, h(x,ay; + Bys) = ah (z,y1)+Bh (,y2)



- hermitienne,

V(z,y) € ExE, h(z,y) = h(y,z)
- définie positive,

Ve e B,z #0, h(z,2) >0

1.2.2.Exemples.
- Sur C", application

n
=1

est un produit scalaire hermitien, appelé produit scalaire hermitien
canonique de C".
- Sur I’ensemble (2 (N) des suites complexes x = (z,,),,, de carrés sommables

(Z 1z, < —i—oo), lapplication

e
(.Z‘, y) — Z TnlYp,
n=0

est un produit scalaire hermitien.
1.2.3. Définition.
un espace vectoriel complexe muni d’un produit scalaire hermitien est
appelé espace
préhilbertien complexe. Le produit scalaire hermitien h (z,y) est alors
noté (z\y) .
1.2.4. Remarque.
Un espace préhilbertien complexe de dimension finie est aussi appelé
espace hermitien.
On note ||z|| = v/(z\2).

[.2.5. Inégalité de Cauchy-Schwartz.

V(z,y) € ExE, |[(e\y)| < [lz] [yl

Preuve.
Si ||z|| = 0 alors & = 0 et Iinégalité est vérifiée. Sinon, ||z| > 0
et
pour tout ¢ € R nous avons

2 2
0 < [tz +yll = £ [|lz]|” + 2tRe (2\y) + ||y
Le discriminant de ce polyndéme quadratique doit étre < 0 :

(Re (2\))” = llI* ly* < 0



d’ou
[zl lyll > IRe (z\y)| > Re (2\y)

et

]l Iyl = llzll [lye” || = Re (z\ye™) = Re (e (a\y)) = Re |(z\y)| = |(2\)|

[.2.6.

scalaire.

1.2.7.

((a\y) = |(z\y)| €, un complexe)
Remarque.
L’inégalité de Cauchy-Schwartz exprime la continuité du produit

Proposition.
L’application de E dans RT qui & € F associe ||z|| = v/(z\x) est

une norme sur F.

On dit que c’est la norme hermitienne associée au produit scalaire

hermitien.
Preuve.
L’inégalité de Cauchy-Schwartz nous donne l'inégalité
triangulaire.
[.2.8. Identité du parallélogramme.

[.2.9.

V(z,9) € ExE, |lo+y|*+ |z —y|* = 2]zl* + 2|y’

Identité de polarisation.

1 . . . .
V(e,y) € ExE, (@\y) = 7 (lz+l° — o =yl +illo+ iyl =i o — iy|*)

1.2.10. Proposition.

Soit f une isométrie sur E. Alors

V(z,y) € EXE, (f(x)\f ()= (2\v)

[.3. Orthogonalité.
Soit E un Un espace préhilbertien réel ou complexe.

[.3.1.

1.3.2.

1.3.3.

[.3.4.

Définition.
On dit que deux éléments z et y de F sont orthogonaux si (z\y) = 0.
On note = L y.
Théoréme. (Pythagore).
Siw Lyalors |&+y|* = [l +[ly]”.

Définition.

Vee B, zt={yckE/ (x\y) =0}

DAACE, At={yecE/VzecA (2 \y) =0}
Proposition.

Al est un sous-espace vectoriel fermé de E, et

AN At ={0}.



Preuve.
Ve e A (2\y1) =0et (2\y2) =0=Vz € A, (a\ay1 + Sy) =0 =

ayr + By € A*
- At = (en\y) ' ({0}) et (o) est continue = AL est fermé.

-z € ANAt = (2 \z)=0=2=0.
1.3.5. Proposition.
VACE, Ac (Al)L.
Preuve.
AcC (AJ-)J' = {y €E /VzeAt, (2\y)= 0} et (AJ-)J' est fermé.
[.3.6. Définition.
- On dit qu’une famille (2;);., d’¢léments de E est orthogonale si 'on

V(Z,]) EIXI; 27&]:>(I13IJ):0

- On dit que (z;),.; est orthonormale si elle est orthogonale et si de

plus
@il =1, Viel

1.3.7. Proposition.
Soit (x1,x2, ..., zp) une famille orthogonale constituée de vecteurs tous
non nuls.
Alors cette famille est libre.
Preuve.
Q1T+ ety + ...t apz, =0 = Vi=1,p, (0121 + aowa + ... + apTp\T;) =
;= 0.

1.3.8. Proposition.
Soit (eq, ea, ..., €, ) une famille orthonormale de F et v €Vect(eq, ea, ..., €,) .

Alors N
v = Z (v\ei) €
i=1
Preuve. . .
v €Vect(ey, eq,...,e,) = v = ;aiei et (v\e;) = ;ai (es\ej) = aj,
vji=Tm. - .

1.3.9. Corollaire.
Soit (e1, ea, ..., e,) une famille orthonormale de E et (z,y) un couple
d’éléments
de Vect(eq, ea, ..., ;) . Alors

n

(@\y) =D (a\e) (y\e:)

i=1



1.3.10. Théoréme. (Orthonormalisation de Gram-Schmidt) .

Soit (a1, ag, ..., ap) une famille libre de E. Alors, il existe une unique
famille

orthonormale (eq, eq, ..., ep) telle que:

- Vj€1l;p, Vect(er,es,...,e;) =Vect(ai,as,...,a;) .

- Vi€ Lip, (a;\¢j) > 0.

a;‘-,+17_§ (ar+1\ei)e;
€1= o ®®® Gkl = = . 1<k<p

Q41— gl(ak:+1\ei)€i

1.3.11. Théoréme. (Orthonormalisation de Gram-Schmidt) .
Soit (ap),cy une famille libre de E. Alors, il existe une unique famille
orthonormale
(ep) ey telle que:
- Vj €N, Vect(er,es,...,e;) =Vect(ai, az, ..., a;) .
- VjeN (aj\ej) > 0.
1.3.12. Définition.
Un espace préhilbertien complet pour la norme associée au produit
scalaire est
appelé espace de Hilbert.
1.3.13. Exemples.
- R™ et C™ munis du produit scalaire canonique sont des espaces de

Hilbert.
- 2 (N) et 2 (N) des suites complexes ou réelles z = (x,),~, de
carrés sommables,
munis du produit scalaire

(ZU\y) — Z TnYn
n=0

sont des espaces de Hilbert.

1.3.14. Proposition.
Soit (), une famille orthogonale d’un espace de Hilbert H. Alors
> Tn

neN

. . 2
converge dans H si et seulement si > [|z,]|” < 4o0.
neN
Si cette derniére condition est vérifiée, on a alors, ’égalité de Parseval:

2
2
D wal = llanl

neN neN

Preuve.



2 2

n
= 3 ||;]|?, & la limite on obtient
i=0

an

neN

D’aprés Pythagore,

n
> T
1=0

Z H%LHZ < 400
neN

Projecteurs orthogonaux.
Soit H un espace de Hilbert réel ou complexe.
[.3.15. Théoréme
Soit K un convexe fermé non vide de H. Alors pour tout = € H, il
existe
un unique point p, € K tel que

—pell = d(z,K) = inf ||lz —
|z = pall = d (2, K) = inf ||z~ y]

Le point p, est appelé projection de x sur K. C’est I'unique point de K
vérifiant
Vy € K, Re(x —pa\y—ps) <0

Preuve.
L’unicité de p, provient du fait que si p/, € K vérifie aussi ||z — p|| =
d(z,K)
alors on a d’aprés l'identité de la médiane
( conséquence de l'identité du parallélogramme):

2

2 2 1 2 P, +D
o= pul + o = 41° = 5 I = ol 2 o - P 22
et donc p, # p/, entrainerait Hx — p/’% < d(z,K). comme par convexité

cela contredirait la définition de d (z, K) .
Pour l'existence, notons d = d (x, K) . Par définition de d, il exite une suite
(Zn) ey de
points de K telle que nEIJIrloo ||z = z,|| = d. D’apres l'identité de la médiane,
on a pour
tout (m,n) € N?,
Ty + Ty 2
2

1
o= ol + b = 2l = § o — o +2 o -

Par convexité de K, on a % € K, donc Hm— % > d. En con-

séquence, on a
1 2 2 2 2
3 lzn = 2mll” < llz = 2m|” + llz — 2" - 3d

et la suite (z,,),cy est donc de Cauchy. Sa limite p, € K car K est fermé.



Pour la derniére inégalité. Soit donc y € K. Pour tout ¢ € [0, 1], le point
Y+ = pr +t(y — pz) € K. Donc on a

2 2 2 2
lz = poll” < llo = yell” = llo = palI” + £ lly = pall” = 2tRe (@ = pa\y — pa)

En faisant tendre ¢ vers 0, on en déduit que Re (z — p.\y — ps) < 0.

Réciproquement, si xg € K vérifie Re (x — xo\y — o) < 0 pour tout y € K
alors on a,

compte-tenu de Re (xg — p\& — pz) < 0,

|20 — pall” = Re (20 — pa o — ) + Re (20 — pa\& — pr) < 0

Donc ¢ = p,.
[.3.16. Corollaire.
Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de H. Pour tout x € H, la
projection
de z sur F est I'unique point p, de F tel que (z — p,) € F*.

Preuve.

Comme un sous-espace vectoriel fermé est convexe fermé. On a p, est
I’'unique point

de F vérifiant

VzeF, Re(x —p\z—pz) <0

Pour y € F fixé, on appliquant cette inégalité & z = p, —y puis & z = p, +y,
(et aussi & z = p, + iy dans le cas complexe), on obtient (x — p,\y) = 0.
Soit p/, € F tel que x — p’, € F+. Comme p/, — p, € F, on a

(= PP —P2) =0 et (z—p,\Py —pz) =0

En retranchant la 2iéme a la lére, on trouve ||p), — pe||> = 0. Donc pl, = p,.
1.3.17. Proposition.
Soit F' un sous-espace vectoriel de H. Les trois énoncés sont
équivalents:
(1) F est ferme.
(ii) H=F®F+.
(iii) F=(FH)".
Preuve.
(1)=(ii):
F fermé = Ve € H,x =p, + (x —p,) avecp, € F et ©—p, € F+ =
H=F®F*.
(i )=(iii ):
teF=x=y+z avecy € F et z € F+ = (2\2) = ()\2) + |z =
z=0—=ax=ycF = F= (FL)l.
(i )=(1):
Comme F = (F J-)J' et comme l'orthogonal est fermé, alors F' est fermé.
[.3.18. Corollaire.



Pour tout sous-espace vectoriel F' d'un espace de Hilbert H, on a,
F=(Fh)*

Preuve.

F=(F)y' —=F-=
L
=

alors (F+)" C F. (F C (F*)™ évidente).

[.3.19. Définition.

Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de H. Le sous-espace vectoriel

(FL)l Gt FCF— F-Cc FQ — (FL)L C

Fl
est appelé supplémentaire orthoganal de F (H =F6¢F J‘) .
Tout élément x de H se décompose donc de maniére unique en,
r=y+z avec yeF et ze F*t
Le vecteur y est la projection orthogonale de x sur F' et "application
T — y

est appelée projection orthogonale ou projecteur orthogonal sur F.

Le vecteur z est appelé projection orthogonale de z sur F*.
[.4. Dualité.

Définition.
Soit H un espace de Hilbert sur K ( R ou C ).

On appelle dual ( topologique) de H et on note H' I’ensemble des
formes linéaires

continues sur H.
1.4.1. Théoréme.

H’ muni de I'application

I fllg: = sup |f(z)]= sup |f(z)]=sup |f ()]

llll =1 ]l 7 <1 v#0 |17l g

est un espace vectoriel normé complet.

Preuve.

Comme f € H', f est continue et il existe une constante C telle que

Vee H, |f(z)| <Clzly

donc le sup est bien défini. On a

sup I @) pf(;ﬂH)‘— swp 15 @) <||y|H—H”x§|“|HHH—1>.

220 gy 2x0 lyll =1



D’autre part

{If @I, llzllgy =1} c{lf @), l=]g <1}
d’ou
sup |f ()| < sup |f(2)|

llz|l =1 Izl <1

Si f =0 on a égalité, supposons donc que f # 0 et

sup [f (z)| < sup [f(z)|

=l p=1 )l m <t

il existe yo, avec ||yo]| < 1 tel que |f (yo)| > |f (x)| pour tout = tel
que [lz] = 1.

1 (o)) > \f (”‘z|)\ S )

comme f (yp) # 0 on a ||yo|| > 1, ce qui contredit ||yo|| < 1.
Donc

swp |f @] = swp | @)
llzll g =1 llll <1
Il est facile de montrer que ||e||,;, est une norme.
Montrons maintenant que H’ est complet.
Soit (fn),cy une suite de Cauchy de H’

Ve <0; dng €N, Vp,g>no, |Ify—fpll <e

Donc
Vo € H, ‘fq (z) — Ip (z)| <e

La suite (fy),cy est une suite de Cauchy dans K qui est complet.
Donc elle converge

pour tout z vers ¢, € K. Montrons que ’application ¢ : x — ¢,
appartient a H’.

Puisque toute suite de Cauchy est bornée

IM >0. VneN, |fall <M.

Donc,pour tout « € H, |f, (z)| < M ||z||;; par passage a la limite
on obtient

Ve e H, |p(z)] <Mzl

d’otu la continuité de . Pour la linéarité, c’est évident.
Enfin, nous avons ||f, —¢| g — 0, solent € H de norme inférieure ou
égale & 1 et € > 0.
Comme f,, () — ¢ (x), on peut trouver n, tel que ¥n > ng, | fn (x) — ¢ (z)] <
D’autre part, il existe ng tel que Vn,p > no, || fn — folly < §. Soit donc
Pz > max (ng,ng) .

10



On obtient pour tout n > ng

[fn (2) = 0 (@) < |fn () = fo, @)+ Sy, (@) = (@) < | fn = fo, [+ fp. (2) =0 (2)] <e

Donc

Vn>mng, sup |[fn(2) —p(@)| <€
Izl <1

et la suite (f,), oy converge vers ¢ dans H'.
1.4.2. Remarque.
On peut donc définir une application J de H dans H' appellée application
de dualité de H,
J:H— H
x— J(x)
ou

J(z): H—-K

y—J(x)(y) = (\z).
1.4.3. Exemples.
- Le dual topologique de R"™ est égal a son dual algébrique.

- Le dual topologique de I! (N) = {(gcn)neN7 >zl < —i—oo} est
neN

1= (N) = {(mn)neN, sup |z,| < —|—oo}
neN

I.4.4. Théoréme. ( de représentation de Riesz-Fréchet).
Soit H un espace de Hilbert. Alors, pour tout f € H' ( dual topologique
de H ),
il existe un unique x € H tel que

Vye H, f(y)=(y\2)

De plus,
1l g = Ml -

L’application de dualité J de H est donc une isométrie linéaire
bijective.

1.4.5. Remarque.
On peut munir H’ d’un produit scalaire

Vige H', (N9 =T (HNT " (9) = (z\w)

on JN(f)=gz et J(g) =y Ona (f\f)y = (@\a) =

2 2
Wz = 1 f 1[5 -
Preuve.

Si f =0,alorsz =0.8Si f #0,soit F = f~1({0}). Alors F est un hyperplan
fermé de H,

11



( noyau d’une forme linéaire continue f) distinct de H ( f # 0 ). Donc
H=FgF*+ ouFt

est de dimension 1. Soit zo € F* avec |lzg||;, = 1. Tout y € H s'écrit y =
u—+v

avec u € F et v =txy € FX. Comme f est linéaire, on a f(y) =

fu)+ f(v) =tf (o)

avect = (y\ o) . Par conséquent, on a f (y) = f (x0) (¥\zo) = (¥\zof (z0)) .

Par conséquent, en posant x = xof (o), on bien f (y) = (y\x).

Pour 'unicité, il suffit de constater que si (y\x1) = (y\x2) pour tout y € H,
alors

(1 — 22) € HL = {0} et donc z; = 5.

Par 'inégalité de Cauchy-Schwartz, |f (y)| < |yl ||lz]|, et donc ||f]l <
[ -

De plus, comme f (m) = ||z||, on obtient || f||;, > |||l -

1.4.6. Exemple.
- Toute forme linéaire continue ¢ sur R™ est de la forme

Ve e R", ¢(x) = (a\2)g Zaz,

ou a € R™
- Soit f : H — R différentiable.Sa différentielle Dy (a) est une forme
linéaire continue
sur H. D’apreés le théoréme de Riesz-Fréchet, il existe un unique
b € H tel que
Dy (a) (z) = (b\x) . Le vecteur b s’appelle le gradient de f en a et
le note Vf (a).
Donc

Ve € H, Dj(a)(z)=(Vf(a)\z).
- Toute forme linéaire continue ¢ sur L? ([0, 1]) est de la forme

1

0 () = (@\Dgzqoy = [0 (0
0
ot u € L?([0,1]).
Espaces réflexifs.

Soit ( E, ||e]|) un e.v.normé sur K. On définit I’application
li

x:E—E"=(E"

x— X (x)
ou
x(z): E'—K

12
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@

L’application x est une isométrie linéaire continue.
[.4.7. Définition.
L’e.v.normé ( E, ||e]|) est dit réflexif si Papplication y est surjective.
[.4.8. Exemples.
- Tout espace de Hilbert est réflexif.
- [} (N) n’est pas réflexif.
I.5. Bases hilbertiennes.
[.5.1. Définition.
Un sous-ensemble A de H est dit dense dans H si

Vee HVe>0, Jyc A; |lz—ylly <e,
ou de maniére équivalente si

Ve € H, 3(Yn)pen C 4; lirf |z = ynll g =0,

ou bien si B
A=H.

[.5.2. Définition.
On dit qu’un sous-ensemble A d’un espace de Hilbert H est total si le
sous-espace
vectoriel Vect (A) engendré par A est dense dans H ( Vect (A) = H).

1.5.3. Proposition.
Soit A un sous-ensemble d’un espace de Hilbert H. Alors A est total
si et seulement si A+ = {0} .

Preuve.
b2 :>77
Soit # € AL (= z € (Vect (A))"); comme A est total (
Vect (A)=H ),
il existe une suite (), d’¢léments de Vect (A) qui converge
vers z.
OnaVvneN, (z,\z)=0et nlrr}roo (xx\z) = (2\z) = 0 d’ou
x = 0.
77<:”

vmuAy:Qv@uA»ﬂl:(AﬁngnL:H.

((Vect (A))" = AL)
1.5.4. Remarque.
Un sous-espace vectoriel F' de H est dense dans H si et seulement si
F+ =1{0}.
(Vect(F)=F)
1.5.5. Définition.

13



Un espace topologique est dit séparable s’il contient une partie
dénombrable dense.
1.5.6. Proposition.
Un Hilbert est séparable si et seulement s’il contient une partie totale
dénombrable.
Preuve.
?=" évidente.
” <:”
Soit A une partie total dénombrable de H, Vect (A) est est dense
dans H. Comme Q
est dense dans R, alors I’ensemble des combinaisons linéaires
d’éléments de A a
coefficients rationnelles est dense dans H. De méme l’ensemble
des combinaisons
linéaires d’éléments de A a parties réelle et imaginaire rationnelles
est dense dans H.
Donc H est bien séparable.
1.5.7. Définition.
Soit H un espace de Hilbert et (e,), oy une suite d’éléments de H.
On dit que (ey),,cy est une base hilbertienne de H si,
- (en) ey est une famille orthonormale de H.
- L’ensemble {e,, / n € N} est total.
1.5.8. Remarque.
La base hilbertienne généralise la notion de base orthonormée en
dimension finie.
1.5.9. Proposition.
Un espace de Hilbert de dimension infinie est séparable si et seulement
s’il admet
une base hilbertienne.
Preuve.
» :>77
Supposons H séparable. Soit {a,, / n € N} une partie dénombrable
dense de H.
De cette partie on peut extraire une partie {b; / k € N} libre et
dénombrable
non finie ( sinon H serait de dimension finie ). Par le procédé
d’orthonormalisation
de Gram-Schmidt on construit une partie {e / k € N}orthonormale
et qui vérifie

Vn € N, Vect (eg, €1, ...,e,) = Vect (bo, b1, ..., by) .

Reste a vérifier que {ex / k € N} est total.
Soit © € H et € > 0. Comme {b, / k € N} est total, il existe
n € Net
y € Vect (bg, b1, ...,bn) = Vect (eg, €1, ..., €n) tel que ||z — y|| <e.
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2 <:”
Si H admet une base hilbertienne (e, ),y alors I'ensemble
{e,, / n € N} est total
et dénombrable.Donc H est séparable.
1.5.10. Proposition.
Soit H un espace de Hilbert séparable et (ey), .y une base hilbertienne
de H. Alors
- pour toute suite (a,),y de 12, 1a série Y ane, converge dans H et
sa somme
x =Y, ape, verifie

neN
Vm e N, (Z anen\em> —an, et |z|? = Z |an |2
neN neN
- pour tout z € H, la série Y. |(z\en)|* converge et
neN
2 2
T = Z (a\en)en et |z|” = Z [EANC]
neN neN
Preuve. .
Soit u, = > agek. Si p > n, on obtient
k=0
2 - i . 2
lup = unll” = || Y omer|| = D ol
k=n+1 k=n+1

Comme (o), ey € 1%, (Un), ey est de Cauchy dans H qui est

complet, donc (uy,), ey
converge dans H .De plus, pour tout n > ¢, on a (u,\ &) = Q.
Par continuité du produit scalaire, nli)rj_loo (un\eq) = (T\eq) = ay.

Par continuité de la norme, lim u,|® = ||l=]* =
n—-+o0o
. - 2 X,
Hm 37 Jag]” = 37 |axl
[ i k=0

Reste & démontrer la 2iéme aTSLsertion.
Soit # € H. Posons y, = 3. |(z\ex)|*. La suite (Tn) ey €St
k=0

croissante et positive.

Elle converge si et seulement si elle est majorée. Posons
n

Tp =2 — Y (T\€k) k-

Alors x,, L e pour tout k = 0,n. D’aprés le théoréme de Pythagore,
2

n

> (z\ex) er

2 2
on a )™ = [lznll” +

lzal® + 32 [@Ner)
k=0
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qui donne y,, < ||acH2 . On conclut ensuite en appliquant la lére
assertion.
1.5.11. Remarque.
- La proposition 1.5.10. fournit une isométrie bijective entre tout

Hilbert

séparable de dimension infinie et [?; une fois fixée une base hilbertienne
(e’ﬂ)nEN )

» —H
(@n)pen = 2 Qnen
neN
Par conséquent, ’étude des Hilbert séparables peut se ramener a

celle de I2.

- Une base hilbertienne n’est jamais une base algébrique.
1.5.12. Exemples.
- Soit e, la suite dont tous les termes sont nuls sauf le n**™¢ qui est
égale a 1.
L’ensemble {e,, / n € N} est une base hilbertienne de i (N).
- Soit Ca, (R, R) 'ensemble des fonctions de R dans R, 2w —périodiques;
continues

27
muni du produit scalaire (f\g) = % [ f () g (t)dt, la famille
0

{1,co0s (nz),sin (nx)}, n > 1, constitue une base hilbertienne de
Cor (R,R).
[.6. Noyaux reproduisants.
En analyse fonctionnelle, un espace de Hilbert a noyau reproduisant est
un Hilbert
de fonctions dans lequel la fonction evaluation est une fonctionnelle
linéaire continuue.
En d’autres mots, il existe des espaces qui peuvent étre definis par des
noyaux
reproduisants.Le sujet était originalement et simultanément developpé
par N.Aronszajn
et S.Bergman en1950.
Beaucoup d’examples d’espaces de Hilbert a noyaux reproduisants sont
des espaces de
fonctions analytiques complexes, bien que quelques espaces de Hilbert
réels ont aussi des
noyaux reproduisants. Les espaces de Hilbert & noyaux reproduisants
associés & un noyau
continu ont de larges applications dans I’analyse complexe, la mécanique
quantique,
la statistique et I'analyse harmonique.
Soit X un ensemble, H un espace de Hilbert de fonctions de X dans R muni
du
produit scalaire ( e\ o).
1.6.1. Définition.
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Une fonction K définie sur X x X a valeurs dans R est dite noyau
reproduisant
de l'espace de Hilbert H si,
i) Vee X, K,=(e\x)€H

ol K,: X—-R
y+— Ki(y) = K(y,x)

i) V(fo) e Hx X, (\NK,)=f(),
[.6.2. Définition.
Un espace de Hilbert muni d’un noyau reproduisant est dit & noyau
reproduisant.
Propriétés d’un noyau reproduisant.
1.6.3. Théoréme. (d’existence et d’unicité).
H admet un noyau reproduisant ssi les fonctionnelles de Dirac 4, sont
continues:
Vee X, 6,€H (6,:H —R,
¢ 02 (p) = ¢ (x))
Un tel noyau est unique.

Preuve.
» :”
Si H admet un noyau K, on a pour tout x € X,

6z (p) = ¢ (2) = (P\KL), Yo e H

et donc 9, € H'.
2 <:”
Si pour tout z € X, §, € H', d’apres le théoréme de Riesz-Fréchet,
il existe
un unique K, € H’,

Vo e H, (p\Kz)=0(p) = (2)
On définit alors la fonction K par:
Vizg,y) e X x X, K (z,y) =K, ()

Alors K est bien un noyau reproduisant de H.
L’unicité découle du théoréme de Riesz-Fréchet.
1.6.4. Proposition.( Propriété de densité).
Si H admet un noyau reproduisant K. la famille F = {K, / z € X}
est totale ( F+ = {0}).

Preuve.
Vee X, (NKz)=¢(x)=0=p=0
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1.6.5. Théoréme de caractérisation.
Une fonction K définie sur X x X est le noyau reproduisant d’un
espace de Hilbert
H C R¥ si et seulement si
i) V(z,y) € X x X, K(z,y)=K(y,z)

ii) Vn e N* VY(ay,ae,...,0) € R™, V(xth, ey Tp) € X,
Z E oo K (i, 25) > 0.
i=1j=
Preuve.
77$”

Soit K le noyau reproduisant de H. Alors pour tout ¢ € H et tout
xz e X,

(pN\K) = ¢ (z) et donc, en particulier pour tout (z,y) € X x X,

(K \Ky) = K (z,y) . Il Sensuit que

K (z,y) = Ky (v) = (K,\K,) = (K:\Ky) = K (y,2)
et donc (1) est vérifiée.

D’autre part, si h = > o; K,, on a:
i=1

0 17 = () = 33 ovoy K aioz)

=1 j=1

et donc ( ii ) est vérifiée.
”» <:77
Soit K défini sur X x X, vérifiant (i) et (ii). Alors on peut lui
associer un espace
hilbertien H de noyau reproduisant K.
Soit Hy = Vect (K., xz € X), on définit sur Hy un produit

(N9 n ZZ%B K (z:,5)

=1 j=1

scalaire par,

o f =3 K, etg= ) B,K, et (Hy, (o\®)m,) est un
i=1 j=1

espace préhilbertien.

On pose, H = {limites ponctuelles de suites de Cauchy de Hy} .
On munit H du

produit scalaire,

v(fmg) € HxH, (f\g)H = hm (fn\gn)

ol (fn)nen €t (gn)nen sont deux suites de Cauchy dans Hj telles
que
= 1. = 1
f=lm foet g= lm gy
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L’espace de Hilbert H admet K pour noyau reproduisant. En effet,
Ve e X, K, € Hy
et donc la suite constante (K), . est une suite de Cauchy dans Hy
qui converge
vers K. Donc K, est un élément de H. (Vz € X, K, € H).
Pour tout f € H et tout z € X, on a pour toute suite de Cauchy

dans HOa (fn)n€N7
de limite ponctuelle f,

(f\Ka:>H = 7LETW(fn\Kw)HO = TLEI_EOO fn ((,E) = f ({,13)
et donc
Vee X VfeH, (\K.)y=1Ff()

1.6.6. Exemples.
- Si g est une fonction de X dans R, alors K(z,y) = g(x)g(y) est un
noyau reproduisant.
-Si X =R%et K(z,y) = (2\y) = 21y1 + 22%2, alors I'espace de Hilbert
H a noyau K
est le dual de R? et
V(f.g) € Hx H, (F\g)i = (uN0)ss
o f(z) = (\uge et g(z) = (20
Références.
Aronszajn, N. (1950). ”"Theory of Reproducing Kernels”. Transactions of
the American
Mathematical Society 68 (3): 337-404.
Alain Berlinet and Christine Thomas, Reproducing kernel Hilbert spaces in
Probability and Statistics, Kluwer Academic Publishers, 2004.
I.7. Convergence faible.
1.7.1. Définition.
Soit (2n),cy une suite d’éléments d'un espace de Hilbert H et x un
élément de H.
On dit que la suite (x,), oy converge faiblement vers x si,

vheH, lm_ (h\an) = (h\a)

On note z, — .
n—-+o0o

1.7.2. Proposition..
La limite faible est unique.
Preuve.

Vh e H, lirf (M\Zn) = (M\z1) = (M\x2) = Vh € H,(W\z1—22) = (x1—22) L H = 11 = 29

1.7.3. Théoréme.
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Soit (2n),,cy €t (Yn),en deux suites d’éléments d’un espace de Hilbert
Hetxety
deux éléments de H. On a alors:
- Ty, — &= (Tn),cy est bornée et [|z|| < liminf ||z, || .

n—-+o00
X, — =X, — .
s et lim g = o] = a0 o @
Xy — zety, — y= lim (2, \¥n) = (2\Y).

1.7.4. Remarque.
En dimension finie, la convergence faible est équivalente la convergence
forte.
1.7.5. Proposition.
Soit C' un convexe de H. Alors les deux énoncés suivants sont équivalents:
(1) C est ferme,
(ii ) pour toute suite (z,)
limite faible
est dans C.

nen faiblement convergente d’éléments de C, la

Preuve.
(1)=(1ii):

Supposant C' est fermé et soit (2,,),, oy une suite d’éléments de C
convergeant

faiblement vers x € H. Comme C est convexe fermé, le point x
admet une

projection p, sur C. Cette projection est I'unique point de C tel
que

Vy e F, Re(r —pa\y—pa) <0

En appliquant cette relation & y = x,,, puis en faisant tendre n
vers l'infini,
on obtient
lz = po||* < 0.

D’ou z =p, € C.
(i)<=(i):
Sachant que toute suite fortement convergente est faiblement convergente,
on obtient ( ii).
1.7.6. Théoreéme. ( compacité faible).
De toute suite bornée d’un Hilbert, on peut extraire une sous-suite
faiblement convergente.
1.8. Topologie faible.
Soit H un espace de Hilbert et H' son dual topologique.
[.8.1. Définition.
On appelle topologie faible sur H et on note o (H, H'), la topologie la
moins fine
rendant continues toutes les formes linéaires de H'.
1.8.2. Remarque.
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Si O est un ouvert de C ou de R, f~1(O) est un ouvert pour la
topologie faible de H.
(VfeH ).
Les ouverts pour la topologie faible sont les réunions quelconques
d’intersections finies
d’ensembles de type f~!(0) avec O ouvert de R (ou de C ).
L’ensemble {z € H /Vi=T1,n, |f;(z)— fi(w0)| < o, Vfi € H'} est
un voisinage
ouvert de xg pour la topologie faible.

1.8.3. Proposition.
La topologie faible est séparée.
Preuve.
Soit x1 et xo distincts de H. D’aprés le théoréeme de Hahn-Banach,
il existe L € H'
telle que L (1) # L (x2) . Posons

L(z) — L (71)

e=—————, Vi=LT(L(a)—eL(@)+e)), Vo=LT (L (x2) — € L(z2) +e])

4

Les ouverts V; et V5 contiennent respectivement xq et x5, et sont
disjoints.
1.8.4. Remarque.
On peut munir H de deux topologies séparées,
- la topologie forte associée & la norme de H.
- la topologie faible o (H, H').
1.8.5. Remarque.
Par construction, la topologie faible o (H, H') est moins fine que la
topologie forte
associée a la norme de H, et donc tout ouvert pour la topologie faible
est un ouvert
pour la topologie forte.
Si une topologie posseéde moins d’ouverts, elle posseéde, par contre, plus
de compacts.
Cest ce qui montre 1'utilité de la topologie faible. Les compacts jouent
un roéle
important quand on cherche a établir des théorémes d’existences.
1.8.6. Proposition.
En dimension finie, les deux topologies sont les mémes.
Exemple.
Soit (en), ey une base hilbertienne de H. Alors (ey,),, oy converge
faiblement vers 0
et ne converge pas fortement vers 0.

( lasérie 3 |(z\e,)|* converge—> liIJIrl (x\en) =0).
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