Chapitre 2 : Déplacements des poutres symétriques en flexion plane
2.1  Déplacements des poutres fléchies de section constante
2.1.1 Equation différentielle de I’axe élastique

La détermination des déplacements des poutres fléchies est nécessaire pour deux raisons :

e le constructeur doit connaitre les déplacements, des différents points de 1’axe de la poutre ou au moins de
quelques points caractéristiques, sous 1’effet de la charge extérieure s’y exer¢ant, pour évaluer sa rigidité,
en comparant ses déplacements avec les déplacements admissibles.

o la détermination des déplacements est requise dans les calculs des systémes hyperstatiques largement
utilisés dans les différentes constructions.

D’un point de vue géométrique, les déplacements sont de deux natures : les translations et les rotations.

a. déplacement de translation ou linéique y- déplacement des points de 1’axe de la poutre dans la direction
perpendiculaire a I’axe. Comme y varie le long de I’axe, on écrit : y = y(x). Le déplacement maximal
Ymax = f est appelé fleche.

b. angle de rotation ou rotation ¢ = ¢(x) : angle entre les plans de la section droite de la poutre avant et
aprés déformation, ou angle entre les directions de 1’axe avant et aprés déformation.

Au chapitre I, nous avons établi une relation entre la courbure et le moment fléchissant (équation 3). Nous
pouvons ainsi réécrire
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C’est I’équation qui associe la courbure de I’axe au moment fléchissant et a la rigidité de la section EI.

Le cours de I’analyse mathématique donne la formule suivante pour la courbure d’une ligne :
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En combinant les équations (1) et (2), on peut calculer la courbure de la poutre fig.2.1, soit
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L’intégration de cette équation non linéaire présente de grandes difficultés; pourtant pour la plupart des
problémes pratiques la quantité y'2 = tg? ¢ = @? , peut étre négligée, par suite de la petitesse des déformations,
devant I’unité. En rejetant la quantité y'2 du dénominateur de 1’équation (3) et en optant pour le systéme de
coordonnées fig.2.2, a, on obtient I’équation approchée de la ligne élastique :

d? d M
" — —y = —go = — (4)
dx? dx EI
En intégrant une fois, on aboutit a I’équation de 1’angle de rotation
Ely'(x) = Elp(x) = fM(x)dx +C (5)
1

En intégrant une deuxiéme fois, on aboutit a I’équation des déplacements

Ely(x) = f U M(x)dx] dx +Cx+D (6)

ou C et D sont des constantes d’intégration qui sont déterminées par les conditions aux rives.

Le nombre des conditions ne doit pas étre inférieur a deux, fig.2.3.

Exemple :
y=0
y=0 lP y=0 lP y'EO
E——— 2:Y PrEm
Y, =Y,
y=0 PJV y=0 A l y=0////
A\\\P——é’//{é‘ kx
y'=0 ) '
Y=Yy
/2 U2 Vg = Va
fig.2.3
Exemple 2.1

En négligeant I’influence de I’effort tranchant, chercher la ligne élastique de la poutre sur deux appuis simples
supportant une charge concentrée P présentée a la figure 2.4. Calculer ensuite la fleche et le déplacement au milieu
de la travée de la poutre. Comparer les résultats.

Solution
troncon AC: 0 <x<a

L’introduction, dans 1’expression (4), du moment fléchissant

Pb ]
M(x) = T X; Y ) a D b ‘l
entraine 1’équation différentielle du second ordre suivante A c F | B
Cvy .
17 Pb i | M
i =% A | : ‘é‘
Pb |— |
en intégrant successivement cette équation, on obtient 7 >l
X
I __ Pb 2 + C J
N=En™ TR l |
fig.2.4
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Pboo s
=——x" +(ix+ Dy;
Y1 = 6En e

trongcon BC: a < x <1

”—Pbx P(x a);
Y2 TEn* T E '
, Pb , P a4
Y2 =2 ™ T 21T ¢ 2
Pb p
3 3
= —(x—a)3 + Cyx + Dy
Y2 =g “em T *Cax+Dy

ou C;, C,, Dy, D, , constituent les constantes d'intégration, déterminées par les conditions aux limites
Dx=ay 1=y, ety =y,
V1i=y2->C=0=Cy;=y,>D;=D,=D
Ces conditions supplémentaires expriment 1’absence de discontinuité et de la rupture de la ligne élastique, sous la
charge P.
2)x=0-y;,=0-D,=D,=D=0
Pb

x=1l-y =0—>—l3—ib3+Cl=0
2 6EIl 6EI

don ¢=1P (b% — 2)
ou = BEN

Donc, les équations définitives des déformées et des angles de rotation s’écrivent

Pour le trongcon AC

Pb (@ + 2ab - )
yl__6Elea + 2ab — x°); (@)
Pb
p_ = 2 _ 2y.
i = —opg (@ + 2ab - 3x%); (b)
Pour le trongcon BC
Pa
__ % 2 2 2 2 3 _ 21.
¥, = gl @l+ (& +20)x + x° = 30¢%]; ()
yh = _ﬂ(a2 + 212 — 6lx + 3x?) (d)
2~ T6Ell '

La fleche a lieu dans la section x,, ot y'(x,,) = 0 : pour : a>b, par exemple, cette section se trouve sur le
trongon AB. Faisons I’équation (b) égale a zéro, on obtient

%n:jﬂazﬂﬂzjﬂgbz ©

= 0,577l.Cela veut dire que méme, a la limite, quand la charge P

Pour b - 0,l'abscisse x,, = —

" V3
s’approche de U'appui B, le point m correspondant au déplacement maxi y(x,,) = Vmax €St distant du
milieu de la travée de e = 0,5771 — 0,51 = 0,0771.

L’examen des relations (a) et (€) montre que méme lorsque b — 0, la différence entre la fleche f et le
déplacement au milieu de la poutre y(1/2) n’excéde pas 3%. Ainsi le déplacement au milieu de la travée de
la poutre est approximativement égal a la fleche f.

On déduit de I’exemple envisagé, que le nombre de constantes d’intégration augmente de deux a chaque
trongcon. La méthode devient compliquée. Déja, pour un nombre de trongon égal & 3 (6 équations), la
détermination des constantes d’intégration devient lassante. Pour corriger cette situation, on a élaboré
d’autres méthodes, plus rationnelles, de détermination des déplacements.
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2.2. Méthode des parameétres initiaux

Comme on 1’a déja signalé dans I’exemple précédent. Il est difficile de déterminer la déformée pour une poutre
constituée de plusieurs trongons : ca revient a résoudre 2n équations, si la poutre est formée de n trongons, pour
déterminer les 2n constantes d’intégrations. Il est facile de contourner cette difficulté si 1’on observe certaines
régles.

Considérons une partie de la poutre chargée par un certain systéme de forces fig.2.5. Supposons gue la rigidite ala
flexion EI de la poutre soit constante.
L’expression du moment fléchissant dans une section courante x de la poutre peut étre écrite sous forme :

MOC‘ e

O
P ”K*TTTTTTq

1

fig.2.5

(x - aq)z (x - aq1)3

M(x) = My + Qox + m(x — a,,,)° +P(x—ap)1 +q > + tga 3 @)

Remarque

1) il faut avoir en vue que le membre correspondant a (x — a;), doit étre pris en considération uniquement pour les
sections ou x > ay ; par exemple, le membre P(x — a,,) est pris en compte seulement, si x > a,,.

2) regle de signe : un certain membre est positif, s’il provoque un moment fléchissant positif dans une section
considérée x. Par exemple : tous les parametres représentés a la figure 2.5 sont positifs.

L équation de la ligne élastique s écrit :

dy , M
2= Y TE ®)

En comparant les expressions (7) et (8), on peut écrire :

12

2 3
y -t a(x—aq) @] ©

My + Qox + m(x — ap)°® + P(x — ap)l + 4 5 + tga

En intégrant cette équation, on obtient I’angle de rotation y' = @(x),

2 _ 2 _ 3 _ 4
Myx + QO% +m(x—a,)+P (x z?p) + alx 3'aq) + tga —(x 40'1‘11)

1
y' = () = +C (10)

En intégrant la seconde fois, on trouve les déplacements verticaux y(x) :
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3
1 z x3 (x — ap)? (x —ay)
y0) = gr|Mogr T Qogr + - T
x>am x>ap x>a,
4 5
X —a X —Qa
—q( I a) + tga —( 5,‘71) +Cx+D (11)
' x>aq1 '

Pourx =0, nous avons: C = @qetD = yy;0u @, ety,sont les valeurs de @(x)ety(x)a [’origine des
coordonnées. De sorte que [’équation (5) prend la forme :

3

1 x? x3 (x — ay)? (x—ay,)

y(X):y0+(p0X+E M0§+Q0§+ T+ +PT+
x>am;, x>ap x>ag
4 5
q(x - aq) (x - aq1)
TR + tga % (12)
x>aq1

Dans le cas de I’action simultanée de plusieurs forces extérieures, 1’équation de la fléche d’aprés le principe de
superposition s’écrit :

1 2 x3 (x — ay)?
y() = yo + @ox + 7| Mo+ Qoo + m——+
x>, x>ap
3 4 5
(x - ap) q(x - aq) (x - aql)
ZP TR Z T Ztga 51 13
x>aq x>aq1

L’équation (13) est appelée équation universelle de la ligne élastique ; elle peut étre utilisée pour n’importe quel
schéma de calcul des poutres.

L’expression des angles de rotation des sections —¢(x) — est déterminée par la dérivation de 1’équation y(x) :

1 x? (x — ay)
QD(x):‘Po‘*'E Mox‘*‘QoE"' — "
x>am x>ap
2 3 4
(x—ap) q(x —ay) (x —ag,)
ZP T Z T Zt‘ga 41 (14)
x>aq x>aq1

» Ordre de résolution du probléme a I’aide de I’équation universelle de la ligne élastique

1) On choisit I’origine des coordonnées a I’extrémité gauche de la poutre

2) On détermine si possible les grandeurs des parametres initiaux ¢, yo, Qo et M.

3) En utilisant la formule (13), on compose I’équation de y(x) ; ¢ (x) — est obtenue par dérivation de y(x).

4) Les constantes y, et ¢, — paramétres géométriques, si elles ne sont pas connues d’avance, se déterminent a
I’aide des conditions d’appui. Les constantes Q, et M, —parametres statiques, sont déterminés a 1’aide des
conditions d’équilibre de la poutre.

5) Si la poutre est sollicitée par une charge répartie dans un troncon intermédiaire, on la prolonge jusqu'a
I’extrémité droite en y ajoutant une charge compensatrice afin de conserver 1’état initial du chargement de
la poutre.
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Exemple 2.2
Déterminer les déplacements de translation et de rotation des sections B et C, fig.2.6, a.
Solution : les paramétres statiques Q, et M, sont déterminés par les équations de la statique :
2y =0:Q = qa;
YM, =0:M, = —qa?/2.
Aprés avoir déterminé ces parametres, on prolonge la charge répartie en y ajoutant celle qui la compense, comme
indiqué a la figure 2.6, b. Ensuite, on écrit I’équation de la ligne élastique pour le trongon de droite :

Y(x)=J’0+(Pox+ﬁ M°E+Q°§_q4!

Comme I’origine des coordonnées est placée en A
(section encastrée), les parametres géométriques sont ' y a)
1

1 x? x3 xt qlx—-a)*

nuls: ¢, = y, = 0. Ainsi,

2 .2 3 q _£<P
(x) = I I
YO ZE|” 2 2 Ty bys bbbyl .
o A T~ C B
q(x_a)4 < > > .
41 (b) a a
x>a
L’expression de ¢ (x) est par dérivation de y(x) My = - qa*/2 . b)
P =EN 2 Y (% VI YAb v Yyveees
3 S AAA A AR A AN
x | I T Y T T Y O O A O A |
—4q47 I I T O T G
3!
q(x — a)® TQO =qa
+ ()
31
x>a
) fig.2.6
e En posant respectivement x = aetx = 2a
dans I’équation (b), on trouve y. et yg
= a) = 1[ qa? a2+ a3 a*l  qa*
Ye =YX = W= T2 2 T e T Y| T TR
— y(x = 2a) = 1] qa? 4a2+ 8a3 16a4’+qa4 _ 7qa*
Yo = Y= AW =TTy T Y Ty T Uy T | T T 2aEr

Les angles de rotation ¢ et ¢ , fig.2.7, sont déterminés par 1’équation (C)

1 qaZ a2 a3 3

ey L[ @ L a a]_ qa
Pc=@lx=0a)=g|-"ratqa5r—q4 6EI’

= o(x = 20) = qa?® - 4q? 8a3_|_qa3 . qa®
$p = QX = 2@ = [T AT A S T A T T T GET

Il est & remarquer que les points B et C ont la méme tangente, d'ol ¢ 5 = ¢@¢.
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Exemple 2.3 y T

Déterminer le déplacement vertical et 1’angle de 2 q
rotation de I’extrémité libre de la console sollicitée
r une charge triangulaire fig.2.8. ey >
pauegage iangulaire fig.2.8 1 S B x
Solution : D¢
Les expressions du déplacement et de I’angle de
rotation d’une section courante x s’écrivent : B
)= o+ 1 . x5
y() =yo + pox — prtga- <
3 1 . x*
@) = o —prtga-
Condition d'appui - (1) = gy —— 1.5 Z ¢
ondition d'appui: () = @0 = 7 77 =0, R
3 X
d'ou Qo = m = Q4.
D=y +pol——-L.E
= v+ ] — — -0 >
y Yo T Yo El 1 51 Yo
1 (ql* ql*\ _ ql*
= EI\120  24) T 30E1 _’* fig.2.8
Exemple 2.4

Tracer les diagrammes des efforts intérieurs Q et M de la poutre simple avec deux porte-a-faux (fig.2.9, a),
soumise a une force concentrée P a I’'une des extrémités libres et & un moment concentré m = 2Pa a I’autre.
Calculer ensuite les déplacements en C, D et E. Dessiner I’épure de I’axe fléchi de la poutre (déformée) en y
indiquant le point d’inflexion.

Solution
Détermination des réactions

YMy = P.3a+2Pa—2aR, =0 — R, = 5P/2;
YM, = Pa+ 2Pa+ 2aRy =0 » Rz = —3P/2.

Les épures Q et M sont présentées (fig.2.9, b et ¢), les valeurs caractéristiques des efforts tranchants et moment
fléchissant y sont indiquées.

Prenons 1’origine des coordonnées au point C et écrivons 1’équation de la ligne élastique en prenant en compte les
valeurs des parametres suivants :

QO = _P,MO = O,yO iO,(pO * 0.

B 1 x3 (x—a)3 (x — 3a)3 _
J/(x)—yo'ﬂﬂox‘*'ﬁ Qo'a"‘ RAT"' RBT:
x>a x>3a
ou
3 1 x3 5 (x-a) 3  (x—3a) _
y(x)—y0+<p0x+ﬁ _P.§+ EPT— —P—3' ;
x>a x>3a

Les parametres y, et @, sont évalués a partir des conditions d’appui

1 a3
y(a)=y0+g00-3a—EPE=0; (D
(Ba) =y, + -3a+l —P-<3a)3+EP-(2a)3=0-
Y Yo T o EI 6 2 6 ’

ou apres simplifications
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7Pa3

yBa) =yo+¢o-3a——--=0. (2)
Ce systeme de deux éguations a deux inconnues a pour solution
Pa? Pa3
‘P0=EF J/0=_ﬁ=3’c
En introduisant les valeurs de ces deux parametres dans 1’équation de la ligne élastique, on obtient en définitive :
1[ Pa® Pa? x3 5 (x—a) 3  (x—3a)
y(x)=E—T+Tx—P-§+ EP-T— —P-T 3
x>a x>3a

Pour déterminer le déplacement en D, on pose dans 1’équation (3) x = 2a; naturellement, le dernier terme de
I’expression (3) est exclu des calculs.

— (2a) = 1 Pa3+Pa2 u_ P (2a)3+5p (2a—a)®|  Pa®
Yo =y(Q2a) =g\ ==+ 24 31 2 31 |~ T 2El’
Ty
2Pa
P R4 Rp S .
a) cY AI D BI E
—
;; A X
% 777777,
[
a a a a
Q N
3
P —
Pa
~ x
C) >
S + 2Pa
M
v 5
ga
déformée
_Pa3 f 7
b= 4 t
== 1 A
27 i
d) 1 - — /‘
— -~ = ~ - X
L7 s -

point d'inflexion M = 0.

fig.2.9

D’une maniere analogue, on détermine le déplacement en E en posant x = 4a
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1[ Pa® Pa? (4a)> 5 (4a—a)® 3 _ (4a-3a)d
—|-=—+=-4a-P- fop.— 2 _Zp. it
El 3 2 3! 2 3! 2 3!

. 2Pa?
dou yp= o

yg = y(4a) =

Déterminons maintenant le déplacement au point ou s’annule le moment fléchissant (M = 0: point
d’inflexion de la déformée) fig.2.9, d.

Le moment fléchissant dans le trongcon AD a pour expression

5 P 5
M(x) = —Px + E(x —a) = E(Bx — 5a) qui s'annuleau point x = §a.

3 p (5a/3)3+5P (5a/3-a)®|  4pPa’
T EI 3 2 3 3! 2 3! ~ 27EI

5 1] Pa® Pa? 5
v(59) =3

On peut construire la déformée de la poutre en utilisant la relation entre le moment fléchissant et la courbure
de de I’axe fléchi,
M

El

|~

ou p —rayon de courbure;

1) sur le trongon ou le moment fléchissant est positif, la convexité de la déformée est tournée vers le bas ;
2) sur le trongon ou le moment est négatif, la convexité de la déformée est dirigée vers le haut ;

3) sur le trongon ou le moment est nul, la déformée est une ligne droite ;

4) dans la section ou M = 0, la déformée admet un point d’inflexion.

Exemple 2.5

Une poutre simple avec porte-a-faux, en acier doux et a section en double té (profilés laminés), est
soumise a une charge répartie 2¢g sur le trongon CD, a un moment concentré m en B et a une force
concentrée P en E, comme indiqué sur la figure (2.10, a). Dimensionner la poutre a la flexion, selon la
condition de rigidité, c.a.d. trouver le numéro de profilé en double té vérifiant la condition de rigidité.

Données numériques :
[f1=1cm;q = 1kN/m;l =2m;P = ql = 2kN;m = ql? = 4kN.m; E = 2-10'1Pa.

m = ql? a)
yu Zq R

A >
7;% C D El x
’ 1 P=ql
l I I — 4
1 1
//
b) / Y
/
< | /I/
Z y
~__
fig.2.10
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Solution
Détermination des réactions

2ql
ZMA = O:RB = _T,
5ql
ZMB =0: RA = ?.
Valeurs des parametres initiaux
5ql
=—M;=0;
QO 3 0
yo = 0, (po * O

Donc, le seul paramétre qui reste a déterminer est I’angle de rotation ¢ a I’origine des coordonnées.

Pour cela, prolongeons la charge répartie jusqu’a I’extrémité droite de la poutre en y ajoutant la charge
compensatrice et écrivons ensuite 1’équation de la ligne élastique :

3 1[5 l 3 ) (x—l)“‘_l_ ) (x—21)4‘+
y() = @ox + o lzql o+ q— R
x>a x>2a x>3a
(x—=3D% 2  (x-301)3
—ql?- —— 2 _ _gl-——~|. 1
qt 2! 393 M
L’angle de rotation ¢, est déterminé gréce a la condition de bord en déplacement :
=y(3D) =@, -3l + L2a (3l)3+ 2 (3l_l)4+2 Sl = 0;
Y =Y = @o El 3q 30 q 41 q 41 =0U;
] +25ql3_0 Jod _ 25qP®
oU @t TV o o= T2k
Ainsi I’équation des déplacements prend la forme :
1[ 25q3 5  x3 (x—=D* (x —2D)*
=—|- “ql-= -2 2q-———
) El[ VIR AT C—Y (TR
x>a x>2a x>3a
(x=3D% 2  (x—-3D3
2  —— — —  — 14
4t 2! LT | @)
ou définitivement;
1 25 5 1 1
x)=—|-—=qB - x+—=ql-x*+| ——=qx-D*+ —qx—2D*+
YO =g 12 187 va 121 52012 r>3a
1 1
_quz (x —3D? — gql(x — 3l)3]. 2
Déterminons les déplacements y¢; yp et yg
=y() = 1( 2241 1+ —ql 13)— 65ql”,
Ye =YW =g\ " 121 187" ) T T 36E1
11 25 5 1 73ql*
= = —|—— 3. - . 2 3 - 2 - 4] — :
yo =y (2D El[ 1200 2+ ggat @07+ =159l ] 36E]
1 25 5 1 1
— — | _==4]3. _ . 3 _ 4] — 4 _ 41 — 2 4
Ve = y(4l) El[ Sal -4l gl (4D + = (4l — D* + (4l - 2D

" 12EI = 36EI
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e On construit la déeformée a partir des déplacements trouvés, on peut vérifier facilement que le moment
fléchissant est positif sur toute la longueur de la poutre et que la convexité de ’axe déformé est tournée
vers le bas ; fig.2.10, b.

e Le déplacement maximal (ou la fléche) apparait a I’extrémité de la console en E ; yr = Vo -

Déterminons le numéro de profilé en double té selon la condition de rigidité v, < [f]

41ql* 41ql*
T <lfl =12

12E1 = 12E[f]’
LMl A0 2 0mom® = 27300m?
ST2E[f]  ~12-2-101-102 " T e

Donc, le numéro du profilé en double té vérifiant la condition de rigidité est -22a- pour lequel le moment d’inertie
I = 2790 cm* et le moment de résistance W = 254cm3.

2.2.1 Déformée de la poutre contenant une articulation intermédiaire

Les équations de la ligne élastique (13) et des angles de rotations (14) sont obtenues pour une partie de la poutre
ne contenant pas d’articulations intermédiaires qui rompent 1’harmonie de 1’axe fléchi.

Considérons la poutre, présentée fig.2.11, contenant une articulation en B. En plagant I’origine des coordonnées,
pour tous les trongons, en A ; dans ce cas, la détermination des déplacements est possible, seulement si 1’on
envisage la poutre par parties: les parties AB et BC
séparément. y T

On peut, cependant, montrer un procédé de
généralisation de la méthode des paramétres initiaux, pour le .
cas d’une poutre contenant une articulation intermédiaire. ( l l 1 l 1 l l B l CE

X

Pour cela, écrivons les équations différentielles pour les = 4 A 0 "
trongons AB et BC et intégrons-les deux fois : 777777,
e Pour le trongon AB >
a |
d’y(x) _ M(x)
dx2 ~ EI ’ fig.2.11
dy(x) _ (M)
000 =4 _J g
+ Cy; (15)
M(x)
y(x) :fdxf I dx + Cyx + Dy; (16)

e Pour le trongon BC

y@) _ M)

dx? EI '’
d M
o0 =22 = [Fax v ¢ (a7
y(x) = f dxf MESC) dx + Cyx + Dg; (18)

Suite & la présence de I’articulation, les angles de rotation a gauche et a droite du point B se distinguent d’un
certain angle Ag. Pour établir la relation entre les constantes Cg, Cq, Dy et Dy , €crivons la condition de liaison des

trongons en B.

y(ar)g =y(ar)a; (19)
q)(ar)g + Ap = @(a,)q- (20)
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En insérant dans les égalités (19) et (20) les valeurs y(a,) et ¢(a,) des expressions (16), (18) et (15), (17),
pour x = a,, on obtient

Cy+ Ap = Cy; (21)
Cgar + Dy = Cqa, + Dy; (22)

Des égalités (21) et (22), on a
Dy =—-A¢p-a, + Dy (23)

En portant les égalités (21) et (23) dans les équations (17) et (18), on peut écrire les équations des angles de
rotations et des déplacements sur le trongon BC sous cette forme :

_dy(x)  (M(x) _
px) = I —f I dx + Cy + Ag; (24)
M(x)
y(x) = fdx ?dx+6gx+Dg + Ap - (x — a,). (25)
a) ‘y
RB’ A m
4 C_ B D E
” 777777, >
QO < i< >l < < >
a a a/2 a/2
b) m/a
Q
K \HTTT»\
m
‘ M
m
2ma Tma
ma 3EI —
6EI \ 6EI
d) A Q
N\
ma Ag
2E] _ 2ma
2
ma® 11ma® 225;,}15'6;
0 2 A

fig.2.12
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Comme il a été établi, a gauche de la rotule B, les constantes d’intégration C et D sont les mémes sur tous les
trongons et présentent successivement 1’angle de rotation et le déplacement a 1’origine des coordonnées. On en
conclut que pour les sections a droite de I’articulation, il convient d’introduire dans 1’équation universelle de la
ligne élastique le terme supplémentaire Ag - (x — a,.) et dans I’équation des rotations— le terme A¢ -

Exercice 2.7

Pour la poutre en porte-a-faux de la figure (2.12, a), contenant une articulation intermédiaire en C et soumise a
un moment concentré en D, tracer les diagrammes des moments de flexion M, des efforts tranchants Q, de la
déformée y et des angles de rotation ¢.

Solution
Détermination des réactions d’appui

YMEIOMe = m + Ry - a = 0;
m

Rp=——-
B a
m
YM, =m—E2a—M0 =0;
MO = —m.
Y=0 _n
S¥ =0:Qp =—
Ainsi les paramétres statiques ont pour valeurs
m
Qo = ;i My =-m
Les conditions d’appui A fournissent :
Yo = ¢o = 0.

L’équation universelle de la ligne ¢€lastique, compte tenu de I’expression (25), s’écrit

1 x? x3 (x — 2a)3
y(x) =My 57+ Qo 57+ ElA@c-(x —a) + Rp ————
EI 2! 3! 3!
x>a x>2a x>5a/2
(x — 5a/2)?
m
ou
1 x> m x3 m (x —2a)3
y(X)—E—m'E-FE'E-l‘ EIA(pC-(x—a)— ZT—
x>a x>2a x>5a/2
x —5a/2)?
.« 2'/ ) o

La valeur de 1’angle de rotation réciproque A est calculée grace a la condition d’appui yz = y(2a) =0

2a) = — @)’ \m QD i 2a—a)] =0
Yed) =g 21 a3l Pcrlea—a) =5
A _ 1 (2 4 ) _ 2ma )
bc =g \#MET3MA) = 3] )
En introduisant (2) dans (1), on obtient en définitive
()_1 x2+m x3+ 2ma ( ) m (x —2a)3
Y =E|™™ 2T q 3 3 x4 a 30
x>a x>2a x>5a/2
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—5a/2)?
m. &= 54/D" 2?/ )] 3)

Déterminons les déplacements dans les sections caractéristiques (C, D et E),

_()_1 a+m3_ma2
yC_ya_EI m 2 =

_(5)_1 m(5)+m <5>+2ma(5 ) m<5 2>3
Yo =Y\2%) T 2\2% Tea 2¢ 3 29747 Gq \2¢7 ¢
11ma?

ou YD = o4E1

= B0 = [~ (30 + - (30) + ot 2a— g3 m(a)z]
YE =YW = pr| T WAl g ea T )
25ma2_

ou YE = To4ET

Déterminons des angles de rotation dans les sections caractéristiques (C, B, D et E)
L’équation des angles de rotation est obtenue par simple dérivation de I’équation de la ligne élastique (3)

()_1 +m x2+ 2ma m (x —2a)?
P = T T 3 a 21
x>a x>2a x>5a/2
m- (x —5a/2)] 4
Pour x=a
3 ()_1 +m a? _ ma
$g =W =\ "M AT ) T T oD
_ +A _ ma+2ma_ma
Pa = Pg T 8P = " or1 T 3ET T 6EI
x=2a
_ (2)_1( ) _{_m(2 )2+2 )_Zma_
$p = PLe@) =g \TM AT A) T A ) =
x=5a/2
B (5 )_1 5 +m<5 )2+2 m(l )2_7ma_
Po =P TE|T™ 2272424 T3MAT5. Y | T eEr T VE

A partir des résultats obtenus, on construit les diagrammes y et ¢ (fig.2.12, d, e). Notons quelques
particularités de ces épures : I’épure ¢ présente un extrémum au point M = 0, au point C les tangentes a la courbe
@ sont paralléles a I’axe x; a ce point, on remarque un saut avec changement de signes. Sur 1’épure y la tangente
au point A est paralléle a I’axe x. Dans la section ou 1’épure ¢ a un saut, I’épure y a un point anguleux (rupture et

changement de signe de la courbure).

Application numérique
Dimensionnement de la poutre a la flexion

Trouver le numéro du profilé en double té, selon Gost, vérifiant les conditions de résistance et de rigidité de la

poutre.
Ondonne:m = 160kN - m;a = 2m; E = 2-10°MPa; [¢] = 160 MPa; [f] = 1cm.
Solution

De la condition de résistance, on a
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Mmax

Omax =~/ <[o] ou W= [ZTX;
ou M,,,, = m = 160kN - m, on trouve le module de résistance nécessaire:
/= 0 1073m3 = 1000cm3,

~160-103

D’aprés le tableau des profilés en double té, on opte pour le numéro 45, pour lequel W = 1231cm3 et ] =
27696 cm*.

Vérifions la condition de rigidité

25 ma* 25 160 -4

24 EI 24 2-105-103-27696-1078
la condition de rigidité: fiq, < [f]n'estpas vérifiée. 1l est nécessaire d’augmenter les dimensions de

la section droite, en partant de la condition :

fmax =Yg = =0,011m = 1,1cm > [f] = 1cm.

25 160-4 <[] = 001
fmax = 53" 3 105 1057 = V1= 0.01m;
25 1604

ou I = 333,33+ 107%m* = 33333cm* -

> P —
— 24 2-10%8-0,01
qui correspond au N°50 (I = 39727 cm*).

2.2.2 Poutres hyperstatiques

Lors de calcul des systemes hyperstatiques, les paramétres statiques Q, et M, peuvent étre inconnus. Pour
résoudre de tels problemes, on écrit les conditions aux limites tant statiques que cinématiques. En utilisant ces
conditions, on peut obtenir le nombre nécessaire des équations algébriques linéaires relativement a toutes les
grandeurs inconnues. La méthode de calcul des poutres hyperstatiques sera envisagée dans 1’exercice suivant.

Exercice 2.8

Déterminer a 1’aide de la méthode des parameétres
initiaux, pour la poutre de la figure (2.13, a), les valeurs des Y a)
efforts tranchants, moments de flexion, angles de rotation et . a v
les déplacements dans les sections caractéristiques de la R

- ’ M l" v ¥ vy V Vv V"V_ >
poutre. Tracer ensuite les épures M, Q,y et @. 0 c % A BI C § o
g
a

Solution '3 R
Puisque le nombre de liaisons extérieures (L = 5) Qo | 2a | 3
dépasse le nombre des conditions d’équilibre: trois
équations de la statique, plus la condition supplémentaire en fig.2.13
B : Mg = 0; la poutre est donc hyperstatique d’ordre D =
L—4=1.

Nous avons, selon les conditions du probleme y, = @, = 0; il reste a déterminer les paramétres
statiques M, et Q,, pour cela, on écrit les équations de la fleche et sa dérivée :

_1f, x x? q(x — 2a)*|
y(x)—ﬁ MO'E"’QO'E-}' ElAgp - (x — 2a) — —
x>2a
1 x? q(x — 2a)3
<P(x)—ﬁ Mo'x‘*'Qo'E‘*' ElApp — —3r |
x>2a

En utilisant la condition supplémentaire en B, on peut écrire

ZMg =My+Qp-2a=0ou My=-—Q,"2a.

Pour déterminer les grandeurs inconnues Q, et Agg, on utilise les conditions de bord en C
y(5a) = ¢(5a) = 0.

2
1 JEO

(5a)*
y(5a)=ﬁ —Qo - 2a 21 0’

q(5a —2a)*| _
3! =0

4! ‘

Q + ElA@g - (5a — 2a) —
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1 (5a)? q(5a — 2a)?
@ (5a) :E —Qo-Za-5a+Q0-T+ ElApg — — =0

On obtient un systéme de deux équations algébriques linéaires en Q, et Agg

( 25a°  3EI A, = 27qad

6 Qo $p = g

a? 9qa3

'75—004'E1A¢B = 2
[ luti L 0,87 Apg = 26190’ = 2,33 99°
qui a pour solution.: Qo = 280qa = 0,87qa; ¢ = 11261~ 23377
Déterminons les valeurs Q et M dans les sections caractéristiques de la poutre
Q4 =0Qp =0y, =0,87qaq; Qc =0,87qa — 3gqa = —2,13qa;
3a)?

M, =My = —Qq* 2a = —1,74qa?; My =My + Qy - 5a — q( 2) = —1,89qa?;

Calculons la valeur extrémale du moment dans le trongcon BC

dx
de plus, le moment, sur ce trongon, s'annule au point x, = 1,74a.

Les épures Q et M sont présentées (fig.2.13, b, c). Réécrivons les expressions y et ¢ :

1 x? x3 q(x — 2a)*
= —|-1,74qa? = 7qa - = 2 3.(x—2a) - ———|;
y(x) 7 Y + 0,87qa 3 + ,33qa® - (x — 2a) a0 ]
x>2a
1 5 x? ,  q(x—2a)
p(x) =—=—|-1,74qa* - x + 0,87qa-— + 2,33ga®> — ——|-
El 2! 3!
x>2a
Calculons les valeurs y et ¢ dans les sections caractéristiques de la poutre :
x=2a:
1 (2a)? (2a)3 qa*
=y(2a) = —|-1,74qa* - ——+ 0,87qa - =—=2,32—;
v =y(2a) = p|-174qa" ——+0,87qa - — 320
1 , (2a)® qa’
0 = ¢(2a) = ;| -1,74qa* - 2a + 0,87qa = —1744;
= + Apg = 174qa3+233qa3_059qa3
x =287a:
2870 = L[-1740a2 . BTV 0 greq. BBTD°
7] 2740 ¢
q(2,87a — 2a)* qa*
2, 3. 2, -2 - =_1r 4_1
+2,33qa’ - (2,87a — 2a) 2 7 Bl
1 5 (2,87a)?
¢(2,87a) = Zl —1,74qa* - 2,87a + 0,87qa - — +
q(2,87a — 2a)3 qa®
2,33qa3® — =081 —:
+ ’ qa 6 ’ EI ’
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Avec les résultats obtenus, on construit les épures ¢ et y (fig.2.13, d, €).

Notons les particularités de ces épures : ’épure ¢ présente un extrémum au point, ou M = 0, un saut avec
changement de signe en B et un point d’inflexion dans la section x = 0,87a, ou Q = 0. En B les tangentes a I’épure
sont paralléles a 1’axe x.

Sur I’épure y , en A et C les tangentes sont paralléles a I’axe. La courbe y admet un point anguleux en B avec
changement de signe de la courbure ; et un point d’inflexion dans la section ou M = 0.

y
I q Y a)
MO( J\v Yy VYV V¥V wm
A BT (:E?‘S X
Q() 2a ‘ 3a
087qe [TTTH N 2

Q
\% 2,13qa

=
0,87a” | X
1,74a 1,89qa2
1,74qa?
M c)
0,38qa? -

Q =0: mflexw\n

max
a3 .
Q59?§7- :Ei):I’ d)

¢
qa’ ;;1Q—i
1,74ﬁ \ ! El
N
min
e)
qa’ g
2,32 —
El inflexion
3
pt.anguleux qa
1,74 —-
El
fig.2.13
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2.6 Méthode Des Moments d’Aires

Cette méthode est particulierement appropriée
pour I’étude des poutres dont la rigidité EI varie selon

la longueur. a) | ® ° —
. . : : L A ' B A X
Réécrivons I’équation de la ligne élastique (4) sous ’ X o
forme : . 1
2 XA ¥
d d M - >
fy_se_~ (26) 7
dx? dx EI > e
X dx
d’ou e M
[ |
i —dx
M b) [
d(p=ﬁdx (27) 1 ||||| x
M ?C.G
Théoréme | : Variation de pente El
M
L’angle compris entre les tangentes élastiques en un 1 N Xg >
point A et en un point B, est égal a 1’aire comprise "
entre ces deux points, sous la courbe M/ET ; i
11
M 1P X
= |ai — 28
OaB [alre sous I ]A (28) E E
En effet, en intégrant 1’équation (27), on peut ) axe déf orméi !
déterminer la variation de pente @45 entre les points ¢
AetB. 4
B XB
[ao=[Max o
= = —_— *
PaB % El x ( )
A XA

Mais, 1’élément de droite de 1’équation (28 *)
représente 1’aire sous la courbe M/EI, comprise fig.2.14
entre x4 et xg. Ce qui donne 1’équation (28).

Théoréme Il : Fleche tangentielle

La fleche tangentielle issue d’un point quelconque B sur la tangente passant par un autre point A de la ligne
élastique, est égale au moment, par rapport au point B, de I’aire sous la courbe M /EI, comprise entre A et B.
B

Apa= |ai — | 'x 29
BA [alresousEI ]A Xg (29)

Xp - est la distance qui sépare le point B du centre de gravité de cette aire.

En considérant la distance dA, sur la droite verticale passant par le point B, on peut vérifier facilement 1’équation
(29)

dA= (xg —x)de (30)
En intégrant (30), on obtient
XB
M
doa= [ Gy =0y 29%)
XA

Ap 4 - étant la fleche tangentielle au point B par rapport au point A.
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Par convention le premier indice représente le point situé sur la courbe élastique, et le deuxieme le point duquel est

issue la tangente (Ap, = BA", fig.12.14, ¢).

M
a) E >0
A B
A
éformée
AAB
as Agy> 0
BI
A!
M H i
. D
EI
\ YA yB

M
b) —<0
El
A!
BI
A< 0
AAB q)AB BA
déformée
Y
A B
X4 X
L1 H -
X
Ry

fig.2.15

L’intégrale (29*) n’est autre chose que le moment de 1’aire sous la courbe M /EI, comprise entre x, et xg; Cce
moment est évalué par rapport a 1’axe vertical passant par le point B. Ce qui permet de réécrire 1’équation (29%)

sous la forme (29).

La convention de signes et d’indices pour la fleche
tangentielle et la variation de pente est donnée a la
figure 2.15.

Les fleches tangentielles ainsi que le point
d’intersection des tangentes sont situés au-dessous de la
poutre lorsque le moment fléchissant est positive
(fig.2.15, a). On constate I’inverse, lorsque le moment
fléchissant est négatif (fig.2.15, b).

2.6.1 Application de la méthode des moments d’aires au
calcul des fléches et des pentes

Exercice 2.14

Déterminer pour la poutre de la figure (2.16, a), la pente
et la fleche au point B.

Solution

La figure (2.16, b) illustre la ligne élastique prévisible.
L’encastrement impose que la courbe élastique soit
horizontale en A ; ce qui simplifie considérablement le
probléme.

Comme la rigidité EIl est constante, les épures de M et
de M/EI sont similaires.

CHAP. 1l
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a)
A EI:constante B
W X
L P
' l
b)
§A _
Pap = Ps
c) !
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a ) Calcul de la pente en B

Puisque la ligne élastique est horizontale en A, ’angle @5 peut étre évalué en calculant @ 5
@ 4p- aire sous M/EI , entre A et B.

1 Pl PI?

(pB:(pAB:E'E'l:ﬁ

(@)
b) Calcul de la fleche au point B

Puisque la tangente en A est horizontale, la fleche Ag est égale a la fleche tangentielle Ag4- moment par rapport a B
de I’aire sous M/EI , entre A et B.

A_1 Pllzl_Pl3 .
B=92 EI © 3" 7 3EI (b)

Le fait que Ag soit positif indique que le déplacement du point B s’effectue vers le haut par rapport a la tangente en
A.

Application numérigque

Soit E = 200 MPa (acier),l = 2m,P = 1kN.
60mm

Calculons le moment d’inertie,

— B
A /

—
~

30+ 603 I 30mm
I = =0,54-10° mm* = 0,54 - 10"° m%; .
12 fig.2.16,d

El =2-10'1-0,54-107° = 1,08 10° Nm?;

_ P2 10%-22
" 2EI 2-1,08-10°

Exercice 2.15

Q@ = 0,0247 m = 24,7 mm.

y
Déterminer pour la poutre de la figure (2.17, a), la pente ) T q
et la fleche au point B. @
| P §L BRI R
Solution N4 B
Comme dans l'exercice précédent, la ligne élastique | ; >

est horizontale en A, I'angle ¢g peut étre évalué en
calculant ¢,p a partir de I'équation (28*) ou a partir

b
du théoreme I relation (28), on a donc ) q A
a) Calcul de la pente en B §
M B
Pp = Qag = [alre SOUS 7 ) = )
Cc
1 qi>  PB ™Y
=t ] = — 2 NS
3 2E1 " 6EI’ ar I
\ . 'z . 2E1
ou a partir de l'équation (28 x)
—_—
lM M 31 x
(PB=fPAB=J—Idx= El'y < "
0
O . ) I i9.2.17
El 2 2 ) T 6EI fig-2.

b) Calcul de la fleche au point B
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5 A [ MB_ ql331_ql4( le bas)
p = Apy= alresousEI "X = 6El 4~ 8EI vers le bas

ou a partir de l'équation (29 *)

Ag= A f(l)d—fl +qual—ql4 b

= Agy= x x (l—x) qlx — = x 8EI (en bas) -

NOTE : Lorsque le chargement est réparti sur la

poutre, 1’épure des moments fléchissants n’est plus T y lP

linéaire, comme c’¢tait au cas de charges q) A ¢

concentrées. Dans ces conditions, il est préférable ! | X
I

d’utiliser les tableaux donnant I’aire et le centre de Pb
gravité des figures paraboliques. (Le tableau 111.2, ]
Chap.3 fournit les aires et les CDG de quelques

figures simples, les plus usitées).

A
\

s

Q

Exercice 2.16 b) < >

La poutre simplement appuyée de la figure 2.18a M
est de rigidité EI constante. On demande de

calculer le déplacement, en C, du point Pab
d’application de la force P.

Solution c)

En utilisant comme repére la tangente a la I’axe
déformé, au point A, on peut calculer la fleche &,
(fig.2.18, ¢). On a ainsi

ABA

SDzﬁ ﬁ l _ADA

ou Ag, et Ap, — fleches tangentielles déterminées

au moyen du théoréme II. b
Etablissons le digramme stratifié « diagrammes a
simples, isolés sous I’action de chaque charge, pour «—3 A
simplifier le calcul des aires et des centres de gravité @) Pb
des figures », fig.2.18d. A C B
. M7 x
Aga= [alre sousﬁ ]A "Xp = M Pb
Pab U
171 I 1 b — -
P o —P 2. ] —— (]2 2
El[ brlg=3Pb 3 6El(l b%) : :
A _ L[L Pab al _Pa®b 3
PATEIZ T 5]_ 6EIl
Pab Pa3b fig-2.18
8p = 7o (12— b?) = —— =
6EIl 6EIl
Pab (12— b?— a?) = Pab S Pa?b?
6EIl T TeEn Y T 3EN
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Exercice 2.17

La poutre de section variable présentée a la figure
2.19a est soumise a une force concentrée,
appliquée au milieu de la travée, valant 36 kN.

Les dimensions respectives des  sections
transversales sont : S = 100 x 100 mm et

S" =120 x 120 mm. Le module de Young du
matériau de la poutre E= 200 GPa. On demande
de déterminer la fleche (déplacement maximal) de
la poutre.

Solution

En vertu de la symétrie, la déformée est
symétrique et le fleche f a lieu au milieu de la
poutre, fig.2.19b.

Ainsi,
f = Omax = 6g = Mg
Comme la poutre est de section variable, le

diagramme M/EI est obtenu en divisant, en tout
point, le diagramme M , fig.2.19c, par EI.

On a, dans les trongons extrémes :
o
12
El =2-10'11-83-107° = 16,6 10°N - m?

=8,3-10"°m?* et

Et dans le trongon du milieu
_ 0,124
12

El =2-10'1-173-107% = 34,6 - 10°N - m?

=17,3-10"°m* et

Le diagramme M /EI est présenté fig.2.19d.

Dongc, selon le théoréme I, on a

W 100 f 100
/ 36 kN /f
A 100 E 100 p a)
1 1 —
& ¢ T A ¢
- 120 ] ﬂfn“
18 kNT 120 18 kN
- lmu lm;‘ 1m“1m -
/% b)
AAE \55_ S ——
1 . c)
W lU,U‘LV -
M(kN-m)" 18 18
36
d)

1 1
8p = Bap=75 (051072 -1+ 0,66) + (107 2+133) = 149510 *m ~ 1,5 mm. ()

Moment statique, par rapport a A, des aires AB’B” et AEE'.

2.6.1 Méthode de superposition

Pour résoudre les cas complexes, on peut superposer les résultats obtenus pour les cas simples. Cela demeure
toujours possible lorsque le comportement du matériau est élastique linéaire (cas de petites déformations).

Principe de superposition

Soit M (x) le moment fléchissant résultant d’un systéme de forces appliquées séparément

M(x) = My(x) + My(x) + - e e vee 4+ M, ()

Le déplacement vertical des points de I’axe de la poutre s’écrit

CHAP. 1l
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ElL.y"(x) = M(x) (31)

D’ou I’on obtient compte tenu de 1’équation (30)

EL.y"(x) = My(x) + My(x) 4 oooeeeeeee 4+ My () (32)

Le deplacement di & chaque charge appliquée isolément est donné par

ELy)(x) = My(x); ELy; (x) = Mp(x); -+ -+ -5 ELyy' (x) = My(x) (33)

En combinant (32) et (33), on a

ELY"(x) = EI[y{ (x) + y§ (x) + -+ -+ + 5 (0] = EL jT 1+ vz + + )
Ainsi,

V() = y1(0) + 3200 + oo+ Y () (34)

Avec un résonnement pareil, on obtient par superposition I’angle de rotation

P() = @1(x) + @2 (xX) + oo ee e+ @ (%) (35)
Pour appliquer aisément la méthode de superposition, on utilise des tableaux donnant des solutions types

correspondant a des chargements simples (par exemple Tab.2.1). Dans le prochain chapitre, nous allons
examiner les méthodes, les plus générales, de détermination des déplacements élastiques des systémes de
barres.

Ici, on se limitera a la solution des deux exercices suivant ; pour plus de détails concernant la méthode des

moments d’aires, consulter [WW].

q P =ql
Exercice 2.18 . ‘
T ERARRD k

Déterminer, a 1’aide de la méthode de superposition, le déplacement § /2 1/2
vertical de I’extrémité droite de la console, fig.2.20 ; la rigidité de la poutre l ’ !
a la flexion étant constante. < L |
Solution
Envisageons chacune des deux charges appliquées isolément (charge fig.2.20
répartie notée q et charge concentrée notee p ). En se référant aux résultats
(Tab. 2.1),0na

A= (A1) g + (Drdyp

l 3

q (7) l 7ql* ql(3  ql*
avec,  (Adq = Zup; ( l 2) 3aEr’ 8 = 3p T3

En superposant les résultats, on trouve

7ql* N ql* 135.ql*
384E] = 3ElI  384.EI

A= (Ar)q + LK)y =
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q q q
VIV Iy Wbk YW
& & 1A & L&
< I| ‘ l: < l: >

X T Coxw

Tab.2.1. Valeurs des fleches maxi pour des chargements les plus courants (les fleches sont données en valeurs

absolues)
schéma Fléche maxi de la poutre | schéma Fléche maxi de la poutre
(El-rigidité de la section) (El-rigidité de la section)
Ma a 2
I " (l - -) IX M
El 2 8EI
MI? M (1?
11 —_ X —|— - a?
2EI 2EI\ 4
Pa? a Pa l
i —(l——) Xl |8, =—— (31" —4a%);a<=
2EI 3 48E1 2
3 3
v i X1 i
3EI 4%EI
3 Pa (1* a?
% 9% 41— a) X1l (=
24E] 2EI\4 3
4 3 4 4
a
vi | L (3= —+— XIv >al
24E1 l 384E1
4 4
VII ar XV 5, = >4t
8EI 768EI
2 5
VIII Y = ML XVI L(— I* - 30%a% + 2a4>
16E1 48EI\8
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Exercice 2.19

Déterminer le déplacement vertical au milieu de la poutre
représentée sur la figure 2.21, a; la rigidité de la poutre étant
constante.

Solution

En vertu du principe de superposition, I’expression de la fléche
s’écrit

Yk = Ykm t Yiq + Ykp, t Vip, (@)

Il est évident qu’il s’agit ici de la somme algébrique des
déplacements de la section k; de plus, on considere que le
déplacement de la section considérée est positif lorsqu’elle se
déplace au-dessus de I’axe de la poutre.

En utilisant le tableau 2.1 et la figure (2.21, b, c, d et €), on
obtient :

M1z ql?-12  ql* _qlt
* Ve =gpr = e e o0 10 Er
* Vi S El4—3l2a2+2a4 ;poura = 1/4
97 48FEI\8 ’ '
_;ql*
Yiq = 9,28 10 35;
Pia (1> a? [
. e Ly S VU
Yebr T op\3 T3 )Ty
4
34!
Ve, = 28,6107 —;
P13 3ql-13 ql*
= = =625-10%—-
* YkP: T 48E1 T 48EI El

A Y Y V-
le 114;| q | /4
2 “ﬂ
[
Yim M
i 1

ykq

& ¢¢§¢¢ p:y

7

Pll Ykp, lpl
& &

En portant ces valeurs dans I’équation (a) et en tenant compte des signes, on a

4
34! _
=103 — (125 + 9,28 — 28,6 — 62,5) = 43,1810
Yk £l ( ) £l

Le résultat positif signifie que la section se déplace en haut.
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