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Estimation poncutelle

Estimation nonparamétrique: aucune paramétrisation sur la loi de
probabilité.

Estimation paramétrique: la loi de probabilité est paramétrisée.
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Estimation nonparamétrique

Estimation de loi de probabilité F ou sa densité f = F 0

Estimation des paramètres statistiques: µ := E [X ] , σ2 := V [X ] , Qα

(quantile d�ordre α), le mode, l�étendue,...
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Estimation nonparamétrique

Soit X une va ayant une loi de probabilité F (x) = P (X � x) .
Supposons qu�on possède un échantillon aléatoire X1, ...,Xn de X .

Donner un estimateur de F noté bFn
Réponse: la fonction de répartition empirique

bFn (x) = Fn (x) = 1
n

n

∑
i=1
1 (Xi � x) .

Nous avons déjà évoquer que

E [Fn (x)] = F (x) .

En d�autre termes Fn est estimateur sans biais de F .
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Estimation nonparamétrique

Pour tout x �xé,
Fn (x)

P! F (x) quand n! ∞.

En d�autre termes Fn est estimateur convergeant de F ou estimateur
consistent.
Pour tout x �xé,

p
n (Fn (x)� F (x))p
F (x) (1� F (x))

D! N (0, 1) , quand n! ∞.

En d�autre termes Fn est estimateur asymptotiquement normal
(gaussien).
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Estimation non paramétrique

Estimateur de la moyenne µ est:

bµ = X .
Nous avons:

E [bµ] = E �X � = E [X ] = µ.

Donc bµ est estimateur sans biais de µ. En outre, d�après la loi des grands
nombres bµ p! µ,

c�est à dire bµ est un estimateur consistent de µ.
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Estimation nonparamétrique

De plus d�après le théorème central limite

p
n
bµ� µ

σ

D! N (0, 1) ,

C�est à dire que bµ est asymptotiquement normal. Pour n assez grand,
p
n
bµ� µ

σ
 N (0, 1) .
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Estimation nonparamétrique

Rappel:

X  N
�
a, b2

�
, b > 0() X � a

b
 N (0, 1) .

Donc pour n assez grand:

p
n
bµ� µ

σ
 N (0, 1)() bµ N

�
µ,

σ2

n

�
.
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Estimation non paramétrique

Pus généralement, pour une fonction g donnée, un estimateur de
µg = g (Xi ) est: bµg = 1

n

n

∑
i=1
g (Xi ) .

En particulier un estimateur de le moment d�ordre 2 µ(2) = E
�
X 2
�
est

bµ(2) = 1
n

n

∑
i=1
X 2i .
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Estimation nonparamétrique

Estimation de la variance:
Nous avons

σ2 = Var [X ] = E [X � µ]2 = µ(2) � µ2.

Donc une estimateur σ2 est

bσ2 = bµ(2) � bµ2 = 1
n

n

∑
i=1
X 2i �

 
1
n

n

∑
i=1
Xi

!2
=

1
n

n

∑
i=1
X 2i �

�
X n
�2
=
1
n

n

∑
i=1

�
Xi � X n

�2
=: eS2n .
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Estimation nonparamétrique

Estimation de la variance:
On démontre que

E
hbσ2i = E heS2n i = σ2 � 1

n
σ2.

En d�autre termes eS2n est un estimateur biaisé de σ2.
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Estimation nonparamétrique

Correction de biais: on remarque que

E
heS2n i = �1� 1

n

�
σ2 =

n� 1
n

σ2,

ce qui implique

E
�

n
n� 1

eSn� = σ2.

On pose

S2n =:
n

n� 1
eS2n = 1

n� 1
n

∑
i=1

�
Xi � X n

�2
,

avec E
�
S2n
�
= σ2. En d�autre termes S2n est estimateur sans biais de σ2.
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Estimation non paramétrique

On pose

S2n =
n� 1
n

"
1
n

n

∑
i=1
X 2i � X

2
n

#
,

Nous avons n�1n ! 1, et d�apres la loi des grands nombres

1
n

n

∑
i=1
X 2i

P! E
�
X 2
�
= µ2 et

1
n

n

∑
i=1
Xi

P! E [X ] = µ

et par conséquent

S2n
P! µ2 � µ2 = σ2.

Donc S2n un estimateur consistent de σ2.
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Estimation nonparamétrique

Supposons que µ4 := E [X � µ]4 < ∞, alors

p
n
�
S2n � σ2

� D! N
�
0, µ4 � σ4

�
.

En d�autre termes S2n est un asymptotiquement normal de σ2.
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Théorème central limite multidimentionnel

Soit Y1, ....,Yn une suite de vecteurs aléatoires de dimension d � 1 iid.
Supposons que E

�
Y 2i
�
< ∞, alors

1p
n
(Y1 + ...+ Yn � nE [Yi ])

D! N
�
0,∑

�
,

où ∑ est la matrice de variance-covariance de Y1.
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Théorème de Slutsky

Soit Z ,Z1,Z2...,W1,W2, ... des va dé�nies dans un même espace de

probabilité. Supposons que Zn
D! Z et Wn

p! c où c est une constante
�nie. Alors

Zn +Wn
D! Z + c .
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Théorème central limite multidimentionnel (TCLM)

Application: Nous avons

eS2n =
1
n

n

∑
i=1

�
Xi � X n

�2
=

1
n

n

∑
i=1
(Xi � µ)2 �

�
X � µ

�2
=

1
n

n

∑
i=1
(Xi � µ)2 �

 
1
n

n

∑
i=1
(Xi � µ)

!2
.

Soit Yi =
�
Xi � µ, (Xi � µ)2

�
, i = 1, 2, ..., n. Par dé�nition

E [(V ,W )] := (E [V ] ,E [W ]) . Nous avons

E [Yi ] =
�
0, σ2

�
et E

�
Y 2i
�
=
�

σ2,E
h
(Xi � µ)4

i�
.
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Théorème central limite multidimentionnel (TCLM)

D�après le TCLM, si µ4 := E
h
(Xi � µ)4

i
< ∞ on a

1p
n

 
n

∑
i=1

�
Xi � µ, (Xi � µ)2

�
� n

�
0, σ2

�! D! N
�
0,∑

�
,

où ∑ est la matrice de variance-covriance de Yi :

∑ =

0@ Var [Xi � µ] Cov
h
Xi � µ, (Xi � µ)2

i
Cov

h
(Xi � µ)2 ,Xi � µ

i
Var [Xi � µ]2

1A .
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Théorème central limite multidimentionnel (TCLM)

Nous avons
Var [Xi � µ] = σ2,

Cov
h
Xi � µ, (Xi � µ)2

i
= E [Xi � µ]3 ,

et
Var [Xi � µ]2 = µ4 � σ4.

Donc en particulier

1p
n

 
n

∑
i=1
(Xi � µ)

!
D! N

�
0, σ2

�
(1)

et
1p
n

 
n

∑
i=1
(Xi � µ)2 � nσ2

!
D! N

�
0, µ4 � σ4

�
. (2)
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Théorème central limite multidimentionnel (TCLM)

Les limites (1) et (2) peuvent être réecrites comme suit:

p
n
�
X � µ

� D! N
�
0, σ2

�
et

p
n

 
1
n

n

∑
i=1
(Xi � µ)2 � σ2

!
D! N

�
0, µ4 � σ4

�
. (3)

On en déduit que
p
n
�
X n � µ

�
est bornée en probabilité et que

X n � µ
P! 0. Donc

p
n
�
X n � µ

�2 P! 0.
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Théorème central limite multidimentionnel (TCLM)

En ultilisant le théorème Slutsky, avec

Zn =
p
n

 
1
n

n

∑
i=1
(Xi � µ)2 � σ2

!
et Wn =

p
n
�
X n � µ

�2 P! 0,

on obtient

p
n

 
1
n

n

∑
i=1
(Xi � µ)2 � σ2

!
�
p
n
�
X n � µ

�2 D! N
�
0,E [Xi � µ]4 � σ4

�
.

En d�autres termes

p
n
�eS2n � σ2

� D! N
�
0,E [Xi � µ]4 � σ4

�
.
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Théorème central limite multidimentionnel (TCLM)

Remarquons que eS2n = n� 1
n

S2n .

Alors
p
n
�
n� 1
n

S2n � σ2
�

D! N
�
0,E [Xi � µ]4 � σ4

�
.

Ce qui implique que

n� 1
n

p
n
�
S2n �

n
n� 1σ2

�
D! N

�
0,E [Xi � µ]4 � σ4

�
.

En d�autres termes

p
n
�
S2n � σ2 � 1

n� 1σ2
�

D! N
�
0,E [Xi � µ]4 � σ4

�
.
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Théorème central limite multidimentionnel (TCLM)

En appliquant encore une fois le théorème Slutsky, avec

Zn =
p
n
�
S2n � σ2

�
et Wn =

p
n

n� 1σ2 ! 0,

on obient p
n
�
S2n � σ2

� D! N
�
0,E [Xi � µ]4 � σ4

�
.
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