CHAPITRE 2 : Moment cinétique orbital BOUMEDJANE Youcef

2.1 Introduction

Le moment orbital permet d’étudier la dynamique des systémes en mouvement soumis a un
potentiel central ou & symétrie sphérique. Comme en mécanique classique le moment orbital est

conserveé pour ces systémes en mécanique quantique.

Pour une seul particule, d’impulsion on P, le Mécanique Classique est : L =7#A P
« Autrement dit, le M.C.O décrit le mouvement de la particule par exemple é autour du noyau.

Le moment orbital joue un rdle important pour 1’étude de la rotation moléculaire, le mouvement des
électrons dans les atomes et ainsi que le mouvement des nucléons dans les noyaux.
La théorie du moment orbital est pré-requise pour étudier les systémes moléculaires, atomiques et

nucléaires.

Dans un atome a un électron, I'énergie de I'électron dépend de son potentiel de mouvement, mais

aussi de I'énergie potentielle due a des interactions électromagnétiques. On a donc :

. h? K.e?Z

2m  x?+y?+2°

L'équation de Schrodinger devient alors tres compliquée a résoudre. On cherche donc a I'exprimer

en fonction d'opérateurs plus simples. Ce systeme a une symeétrie sphérique, on I'exprime alors en

fonction du moment cinétique.

2.2 Moment cinétique en coordonnées Cartésiennes
En mécanique classique : le moment cinétique orbital décrit le mouvement de la particule par
exemple électron autour du noyau ; le moment cinétique orbital est défini par la produit vectoriel du

vecteur r mené d’un centre de force a la particule par le vecteur d’ impulsion comme :

L =7AP
Ou encore :
L=|x yz|oL=LeT+Ly.J+L.k=(y.0,—py2).T+ (2.py —Pz-%).] + (x.py = Dx.¥)-k
Px PyDz

En mécanique quantique : le moment cinétique orbital est représenté par : L = # AP
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Les composent de 1’operateur du moment cinétique orbital sont :

L—h( 0 6)
=7\ %oy

L _h( 0 a>
Yo Zlax x'az

L _h( d 6)
z=7\" 9y "V ox

On définit le carré du moment cinétique par 1’opération
L? = L% + L% + L% Relation de commutation
On démontre les relations de communication suivantes
[Le,x] = [Ly,y] = [L;,2] = 0
(L px] = [Ly, py] = [Lzp,] = 0
[Ly,y] =ih.z; [Lyz]=ihx; [L,x]=ihy
[Lopy| =ihps  [Lyp.] =thpy  [Lyp] =ihp,
|y Ly] =ih.L,;  [Ly, L, =ihLy; [Ly Ly =ihL,
[L%,L,] = [1%L,] =[1%L,] =0

On remarque que les composantes du moment cinétique Ly, L,,, L, commutent avec L2 mais pas

entre elles.

En général, on a donc : [Li, %] = ih. %,
[Li,p;] = ih.py
[Li, L] = ih. Ly

Remarque : Les opérateurs Lx, Ly et Lz sont incompatibles. On trouve[Ll-,Lj] = ih. L, et ainsi de

suite pour chaque commutateur. Ils n‘ont donc pas les mémes fonctions propres. On ne peut ainsi

pas mesurer simultanément les trois composantes du moment cinétique.
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2.3 La relation entre le laplacien et moment cinétique L en coordonnées

sphériques

2.3.1 Différences entre coordonnées cartésiennes et sphériques

Le systeme en coordonnées sphériques

Par convention, @ €[0,z], ¢ €[0,2z] et r €[0,+ 0]

Relations entre coordonnées
r=+x®+y®+z°
X =r.sinf.cose
VX2 +y?
Z

y=rsinfdsing et tgl =

Z=r.cosd
Yy

z

gy =
dv = dx.dy.dz en coordonrées cartégennes
dv = r?.sinf.dr.df.dpen coordmnées sph&iques
Le laplacien en coordonnées cartésiennes :

Alx y,z):( 0? J+ 0?0

+
ox* ) oy or1°

On écrit le facteur de dérivation de X, y et z en fonction des coordonnées sphériques fetop :
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o (o L(a_cojz ot (2% L(%Yi

x2 \ox? Jop \ox) op® \ox? oo \ox) 06

L _(Pe) o (o) & (5%0)a (o0 o

oy? \oy’ Jop \oy) op* \oy*)oo \oy) 06°

> (&% i+[5_¢j2i+ 0% L[%Ti

oz \o? Jop \oz) op* \oz2 )o0 \az) 06?
Le laplacien devient en coordonnées sphériques :

1o(,0) 1| 1 o(. .0 1 9| 1

Alr,0,0)=—=——|r*.— |+ =| ——| sind— |+ = |A(r)+A(6,

(r.6.) r? ar( 8r) rszeae( 849] sinzﬁagoz} r2[ (r)+A(.0)]

Avec::A(r):i(r2 gj

orl “or

82
A(6,0)= _Li(smei} 1 2
sin@ 06 00) sin“6 op

Les composent de I’operateur du moment cinétique orbital en coordonnées cartésiennes sont :

, b0 0
x‘?(y'E_Z'@>

L _h( d 6)
y=i\Fax Yoz

L _h( d a>
o x'ay arr

On écrit le facteur de dérivation de x, y et z en fonction des coordonnées sphériques fetg :

o (dp) 0 (080) o
x \ox)op \ox /oo
9 _[op)| 0 (99
oy \oy)op \oy)o6
0
a

o) 0 (20
oz )op \ oz )00

Les composent de L devient dans un systeme de coordonnées sphériques comme :
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I 74 Y i i . ﬁx:h- sin i_cotecos i 1 :Ei
Lx /( Sln§080+COtGCOS(pa(p) Co /( (/)86? ¢8g0 - L, i o0
Ona:L? = L% + L% + L% Relation de commutation en coordonnées cartésiennes

On montre que :

62
L? = —A? _ii(sine 8j+ 12 >
siné 06 06 ) sin“ 6 op

2.3.2 Détermination la fonction propre de I’opérateur L°

L? f=cte.f=a.f
o° f

ona: L:.f =—#? _Li(sineéf)+ 12 = |=af

siné 06 060 ) sin 8 op
Ou encore :

0% f

— i(siné’i)+ 12 2+a.2f =0
sin@ 06 06 ) sin“ 60 op h

Cette équation est analogue a I’équation de Schrodinger du rotateur rigide, qui est :

m 2y m
1 a[sing_av, (9,¢)J+ 1 9%Y,"(0,9) .

N (1 +1)Y" (6,
Sind 00 00 ) sinfe op? (1" (0.0)

Donc la fonction f satisfit aux mémes conditions que T(H, go)

f(0,0)={f(6,0)= T(8,0+27)et £(0,¢0)=0}

+ime

Dol : f(6’,(o) Y,’“(@,q)): P,‘m‘ (cos@). £

¥ -
3

Avecl=0,1,2, .cc..;n-let =1 <m<+H

2.3.2 Détermination la valeur propre de ’opérateur L’
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2y Mm a m
Donc: L°.Y, (9’¢)=—h—2-Y| (‘9’(P)

ctona: —hi:—l(l +1)= a=n2I(1+1)

2

L* Pouvant lui-méme s’exprimer en fonction de L,

0° 1a L

L? =-n®| —+
00° tgd 86’ sin” @

et [LZ, Z] 0= L* et L, commutent, donc ils sont

mesurable a la méme fonction propre.

2.3.3 Détermination la valeur propre de I’opérateur L,

h o
on applique : L, Y,"(0,90)=2,Y,"(0,p) avec L, = T30

m h 0O m 1 . h m 1 0 [ iim
Ouencore : L,.Y, (9’60):7%{'3. (Cosﬁ).@ e “’} P (cos@)ﬂae 4"]

Ylm(é?,q)) m.Aa.l.= P‘m‘(cosg) i[ +im(p]=m.h.|:P|m(COS@).%,EHWP}

7 0p

-

|_\

L,.Y,"(6,¢)= m.h{P,m (cos@).—.e“mq’} =mAaY,"(6, )

N

= la valeur proprede L, estm#

Finalement, on peut définir :

HWY,, .(r0,¢)=E, ¥, .(ré60)
L9, o (r.0,0)=1(1+1)n°¥,, . (r,6,0)
L, ¥, n(r.0,0)=ma¥,, .(r,0,0)
0<I<n-1
Avec : —1<m<+l
neN’



